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Âñòóï

Êóðñîâà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ñïåêòðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê àíà-

íàñ ãðàôàKq
p . Âîíà ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, òðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó

âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè.

Óïåðøå ñïåêòðàëüíà òåîðiÿ ãðàôiâ âèíèêëà ó õiìi¨, ó òåîði¨ Å. Õþêêåëÿ

ó 1931 ðîöi. Âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi, ÿêà âiäïîâiäàëà ãðàôó, áóëè ïîâ'ÿçàíi

çi ñòàáiëüíiñòþ ìîëåêóë. Çâ'ÿçîê ìiæ ìîäåëëþ Õþêêåëÿ òà ñïåêòðàëüíîþ òå-

îði¹þ ãðàôiâ áóëî âèÿâëåíî ìàòåìàòèêàìè ÷åðåç äåñÿòèði÷÷ÿ. Ó 1950-õ òà

1960-õ ðîêàõ áóëè çàêëàäåíi îñíîâè ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨ ãðàôiâ. Öâ¹òêîâi÷åì,

Äîîáîì i Ñàêñîì áóëà çiáðàíà i óçàãàëüíåíà óñÿ òåîðiÿ â ìîíîãðàôiþ ¾Ñïå-

êòðè ãðàôiâ¿ ó 1980 ðîöi [13]. Òàêîæ ñïåêòðè ãðàôiâ âèíèêàþòü ïðèðîäíèì

øëÿõîì ó ðiçíèõ ïðîáëåìàõ òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè òà êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, íà-

ïðèêëàä, � ïðè ìiíiìiçàöi¨ åíåðãié ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì. Çàðàç ñïåêòðàëüíà

òåîðiÿ ãðàôiâ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó êîìï'þòåðíèõ òà ñîöiàëüíèõ íàóêàõ, áiî-

ëîãi¨, ãåîãðàôi¨ òà åêîíîìiöi.

Ïðîiëþñòðîâàíî äâà ãðàôè:

Îáèäâà ìàþòü îäíàêîâi ñïåêòðè: [4, 1, (−1)4,
√
5,−
√
5, 1/2(1 +

√
17), 1/2(1 −

√
17)]. Ãðàôè ç îäíàêîâèì ñïåêòðîì íàçèâàþòüñÿ êîñïåêòðàëüíèìè.
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Ó ñòàòòi [12] ïîñòàâèëè çàïèòàííÿ "ßêi ãðàôè âèçíà÷à¹òüñÿ ñïåêòðîì?".

Öå çàïèòàííÿ ïîâ'ÿçó¹ ñïåêòðàëüíó òåîðiþ ãðàôiâ ç òåîði¹þ Õþêêåëÿ ç õiìi¨

(äèâ. [13]). Ó òîé ÷àñ ââàæàëîñÿ, ùî êîæåí ãðàô âèçíà÷à¹òüñÿ ñïåêòðîì, ïîêè

÷åðåç ðiê ó ðîáîòi [14] Êîëàö i Ñiíîãîâiö íå ïðåçåíòóâàëè ïàðè êîñïåêòðàëü-

íèõ äåðåâ. Ùå îäíå çàñòîñóâàííÿ íàäõîäèòü â 1966 ðîöi ç ðîáîòè Ôiøåðà [15],

ÿêèé ðîçãëÿäàâ ïèòàííÿ Êàöà ç [16] : "×è ìîæíà ïî÷óòè ôîðìó áàðàáàíà?".

Âií ìîäåëþâàâ ôîðìó áàðàáàíà çà äîïîìîãîþ ãðàôà. Çâóê áàðàáàíà õàðàêòå-

ðèçó¹òüñÿ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ìàòðèöi ñóìiæíîñòi ãðàôà. Ïiñëÿ 1967 ðîêó

áóëî çíàéäåíî ÷èìàëî ïðèêëàäiâ êîñïåêòðàëüíèõ ãðàôiâ. Íàéÿñêðàâiøèì ðå-

çóëüòàòîì òàêîãî ðîäó ¹ ðåçóëüòàò Øâåíêà ó [17], ÿêèé ñòâåðäæó¹, ùî ìàéæå

âñi äåðåâà íå âèçíà÷àþòüñÿ ñïåêòðîì.

Âèõîäÿ÷è iç òåíäåíöi¨ äîñëiäæåííÿ ñiìåéñòâ êîñïåêòðàëüíèõ ãðàôiâ, ìåòîþ

äàíî¨ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ êîñïåêòðàëüíèõ âëàñòèâîñòåé àíàíàñ ãðàôà Kq
p

òà ïîøóê êîñïåêòðàëüíèõ ïàð äëÿ àíàíàñ ãðàôiâ ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ p òà

q.

Ó ðîáîòi ðîçãëÿíóòî òà äîâåäåíî ôîðìóëó äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà

àíàíàñ ãðàôà ïðè äîâiëüíèõ p òà q, çàãàëüíèé âèãëÿä ìàòðèöi ñóìiæíîñòi

àíàíàñ ãðàôà, i äîñëiäæåíî ïèòàííÿ "×è Kq
p âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì ñïåêòðîì?"

Ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç 3 ðîçäiëiâ.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi íàâîäÿòüñÿ îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà ïî÷àòêîâi âiäîìîñòi çi

ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨ ãðàôiâ. Òàêîæ äåòàëüíî ðîçiáðàíèé ïðèêëàä ïiäðàõóíêó

âëàñíèõ çíà÷åíü òà âëàñíèõ âåêòîðiâ äëÿ ïàðè êîñïåêòðàëüíèõ ãðàôiâ.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì àíàíàñ ãðàôà òà

íàâåäåíî äîâåäåííÿ éîãî ôîðìóëè.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ïðîâîäèòüñÿ äîñëiäæåííÿ, ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ p òà q

àíàíàñ ãðàôKq
p âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì ñïåêòðîì, à ïðè ÿêèõ � ìà¹ êîñïåêòðàëüíi

ïàðè.

.
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Ðîçäië 1

Îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà ïî÷àòêîâi

âiäîìîñòi

1.1 Îñíîâíi îçíà÷åííÿ

Íà ïî÷àòêó ïðèãàäà¹ìî îñíîâíi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. [1] Çàãàëüíèì íåîði¹íòîâàíèì ãðàôîì íàçèâàþòü

G = (V,E, L, δE, δL), äå V - ìíîæèíà âåðøèí, E - ìíîæèíà ðåáåð,

L - ìíîæèíà ïåòåëü òà âiäîáðàæåíü

(δE : E → C2
V )− ìíîæèíà äâîõåëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè V ,

(δL : L→ V ).

Îçíà÷åííÿ 1.1.2. [1] Ïðîñòèì íåîði¹íòîâíèì ãðàôîì íàçèâà¹òüñÿ G =

(V,E, δE), äå V � ìíîæèíà âåðøèí, E � ìíîæèíà ðåáåð, (δE : E → C2
V ).

Îçíà÷åííÿ 1.1.3. [1] Êiëüêiñòü ðåáåð iíöèäåíòíèõ äàíié âåðøèíi v ïëþñ

ïîäâî¹íà êiëüêiñòü iíöèäåíòíèõ ¨é ïåòåëü íàçèâàþòü ñòåïåíåì âåðøèíè.

ßêùî ñòåïiíü âåðøèíè äîðiâíþ¹ íóëþ, òî âåðèøèíà íàçèâà¹òüñÿ içîëüî-

âàíîþ. ßêùî ñòåïiíü âåðøèíè äîðiâíþ¹ îäèíèöi, òî âåðøèíà íàçèâà¹òüñÿ

ëèñòîì.

Îçíà÷åííÿ 1.1.4. [3] Ïåòëÿ � öå ðåáðî, ÿêå ç'¹äíó¹ âåðøèíó ñàìó ç ñîáîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.5. [2] Íåõàé Ã � öå ñêií÷åííèé íåîði¹íòîâíèé ãðàô áåç ïå-

òåëü. Òîäi ìàòðèöåþ iíöèäåíòíîñòi ãðàôà Ã ¹ 0-1 ìàòðèöÿ Ì, ç ðÿäêàìè,
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iíäåêñîâàíèìè çà âåðøèíàìè i ñòîâïöÿìè, iíäåêñîâàíèìè çà ðåáðàìè, äå

Mxe = 1, êîëè âåðøèíà õ ¹ êiíöåâîþ òî÷êîþ ðåáðà å.

Îçíà÷åííÿ 1.1.6. [2] Íåõàé Ã � öå ñêií÷åííèé ãðàô áåç êðàòíèõ ðåáåð. Òîäi

ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi ãðàôà Ã âèçíà÷à¹òüñÿ 0-1 ìàòðèöÿ À ç íóëiâ i îäè-

íèöü, ÿêà iíäåêñîâàíà íàáîðîì âåðøèí V ç Ã, äå Axy = 1, êîëè iñíó¹ ðåáðî ç

âåðøèíè x äî âåðøèíè y â ãðàôi Ã, i Axy = 0, êîëè íå iñíó¹.

Ó ìî¨é êóðñîâié ðîáîòi ìè ââàæàòèìåìî, ùî Axy áóäå äîðiâíþâàòè ÷èñëó

ðåáåð ç x äî y ó âèïàäêó ìóëüòèãðàôiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.7. [1] Êîæåí ãðàô Ã ìà¹ äiéñíå âëàñíå ÷èñëî θθ ç âiäïîâiä-

íèì íåâiä'¹ìíèì äiéñíèì âëàñíèì âåêòîðîì, òàê ùî äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî

÷èñëà θ ìè ìà¹ìî |θ| <= θθ. Çíà÷åííÿ θθ(Ã) íå çðîñòà¹, êîëè âåðøèíè ÷è

ðåáðà âèäàëåíi ç Ã.

Îçíà÷åííÿ 1.1.8. [4] Ñóêóïíiñòü âñiõ âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi À íàçèâà¹-

òüñÿ ¨¨ ñïåêòðîì.

Îçíà÷åííÿ 1.1.9. [2] Ñïåêòðîì ñêií÷åííîãî ãðàôà Ã íàçèâà¹òüñÿ ñïåêòð

ìàòðèöi ñóìiæíîñòi À ç êðàòíiñòþ ¨¨ âëàñíèõ çíà÷åíü.

Îçíà÷åííÿ 1.1.10. [2] Íåõàé Ã � öå ñêií÷åííèé íåîði¹íòîâíèé ãðàô áåç ïå-

òåëü. Ìàòðèöåþ Ëàïëàñà ãðàôà Ã íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ L, ÿêà iíäåêñîâàíà

ìíîæèíîþ âåðøèí ãðàôà Ã, ç íóëüîâèì ðÿäîì ñóì, äå Lxy = - Axy äëÿ x 6=
y. ßêùî D - öå äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, iíäåêñîâàíà íàáîðîì âåðøèí ãðàôà Ã

òàêèì, ùî Dxx ¹ ñòåïåíåì âåðøèíè õ, òîäi L = D � A.

Îçíà÷åííÿ 1.1.11. [2] Ñïåêòðîì Ëàïëàñà íåîði¹íòîâíîãî ñêií÷åííîãî ãðàôà

áåç ïåòåëü Ã ¹ ñïåêòð ìàòðèöi Ëàïëàñà.

Îçíà÷åííÿ 1.1.12. [1] Íåõàé Ã � öå çàãàëüíèé íåîði¹íòîâàíèé ãðàô, ïàðà

âåðøèí v1, vm òà ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü ðåáåð e1, e2, ..., em : íàçèâà¹òüñÿ

øëÿõîì ìiæ âåðøèíàìè v1, vm, ÿêùî v1 iíöèäåíòíà e1, vm iíöèäåíòíà em,

à ïîñëiäîâíi ïàðè ðåáåð ei−1, ei ¹ ñóìiæíèìè äëÿ äîâiëüíîãî i : 1 < i ≤ m.

Ïðè öüîìó âåðøèíà v1 íàçèâà¹òüñÿ ïî÷àòêîì ìàðøðóòó, à vm - êiíöåì.
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Îçíà÷åííÿ 1.1.13. [1] ßêùî âñi ðåáðà ìàðøðóòó ¹ ðiçíèìè, òî øëÿõ íàçè-

âàþòü ëàíöþãîì, à ÿêùî ïî÷àòîê i êiíåöü ëàíöþãà çáiãàþòüñÿ, òî ëàíöþã

íàçèâà¹òüñÿ öèêëîì.

Îçíà÷åííÿ 1.1.14. [7] Äåðåâî - öå çâ'ÿçíèé ãðàô áåç öèêëiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.15. [2] Ãðàô Ã íàçèâà¹òüñÿ äâîäîëüíèì, êîëè ìíîæèíà éîãî

âåðøèí ìîæå áóòè ðîçáèòà íà äâi íåç'¹äíàíi ïiäìíîæèíè X1, X2, òàê, ùî

âñi ðåáðà ìàþòü îäíó âåðøèíó ç X1 i îäíó ç X2.

Îçíà÷åííÿ 1.1.16. [2] Ãðàô G := (V1+V2, E) íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì äâîäîëü-

íèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ âåðøèí v1 ∈V1 i v2 ∈V2 ¹ (v1, v2) ðåáðîì â G.

Ïîâíèé äâîäîëüíèé ãðàô ç ìíîæèíàìè âåðøèí ðîçìiðó |V1| = m i |V2| = n

ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê Km,n. Ñïåêòð Km,n äîðiâíþ¹ = ±
√
mn, 0m+n−2

Îçíà÷åííÿ 1.1.17. [2] Ðåáåðíèé ãðàô L(Ã) ãðàôà Ã- öå ãðàô ç íàáîðîì âåð-

øèí ÿê íàáið ðåáåð ãðàôà Ã, äå äâi âåðøèíè ¹ ñóìiæíèìè, êîëè âiäïîâiäíi

ðåáðà ãðàôà Ã ìàþòü ñïiëüíó êiíöåâó òî÷êó.

Îçíà÷åííÿ 1.1.18. [2] Ïðîñòèé ãðàô íàçèâà¹òüñÿ k-ðåãóëÿðíèé, ÿêùî ñòå-

ïiíü êîæíîõ¨ âåðøèíè äîðiâíþ¹ k.

Îçíà÷åííÿ 1.1.19. [9] Ãðàô "êîêòåéëüíî¨ âå÷iðêè"íà 2n âåðøèíàõ, ïîçíà-

÷åíèõ CP (n), ¹ ðåãóëÿðíèé ãðàô íà 2n âåðøèíàõ ñòåïåíÿ 2n− 2.

Îçíà÷åííÿ 1.1.20. [9] Óçàãàëüíåíèé ðåáåðíèé ãðàô L(H, a1, ... an ) íàçèâà-

¹òüñÿ ïîáóäîâàíèé ç ãðàôà H íà n âåðøèíàõ v1, ... vn i íåâiä'¹ìíi ÷èñëà a1,

... an â òàêîìó ïîðÿäêó:

âií ìiñòèòü ðîç'¹äíàíi êîïi¨ ãðàôà L(H) i CP(ai), (i=1, ... n), ç äîäàòêîâè-

ìè ðåáðàìè ,ÿêi ç'¹äíóþòü âåðøèíè ãðàôà L(H) ç âåðøèíàìè ãðàôà CP(ai),

ÿêùî âåðøèíà â L(H) âiäïîâiäà¹ ðåáðó ç H i ìà¹ âåðøèíó vi ÿê êiíöåâó òî÷êó.

1.2 Ðîçðàõóíîê ñïåêòðà êîñïåêòðàëüíèõ ãðàôiâ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïðèêëàä äâîõ êîñïåêòðàëüíèõ ãðàôiâ

íà 6 âåðøèíàõ.
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ðèñ.1.2.1 - G1

ðèñ.1.2.2 - G2

Íàïèøåìî ìàòðèöi ñóìiæíîñòi äëÿ íàøèõ ãðàôiâ.

1)Ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi ãðàôà G1.

0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 1 1 0 1

0 0 0 0 1 0


Ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi ãðàôà G2.



9

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 1 0

0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 1 0


2) Õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì ïîðàõîâàíî çà ôîðìóëîþ pA(x) = det(xI−A)

x6 − 4x4 + 3x2 = 0

x2(x4 − 4x2 + 3) = 0

Çíàéäåìî âëàñíi ÷èñëà, ÿê êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà:

x1 = 0

x2 = 0

x3 =
√
3

x4 = −
√
3

x5 = 1

x6 = −1
3) Ùîá çíàéòè âëàñíi âåêòîðè Õ, íåîáõiäíî ïiäñòàâèòè çíà÷åííÿ âëàñíèõ ÷è-

ñåë â ìàòðèöþ (xI−A)X i ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (xI−A)X = 0 , äå Õ - âëàñíèé

âåêòîð ìàòðèöi À, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó õ.

Òàáëèöÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ:

G1 G2

λ1,2 = 0



0

0

−u
u

0

0


+



0

0

−r
0

0

r





R

0

0

u

0

0


+



0

u

0

−u
0

u


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λ3 =
√
3



0

0

u

u
√
3u

u





0

u
√
3u

2u
√
3u

u



λ4 = −
√
3



0

0

u

u

-
√
3u

u





0

u

-
√
3u

2u

-
√
3u

u



λ5 = 1



u

u

0

0

0

0





0

u

u

0

−u
−u



λ6 = −1



−u
u

0

0

0

0





0

u

−u
0

u

−u


Ãðàôè ìàþòü îäíàêîâi õàðàêòåðèñòè÷íi ïîëiíîìè i ðiçíi âëàñíi âåêòîðè.



11

Ðîçäië 2

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí àíàíàñ

ãðàôà K
q
p

Ó äàíîìó ðîçäiëi íàâåäåíi îçíà÷åííÿ òà òåîðåìè ïîâ'ÿçàíi ç àíàíàñ ãðàôîì.

Îçíà÷åííÿ 2.1. [1] Ãðàô Kn íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì, ÿêùî áóäü-ÿêi äâi âåð-

øèíè öüîãî ãðàôà ç'¹äíàíi ðåáðîì.

Ïðèêëàä 2.1. Ïðîiëþñòðîâàíî ïîâíèé ãðàô íà 3 âåðøèíàõ.

ðèñ.2.1

Îçíà÷åííÿ 2.2. [2] Õàðàêòåðèñòè÷íèì ïîëiíîìîì ãðàôà Ã íàçèâà¹òüñÿ

ìíîãî÷ëåí, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ pA(x) = det(xI − A).

Îçíà÷åííÿ 2.3. [8] Ãðàô çiðêà Sk -öå ïîâíèé äâîäîëüíèé ãðàô K1,q, äåðåâî

ç ¹äèíèì âíóòðiøíiì âóçëîì i q ëèñòêàìè.

Ïðèêëàä 2.2. Ïðîiëþñòðîâàíî ãðàô çiðêó íà 5,6 i 7 âåðøèíàõ.
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ðèñ.2.2

Îçíà÷åííÿ 2.4. [10] Äëÿ ãðàôà G çàôiêñó¹ìî âåðøèíó v. Äëÿ ãðàôà G′, ÿêèé

íå ìà¹ iç ãðàôîì G ñïiëüíèõ âåðøèí, çàôiêñó¹ìî âåðøèíó v′. Êîàëåñöåíöi¹þ

ãðàôiâ G òà G′ âiäíîñíî ôiêñîâàíèõ âåðøèí íàçèâà¹òüñÿ ãðàô G ·G′, óòâî-
ðåíèé iäåíòèôiêàöi¹þ âåðøèí v ≡ v′.

Ñïåêòð êîàëåñöåíöi¨ ãðàôiâ âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì òâåðäæåííÿì:

Ïðèêëàä 2.3. Ïðîiëþñòðîâàíî êîàëåñöåíöi¹þ ãðàôiâ G òà G′.

ðèñ.2.3

Òâåðäæåííÿ 2.1. [10] Õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì êîàëåñöåíöi¨ äâîõ ãðàôiâ

âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

PG·G′(x) = PG(x)PG′−v′(x) + PG′(x)PG−v(x)− xPG−v(x)PG′−v′(x),

äå G − v(G′ − v′) - ïiäãðàô ãðàôà G(G′), îòðèìàíèé âèäàëåííÿì âåðøèíè

v(v′).

Îçíà÷åííÿ 2.5. [5] Àíàíàñ ãðàôîì Kq
p íàçèâà¹òüñÿ êîàëåñöåíöiÿ ïîâíîãî

ãðàôà Kp ç çiðêîþ K1,q íà âåðøèíi ñòåïåíÿ q. Òàêèì ÷èíîì, Kq
p ìîæå áóòè

îòðèìàíèé ç Kp äîäàâàííÿì q ïiäâiñíèõ ðåáåð äî âåðøèíè Kp.

Kq
p ìà¹ n = p + q âåðøèí, C2

p + q ðåáåð i C3
p òðèêóòíèêiâ. Äëÿ òîãî, ùîá
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âèêëþ÷èòè ïîâíi ãðàôè òà çiðêè, ïîêëàäåìî p ≥ 3 òà q ≥ 1.

Kq
p ìîæå áóòè çàäàíèé éîãî ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi

A =


0 1T 1T

1 Jp−1 − I 0

1 0 0

, äå 1 ¹ âåêòîðîì ç îäèíèöü, à Jl ¹ ìàòðèöåþ l *

l ç îäèíèöü.

Òåîðåìà 2.1. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì p(x) = det(xI − A) àíàíàñ ãðàôà
Kq
p äîðiâíþ¹

p(x) = xq−1(x+ 1)p−2(x3 − x2(p− 2)− x(p+ q − 1) + q(p− 2)).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ âèêîðèñòà¹ìî ïîïåðåäí¹ òâåðäæåííÿ.

Àíàíàñ ãðàô ¹ êîàëåñöåíöi¹þ äâîõ ãðàôiâ : ãðàôà çiðêè K1,q i ïîâíîãî ãðàôà

Kp. Âåðøèíîþ çëèòòÿ ó ãðàôà çiðêè ¹ âíóòðiøíié âóçîë, à â ïîâíîìó ãðàôi

� áóäü-ÿêà âåðøèíà.

Çàïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íi ïîëiíîìè äëÿ ãðàôà çiðêè K1,q i äëÿ ïîâíîãî ãðà-

ôà Kp:

pK1,q
(x) = xq−1(x2 − q),

pKp
(x) = (x+ 1)p−1(x− p+ 1).

Çãiäíî iç ïîçíà÷åííÿìè â òâåðäæåííi: G - ãðàô çiðêà K1,q, G
′ - ïîâíèé ãðàô

Kp. Òîäi G − v(G′ − v′) - ïiäãðàô ãðàôà G(G′), îòðèìàíèé âèäàëåííÿì âåð-

øèíè çëèòòÿ ãðàôà çiðêè i ïîâíîãî ãðàôà. G−v - öå Q íåçâÿçíèõ òî÷îê QP1,

G′ − v′ - öå ïîâíèé ãðàô íà p− 1 âåðøèíi Kp−1.

pG−v(x) = pQP1
(x) = xq,

pG′−v′(x) = pKp−1(x) = (x+ 1)p−2(x− p+ 2).

Ïiäñòàâèìî â

PG·G′(x) = PG(x)PG′−v′(x) + PG′(x)PG−v(x)− xPG−v(x)PG′−v′(x)
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íàøi ïîëiíîìè:

PG·G′(x) = xq−1(x2− q)(x+1)p−2(x−p+2)+(x+1)p−1(x−p+1)xq−xq+1(x+

1)p−2(x− p+ 2) =

= xq−1(x+ 1)p−2((x2 − q)(x− p+ 2) + x(x− p+ 1)(x+ 1)− x2(x− p+ 2)) =

= xq−1(x+ 1)p−2(x3 − x2p+ 2x2 − qx+ qp− 2q − px+ x) =

= xq−1(x+ 1)p−2(x3 − x2(p− 2)− x(p+ q − 1) + q(p− 2)).

Îòðèìàëè ïîëiíîì, ÿêèé ñïiâïàäà¹ iç ïîëiíîìîì ó òâåðäæåííi òåîðåìè.
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Ðîçäië 3

×è âèçíà÷à¹òüñÿ K
q
p ñâî¨ì ñïåêòðîì?

Ó öié ðîáîòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïèòàííÿ, ÷è ¹ Kq
p ¹äèíèì ãðàôîì ç õàðàêòåðè-

ñòè÷íèì ïîëiíîìîì p(x) ç Òåîðåìè 2.1. Iíøèìè ñëîâàìè, ÷è Kq
p âèçíà÷à¹òüñÿ

éîãî ñïåêòðîì?

3.1 Àíàíàñ ãðàôè Kk2

2k(k ≥ 2)

Òâåðäæåííÿ 3.1.1. Íåõàé G - ãðàô ïîðÿäêó 3k(k ≥ 2) ç ìàòðèöåþ ñóìi-

æíîñòi:

B =


0 Jk Jk

Jk Jk − I 0

Jk 0 Jk − I

,
Òîäi õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì ãðàôà G äîðiâíþ¹

xk−1(x+ 1)2k−2(x− k + 1)(x2 − (k − 1)x− 2k2).

Äîâåäåííÿ. Çíàõîäèìî, ùî B ìà¹ ïðèíàéìíi k − 1 âëàñíå çíà÷åííÿ 0, i ïðè-

íàéìíi 2k − 2 âëàñíå çíà÷åííÿ −1. Iíøi òðè âëàñíi çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè

õàðàêòåðíîãî ïîëiíîìà q(x) = (x− k + 1)(x2 − (k − 1)x− 2k2).

Íàñëiäîê 3.1.1. ßêùî p = 2k ≥ 4 i q = k2, òîäi ãðàô Kq
p íå âèçíà÷à¹òüñÿ
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éîãî ñïåêòðîì ìàòðèöi ñóìiæíîñòi.

Äîâåäåííÿ. Çà Òåîðåìîþ 2.1 ìè ìà¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì ãðàôà

Kk2

2k : x
k2−1(x+ 1)2k−2(x− k + 1)(x2 − (k − 1)x− 2k2)

Êîëè ìè äîäà¹ìî k(k−1) içîëüîâàíèõ âåðøèí äî ãðàôà G, îòðèìó¹ìî ãðàô ç

òèì ñàìèì õàðàêòåðèñòè÷íèì ïîëiíîìîì, ùî Kk2

2k i òîìó ç òèì æå ñïåêòðîì.

Ïðèêëàä 3.1.1. Äëÿ k =2, ïðîiëþñòðîâàíî àíàíàñ ãðàô K4
4 , ÿêèé ìà¹ êî-

ñïåêòðàëüíó ïàðó - ãðàô G. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì äâîõ ãðàôiâ

p(x) = x3(x+ 1)2(x+ 2)(x2 − x− 8)

ðèñ.3.1.1

3.2 Àíàíàñ ãðàôè Kq
3

Çàíã ó [11] äîâiâ, ùî ãðàô, îòðèìàíèé äîäàâàííÿì q ïiäâiñíèõ ðåáåð äî

âåðøèíè íåïàðíîãî öèêëà âèçíà÷àþòüñÿ ñïåêòðîì ìàòðèöi ñóìiæíîñòi. Êîëè

íåïàðíèé öèêë ¹ òðèêóòíèêîì,ìè îòðèìà¹ìî, ùî Kq
3 âèçíà÷à¹òüñÿ éîãî ñïå-

êòðîì.

Ó âèïàäêó q = 3, àíàíàñ ãðàô K3
3 âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì :
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ðèñ.3.2.1

Ïðîâåäåìî äîñëiäæåííÿ ïîøóêó êîñïåêòðàëüíèõ ïàð äëÿ ãðàôà K3
3 .

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì ìà¹ âèãëÿä äëÿ äàíîãî ãðàôà

p(x) = x2(x+ 1)(x3 − x2 − 5x+ 3).

Âëàñíi ÷èñëà(ñïåêòð):

x1 = 2.51413692933529

x2 = 0.571993268316203

x3 = x4 = 0

x5 = −1
x6 = −2.08613019765149

Äàíèé ãðàô ¹ ãðàôîì íà 6 âåðøèíàõ. Ïåðåâiðèìî ÷è ñïiâïàäà¹ éîãî ñïåêòð

iç ïàðàìè êîñïåêòðàëüíèõ ãðàôiâ íà 6 âåðøèíàõ.

Íà äàíîìó ðèñóíêó ïàðè êîñïåêòðàëüíèõ ãðàôiâ íà 6 âåðøèíàõ ïîðàõîâàíi

ó [18]:
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ðèñ.3.2.2

Ñïåêòð àíàíàñ ãðàôà K3
3 íå çáiãà¹òüñÿ iç æîäíèì çi ñïåêòðiâ êîñïåêòðàëü-

íèõ ïàð íà 6 âåðøèíàõ, òîìó äàíèé ãðàô âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì ñïåêòðîì.

3.3 Àíàíàñ ãðàôè K1
p òà K

2
p

Ó âèïàäêó q = 1, àíàíàñ ãðàô K1
p ìîæíà îòðèìàòè ç ïîâíîãî ãðàô Kp+1

âèäàëåííÿì ðåáåð ïîâíîãî äâîäîëüíîãî ãðàôà K1,p−1. Ãðàôè ïîáóäîâàíi òà-

êèì ÷èíîì, âèçíà÷àþòüñÿ ¨õ ñïåêòðîì, äèâ. [20].

Ó âèïàäêó q = 2, ôîðìóëþ¹ìî ëåìó i òåîðåìó:

Ëåìà 3.3.1. Íåõàé G - çâ'ÿçíèé ãðàô ç íàéìåíøèì âëàñíèì çíà÷åííÿì,

áiëüøèì çà −2. Òîäi îäíå ç íàñòóïíèõ òâåðäæåíü ìà¹ ìiñöå:

(i) G ìà¹ 8 âåðøèí, i dG= 1.

(ii) G ìà¹ 7 âåðøèí, and dG = 2.

(iii) G ìà 6 âåðøèí, and dG= 3.

(iv) G ¹ ðåáåðíèì ãðàôîì ãðàôà áåç öèêëiâ ç öèêëîì íåïàðíî¨ äîâæèíè, i

dG = 4.
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(v) G ¹ çàãàëüíèì ðåáåðíèì ãðàôîì ãðàôà äåðåâà òèïó (1, 0, . . . , 0), i

dG = 4.

(vi) G ¹ ðåáåðíèì ãðàôîì ãðàôà äåðåâà íà n ≥ 5 âåðøèíàõ, i dG = n

Çàóâàæèìî, ùî dG = |p(−2)|, äå p(x) - õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì ãðàôà

G.

Òåîðåìà 3.1. Àíàíàñ ãðàô K2
p âèçíà÷à¹òüñÿ ñïåêòðîì éîãî ìàòðèöi ñóìi-

æíîñòi.

Äîâåäåííÿ. Iäåÿ äîâåäåííÿ áàçó¹òüñÿ íà ïðèïóùåííi òîãî, ùî iñíó¹ ãðàô G,

ÿêèé êîñïåêòðàëüíèé K2
p .

Òîäi G ìà¹ p + 2 âåðøèíè, C2
p + 2 ðåáðà i C3

p òðèêóòíèêiâ, à õàðàêòåðè-

ñòè÷íèé ïîëiíîì p(x) ãðàôà G äîðiâíþ¹: p(x) = x(x+ 1)p−2(x3 − (p− 2)x2 −
(p+ 1)x+ 2(p− 2)). Âiä ñóïðîòèâíîãî äîâîäèòüñÿ, ùî G ¹ çâ'ÿçíèì i dG = 4.

Òîäi çà Ëåìîþ 3.3.1 ìîæëèâi äâà âèïàäêè (iv) àáî (v). Ðîçãëÿäàþ÷è âèïàäêè

(iv) òà (v), àâòîðè çíàõîäÿòü ñóïåðå÷íiñòü iç ïðèïóùåííÿì. Ïîâíå äîâåäåííÿ

íàâåäåíî ó [5].

3.4 Àíàíàñ ãðàôè K3
4 òà K

3
5

Ïðè q = 1 i q = 2 áóëî äîâåäåíî, ùî àíàíàñ ãðàô âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì

ñïåêòðîì. Íàñòóïíèì ëîãi÷íèì êðîêîì ¹ äîñëiäæåííÿ àíàíàñ ãðàôà ïðè q =

3. Ïðîâåäåìî äîñëiäæåííÿ äëÿ K3
4 òà K

3
5 .

Àíàíàñ ãðàô K3
4 âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì :

ðèñ.3.4.1
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Õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì ìà¹ âèãëÿä

p(x) = x2(x+ 1)2(x3 − 2x2 − 6x+ 6)

Âëàñíi ÷èñëà(ñïåêòð):

x1 = 3.27307286306767

x2 = 0.859564630512172

x3 = x4 = 0

x5 = x6 = −1
x7 = −2.13263749357984

Ãîäñië i Ìàêêåé ñòàòòi [19] çãåíåðóâàëè êîìï'þòåðîì âñi ïàðè íåiçîìîð-

ôíèõ êîñïåêòðàëüíèõ ãðàôiâ íà ñåìè âåðøèí. Íà 7 âåðøèíàõ óñüîãî 110

êîñïåêòðàëüíèõ ãðàôiâ [18]. Îñêiëüêè K3
4 âiäñóòíié â ¨õ ñïèñêó, òî âií âè-

çíà÷à¹òüñÿ éîãî ñïåêòðîì.

Àíàíàñ ãðàô K3
5 âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì :

ðèñ.3.4.2

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì ìà¹ âèãëÿä

p(x) = x2(x+ 1)3(x− 1)(x2 − 2x− 9)

Âëàñíi ÷èñëà(ñïåêòð):

x1 = 1 +
√
10
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x2 = 1

x3 = x4 = 0

x5 = x6 = x7 = −1
x8 = 1−

√
10

Íà 8 âåðøèíàõ óñüîãî 1722 êîñïåêòðàëüíèõ ãðàôiâ [18].

Çðîáèìî ïåðåòâîðåííÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà

p(x) = x2(x+ 1)3(x− 1)(x2 − 2x− 9) = x2(x2 − 1)(x+ 1)2(x2 − 2x− 9).

Ñïðîáó¹ìî çíàéòè ãðàô H, êîñïåêòðàëüíèé äàíîìó, ÿêèé ìà¹ òàêèé ñàìå

õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì.

Ïðèïóñòèìî, ùî äàíèé ãðàô ¹ íåçâ'ÿçíèì îá'¹äíàííÿì íàñòóïíèõ ãðàôiâ :

- ãðàôà 2P1, òîáòî 2 íåçâ'ÿçíèõ òî÷îê, õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì ÿêèõ

p1(x) = x2.

ðèñ.3.4.3

- ãðàôà P2, øëÿõó äîâæèíè 2, õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì ÿêîãî

p2(x) = x2 − 1.

ðèñ.3.4.4

- ãðàôà íà 4 âåðøèíàõ, õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì ÿêîãî

p3(x) = (x+ 1)2(x2 − 2x− 9).

Ç òàáëèöi âèäíî, ùî âñüîãî ãðàôiâ íà 4 âåðøèíàõ ¹ 7.(Ïîçíà÷åííÿ: n- êiëü-
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êiñòü ðåáåð, N - êiëüêiñòü ãðàôiâ äëÿ âiäïîâiäíîãî n.)

n N

2 2

3 3

4 2

Ïðîiëþñòðó¹ìî âñi öi ãðàôè.

ðèñ.3.4.5

1)Õàðàêòåðèñòè÷íi ïîëiíîìè êîæíîãî ç íèõ äîðiâíþþòü

à) q(x) = x4 − 2x2 + 1

á) q(x) = x4 − 2x2

â) q(x) = x4 − 3x2 + 1

ã) q(x) = x4 − 3x2

ä) q(x) = x4 − 3x2 − 2x

å) q(x) = x4 − 4x2

¹) q(x) = x4 − 4x2 − 2x+ 1

Îñêiëüêè ñïåêòðè ïîáóäîâàíèõ ãðàôiâ íå ñïiâïàëè çi ñïåêòðîì àíàíàñ ãðà-

ôà K3
4 , òî äàíå êîíñòðóþâàííÿ íå äàëî êîñïåêòðàëüíî¨ ïàðè äëÿ àíàíàñ ãðà-
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ôîì K3
4 .
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Âèñíîâêè

Êóðñîâó ðîáîòó áóëî ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ êîñïåêòðàëüíèõ âëàñòèâî-

ñòåé àíàíàñ ãðàôà Kq
p òà ïîøóêó êîñïåêòðàëüíèõ ïàð äëÿ àíàíàñ ãðàôiâ ïðè

ïåâíèõ çíà÷åííÿõ p òà q.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ðîáîòè áóëè ðîçãëÿíóòi îñíîâíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi,

ââåäåíi íåîáõiäíi âèçíà÷åííÿ, òàêi ÿê: çàãàëüíèé íåîði¹íòîâàíèé ãðàô, ñïåêòð

ñêií÷åííîãî ãðàôà, ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi ãðàôà òîùî. Ïðîäåìîíñòðîâàíèé ðîç-

ðàõóíîê ìàòðèöi ñóìiæíîñòi, ñïåêòðà, âëàñíèõ âåêòîðiâ, õàðàêòåðèñòè÷íîãî

ïîëiíîìà äâîõ êîñïåêòðàëüíèõ ãðàôiâ.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi íàâåäåíi îçíà÷åííÿ òà òåîðåìè ïîâ'ÿçàíi ç àíàíàñ ãðà-

ôîì, òàêi ÿê ïîâíèé ãðàô, ãðàô çiðêà, àíàíàñ ãðàô, êîàëåñöåíöiÿ äâîõ ãðàôiâ

i äîâåäåíî òåîðåìó ïðî õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì àíàíàñ ãðàôà.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ "×è âèçíà÷à¹òüñÿ Kq
p ñâî¨ì ñïå-

êòðîì?". Äëÿ ãðàôiâK1
p ,K

2
p (p ≥ 3),Kq

3 (q ≥ 3) iK3
4 áóëî äîâåäåíî, ùî àíàíàñ

ãðàô âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì ñïåêòðîì. Íàòîìiñòü, ãðàô Kk2

2k ìà¹ êîñïåêòðàëüíi

ïàðè.
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