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2. Математична модель БпЛА

Системи координат та перетворення

Інерційна система Звязна система

Movement of quadcopter, body frame and inertial quadcopter frame 3.... |  Download Scientific Diagram

Визначаємо дві системи координат, які 
описують просторовий напрям руху моделі:

Для переходу від однієї системи до іншої використаємо кути Ейлера, як

де кожному куту відповіфдає елементарна матриця обертання
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2. Математична модель БпЛА

Системи координат та перетворення

Ці кути формують повну матрицю обертання (переходу) – матрицю напрямлених косинусів (Direction Cosine Matrix, DCM)

Така матриця визначається як послідовний добуток
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2. Математична модель БпЛА

Рівняння руху квадрокоптера. Поступальний рух

Нехай
m– маса квадрокоптера
i = 1, 2, 3, 4 – нумерація моторів

На апарат діють дві основні сили: сила тяги роторів та силатяжіння

• Тяга одного ротора
де kf > 0 — аеродинамічний коефіцієнт тяги (визначається експериментальноабо з характеристик 
ротора), Ωi — кутова швидкість i-го ротора.

• Сумарна тяга

• Сила тяжіння

• Другий закон Ньютона

Рівняння поступального руху
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2. Математична модель БпЛА

Рівняння руху квадрокоптера. Обертальний рух

До використаних раніше формул додамо рівняння Ейлера для 
твердого тіла у звязній системі координат:

де

• Тензор інерції

• Гірочкопічний ефект

Скалярні рівняння обертання
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2. Математична модель БпЛА

Основи теорії керування

Система керування

Зімкнута(closed-loop)

Розімкнута (open loop)

де C(s)—передатна функція регулятора, P(s)—передатна функція 
об’єкта,y(t)—вихід системи
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3. Основи теорії PID-керування

Передатні функції та перетворення Лапласа

Перетворення Лапласа. Одностороннє перетворення Лапласа функції f (t), визначеної для t ≥ 0:

Перетворення Лапласа переводить диференціальнірівняння з часової області у алгебраїчні рівняння у комплексній площині s, щоє його 
головною практичною перевагою

Основні властивості перетворень Лапласа:

Передатна функція визначається як відношення перетворень 
Лапласа виходута входу при нульових початкових умовах:
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3. Основи теорії PID-керування

Стійкість динамічних систем

Стійкість є центральною вимогою до будь-якої системи керування

Стійкість за Ляпуновим. Концепція стійкості за Ляпуновим є найбільш 
загальноюта застосовується до нелінійних систем вигляду: ,    де f (0, t) = 0 для всіх t (тобто x∗ = 0 є точкою рівноваги)

Точка рівноваги x∗ = 0 системи називається стійкою за Ляпуновим, якщо для 
будь-якого ε > 0 існує δ(ε) > 0 таке, що

Чому метод Ляпунова важливий для адаптивного керування? МетодЛяпунова є основним інструментом аналізу та синтезу адаптивних 
регуляторів). На відміну від лінійних систем, де стійкість визначається полюсами,для нелінійних адаптивних систем побудова функції 
Ляпунова є єдиним строгимметодом доведення збіжності похибки керування до нуля та стабільності законівадаптації.
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3. Основи теорії PID-керування

PID-регулятор: математичне формулювання

PID-регулятор формує керуючий сигнал u(t)  за таким законом:

• Пропорційна складова uP (t) = Kpe(t) - формує керуючийвплив, пропорційний поточній помилці. Чим більша 
помилка —тим більший вплив. Це забезпечує основне “відштовхування” стану системи до бажаного 
значення

• Інтегральна складова uI(t) = Ki∫t0 e(τ ) dτ - накопичує суму усіх минулих помилок. Її головна роль — 
усунення статичної похибки. Якщо e(t) != 0 постійно, інтегральна складова накопичується до тих пір, 
покине стане достатньо великою, щоб скомпенсувати збурення або невідповідністьмоделі.

• Диференціальна складова uD(t) = Kd˙e(t) -  складова реагуєна швидкість зміни помилки.

PID Block Diagram PID stands for Proportional, Integral, Derivative... |  Download Scientific Diagram
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3. Основи теорії PID-керування

Дискретизація PID для цифрової реалізації

У реальних бортових контролерах квадрокоптера PID-регулятор реалізуєтьсяу цифровому вигляді з кроком 
дискретизації Ts. Для отримання різницевогорівняння застосовується апроксимація інтеграла методом 
прямокутників (методЕйлера вперед) та похідної скінченною різницею:

Рекурентна форма (зручна для реалізації на мікроконтролері):
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3. Основи теорії PID-керування

Каскадна PID-архітектура для квадрокоптера

Загальний принцип каскадного керування: зовнішній (повільний) контур генеруєзадавальний сигнал для внутрішнього 
(швидкого) контуру. Внутрішній контурповинен бути значно швидшим за зовнішній — зазвичай у 5–10 разів за смугою 
пропускання — щоб зовнішній контур міг вважати внутрішній “ідеальним” усвоїй частотній смузі

• Задача зовнішнього контуру керувати позицією регуляючи кути нахилу та тягу

• Задача внутрішнього контуру керувати орієнтацією відносно зовнішнього контуру

• Контур кутових швидкостей 
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3. Основи теорії PID-керування

Обмеження класичного PID-регулятора

• Фіксованість коефіцієнтів та зміна умов польоту
Коефіцієнти Kp, Ki, Kdвизначаються у процесі налаштування для номінальнихумов: певної маси апарату m0, тензора 
інерції I0, відсутності вітру тощо. Привідхиленні умов від номінальних якість керування погіршується

• Незадовільна відробка нелінійностей
Каскадний PID є лінійним регулятором, синтезованим для лінеаризованої моделінавколо точки зависання. При відхиленні від цієї 
точки нелінійні члени рівнянь стають суттєвими та вносять ефективне “збурення” у замкнену систему.

• Відхилення аеродинамічних збурень
Вітрові збурення dF (t) у рівнянні діють як адитивний входовий збурюючий сигнал. Здатність PID-регулятора відхиляти такі 
збурення обмежена смугою пропускання контуру збурення з частотами, вищими за ωc, практично не компенсуються.
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4. Адаптивна теорія керування

Мотивація та загальна концепція адаптивного керування

Адаптивний регулятор додає оцінку кожному параметру, тим самим 
роблячи загальну систему «пристосованою» згідно оцінокθ(t)

де Γ > 0 — матриця швидкості адаптації, ϕ — вектор регресора (залежитьвід вимірювань стану та помилки), e(t) — помилка керування.

Таким чином, адаптивна система є нелінійною системою з динамічно зміннимипараметрами, і її аналіз 
вимагає інструментів, що виходять за межі класичноїлінійної теорії.

• Функція Ляпунова для адаптивних систем:

Закон адаптації обираєтьсятаким чином, щоб ˙V ≤ 0 — саме це і є методом Ляпунова для синтезу адаптивнихрегуляторів.
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4. Адаптивна теорія керування

Еталонне адаптивне керування (MRAC)

Метод еталонного адаптивного керування (Model Reference Adaptive Control, MRAC)є найбільш теоретично обґрунтованим та широко 
застосовуваним підходом вадаптивному керуванні. Його центральна ідея: змусити об’єкт з невідомими параметрами поводитися так само, 
як еталонна модель — ідеальна система ззаздалегідь заданою бажаною динамікою.

MRAC складається з чотирьох елементів

• Об’єкт керування з невідомими параметрами θ∗.2.
• Еталонна модель — лінійна система з бажаною динамікою:
• Адаптивний регулятор з параметрами ˆθ(t), що оновлюються онлайн.
• Закон адаптації — диференціальне рівняння для ˙ˆθ.

Мета MRAC: забезпечити e(t) = x(t) − xm(t) → 0 при t → ∞, тобто вихідреального 
об’єкта має прямувати до виходу еталонної моделі

У повній реалізації для квадрокоптера MRAC 
застосовується до кожного каналукаскадної 
архітектури:

Direct MRAC control structure with feedforward and feedback gains and a disturbance model all updated based on the tracking error between the states of a reference model and the controlled system.
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4. Адаптивна теорія керування

Самоналаштувальний регулятор (STR)

Самоналаштувальний регулятор (Self-Tuning Regulator, STR) реалізує принципподілу задач: спочатку параметри об’єкта ідентифікуються 
в реальному часі, апотім на основі отриманих оцінок синтезується оптимальний регулятор. 
Цепринципово відрізняє STR від MRAC: у MRAC параметри регулятора оновлюютьсябезпосередньо з помилки виходу, тоді як у STR 
спочатку оцінюються параметриоб’єкта, і лише потім перераховуються параметри регулятора.

• Рекурсивний метод найменших квадратів (RLS) -  дозволяє оновлюватиоцінку ˆθ при надходженні нових 
вимірювань без необхідності зберігати всюпередісторію даних:

де

Block diagram of a self-tuning regulator | Download Scientific Diagram
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4. Адаптивна теорія керування

Порівняння MRAC та STR
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5. Адаптивний PID-регулятор для БПЛА

Практичне порівняння адаптивних підходів

Підхід: замість того, щоб замінювати PID-регулятор на 
адаптивний, ми зберігаємодобре зрозумілу та технічно 
відпрацьовану PID-структуру, але дозволяємо 
їїкоефіцієнтам змінюватися в реальному часі відповідно 
до поточного стану об’єктата помилки відстеження.

Використаємо 3 адаптивні підходи:
• MRAC - закон MRAC використовується для безпосереднього 

керуваннякоефіцієнтами PID через Ляпуновський аналіз помилки 
відстеження 

• STR- коефіцієнти оновлюютьсяна основі онлайн ідентифікації 
параметрів об’єкта методом рекурсивнихнайменших квадратів 

• GS- планування коефіцієнтів міжрежимами зависання та крейсерського 
польоту з аналізом перехіднихрежимів 
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