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1 Вступ
Ця робота присвячена унарним операторам на графах. У нiй розглянуто
вiдображення f : G → G (тут G є множина всiх простих неорiєнтованих
графiв), де вершинами f(G) є пiдграфи G заданих типiв, а ребра iснують
мiж пiдграфами конкретних типiв, що перетинаються. Буде розглянуто 4
типи пiдграфiв: вершини, ребра, бльоки та клiки.

Найвiдомiший i найкраще вивчений серед розглянутих операторiв є опе-
ратор узяття реберного графа. Основнi вiдомостi про цю структуру зiбрано
в [1]. У першому роздiлi цiєї роботи наведено базовi властивостi реберного
графа, а також запропоновано алгоритм його будови. Разом iз тим, роз-
глянуто 3 спорiдненi ребернi конструкцiї: графи пiдрозбиттiв, середущi й
тотальнi графи. Усi вони побудованi на об’єднаннi множин вершин i ре-
бер початкового графа. Для кожної з цих конструкцiй також розглянуто
основнi властивостi й наведено алгоритм побудови. Окрему уваги видiлено
на зв’язки мiж цими структурами.

Другий роздiл присвячено графам, побудованих на вершинах i бльоках
початкового графа. Цей роздiл багато в чiм нагадує перший, бо в нiм також
розглянуто 4 конструкцiї, кожна з яких деяким чином аналогiчна до вiд-
повiдної реберної. Iдеться про графи бльокiв, бльоко-точковi дерева, точко-
бльоковi й бльоко-тотальнi графи (остання конструкцiя введена автором iз
метою довершення аналогiї з реберними структурами). Для кожного з цих
графiв наведено його базовi властивостi, алгоритм його будови, а також
описано зв’язок iз вiдповiдною реберною конструкцiєю. Новi результати
одержано при дослiдження зв’язкiв мiж самими бльоковими конструкцiя-
ми, зокрема при почерговому застосуваннi бльокового та точко-бльокового
операторiв.

Третiй i останнiй роздiл присвячено графам клiк. Це також добре дослi-
джена конструкцiя. Її опис можна знайти, наприклад, у [8]. Крiм того, в [9]
дослiджено метричнi властивостi графiв клiк. Ми ж обрали подiбний пiд-
хiд до попереднiх роздiлiв: навели базовi властивостi й алгоритм побудови,
i дослiдили зв’язки з ранiше розглянутими графами. Зокрема, охарактери-
зували графи, граф бльокiв яких iзоморфний до їхнього графа клiк.
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2 Ребернi графи

2.1 Означення
Почнемо з розгляду позначень, якi ми використовуватимемо впродовж ро-
боти. Графом G ми називатимемо впорядковану пару (V (G), E(G)), де
V (G) є довiльна множина, яку ще зватимемо множиною вершин графа
G, а E(G) = {uv : u, v ∈ V (G)} є множина ребер графа G. Якщо для
двох вершин u та v iснує ребро e : u, v ∈ e, то казатимемо, що u та v
- сумiжнi вершини, кожна з яких iнцидентна до ребра e. Множину ре-
бер, iнцидентних до вершини v у графовi G, означатимемо EG(v). Якщо
2 ребра мiстять спiльну вершину, називатимемо їх сумiжними. Списком
сумiжностей вершини називатимемо множину вершин, сумiжних до неї,
а списком сумiжностей графа - сукупнiсть спискiв сумiжностей усiх його
вершин. Потужнiсть списку сумiжностей вершини v називається її ступе-
нем та означається d(v). Вершина першого ступеня зветься кiнцевою. Для
множини вершин A ⊂ V (G) пiдграфом G[A] називатимемо граф (A, {uv :
u, v ∈ A;uv ∈ E(G)}).

Маршрутом у графi G називається послiдовнiсть вершин v1−v2−...−vn,
n ∈ N, де ∀i ∈ [1, n − 1] : vivi+1 ∈ E(G). Довжиня маршруту буде n − 1,
тобто кiлькiсть ребер мiж послiдовними вершинами. Шляхом називається
маршрут, у якому жаднi двi вершини не збiгаються. Вiдстанню мiж верши-
нами u й v зватимемо довжиню найкоротшого шляху мiж ними й означати-
мемо d(u, v). Граф, у якому мiж будь-якими двома вершинами iснує шлях,
є зв’язний граф. Циклом називатимемо маршрут, у якому перша й остання
вершини збiгаються. Простий цикл є цикл, у якому збiгаються лише перша
й остання вершини. Зв’язний граф без циклiв називається деревом.

Повним називається граф, у якому кожнi двi вершини сумiжнi.
Важлива кляса графiв, яка використовуватиметься для означення кон-

струкцiй, що ми розглядатимемо, є графи перетинiв. Визначимо їх насту-
пним чином: нехай X є множина, а F ⊂ 2X - деякий набiр її пiдмно-
жин. У такiм разi графом перетинiв на множинi F називатимемо граф
Ω(X,F ) = (F, {AB : A,B ∈ F,A ∩B ̸= ∅}).

Два графи G й H називаються iзоморфними (G ≃ H), коли що мiж ни-
ми iснує iзоморфiзм, себто бiєкцiя ϕ : V (G) → V (H), для якої виконується
умова uv ∈ E(G) ⇐⇒ ϕ(u)ϕ(v) ∈ E(H).
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2.2 Власне ребернi графи
Нехай нам дано граф G. За умовчанням вважатимемо (якщо явно не вка-
зано протилежного), що G - простий граф, тобто такий, який не мiстить
кратних ребер чи петель. Даний роздiл присвячено графовим конструкцi-
ям, побудованим на вершинах i ребрах G, себто таким графам F (G), що
V (F (G)) ⊂ V (G) ∪ E(G).

Увага 2.1. Як зрозумiло з описаного вище, “конструкцiєю” ми нази-
ватимемо результат застосування певної унарної операцiї F до графа G,
результатом якої буде граф F (G).

Безперечно, найвiдомiша й найбiльше вивчена з таких конструкцiй - це
ребернi графи. Тож почнемо з розгляду їх.

Означення 2.2. Реберний граф L(G) є граф перетинiв на множинi ребер
графа G, або ж L(G)

def
= Ω(V (G), E(G)).

Приклад 2.3. На Рис. 1 зображено приклад графа G й вiдповiдного
реберного графа.

Рис. 1: Граф G (лiворуч) та його реберний граф L(G) (праворуч).

Розглянемо основнi властивостi реберних графiв. Їх усi можна знайти в
[1].

Твердження 2.4. Нехай G є довiльний граф. Тодi |V (L(G))| = |E(G)|,
а |E(L(G))| = 1

2

∑
v∈V (G) d

2(u)− |E(G)|.
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Теорема 2.5. (Характеризацiя реберних графiв). Для графа G iснує
граф H такий, що L(H) ≃ G тодi й тiльки тодi, коли що iснує набiр
множин F ⊂ 2V (G), який задовольняє 3 умови:

1) ∀A ∈ F : G[A] повний;

2) ∀v ∈ V (G) |Fv
def
= {A : A ∈ F , v ∈ A}| = 2;

3) ∀e ∈ E(G) ∃!A ∈ F : e ⊂ A.

Остання теорема стверджує наступне: граф G реберний тодi й тiльки
тодi, коли iснує деяке покриття F множини його вершин, кожен елемент
якого породжує повний пiдграф G, при чiм кожне ребро G належить точно
одному елементовi покриття, а кожна вершина - точно двом елементам.

Увага 2.6. Умову 2 Теореми 2.5 можна замiнити на ∀v ∈ V (G) |Fv| ≤
2. Iз умови 3 випливає, що |Fv| ≥ 1 ∀v ∈ V . Якщо ж |Fv| = 1 ∀V1 ⊂ V , то
F := F∪{{v} : v ∈ V1} - покриття, що задовольняє умову 2 в її нинiшньому
формулюваннi.

Увага 2.7. Для графа L(G) з Рис. 1 покриття F можна обрати насту-
пним чином: F = {12, 23, 14, 345, 56, 6}.

Теорема 2.8. (Теорема Вiтнi про iзоморфiзм). Нехай для зв’язних гра-
фiв G1 i G2 (|V (G1)| ≥ |V (G2)|) виконується умова L(G1) ≃ L(G2). Тодi
або G1 ≃ G2, або ж G1 = K1,3 й G2 = K3.

Теорема 2.9. Якщо граф G зв’язний, то G ≃ L(G) ⇐⇒ G є простий
цикл.

Завершимо опис реберних графiв алгоритмом їхньої побудови (Algorithm
1).

Як i всi алгоритми в цiй роботi, напишемо його псевдокодом, а також
мовою Python iз використанням бiблiотеки NetworkX.

import networkx as nx

def L(G):
H = nx.Graph()
H.add_nodes_from(G.edges)
for node in G.nodes:
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Algorithm 1 Find line graph L(G) of graph G

Require: Graph G
Ensure: Line graph L(G)

1: Create an empty edge list E ′

2: for each node v in G do
3: View adjacency list adj of v
4: for each pair of nodes first and second in adj do
5: Create edge e1 = {v, first}
6: Create edge e2 = {v, second}
7: Add edge {e1, e2} to edge list E ′

8: end for
9: end for

10: Construct line graph L(G) using edge list E ′

11: return L(G)

for first, _ in G.adj[node].items():
for second, _ in G.adj[node].items():

if first < second:
H.add_edge((min(node, first), max(node, first)),

(min(node, second), max(node, second)))
return H

Увага 2.10. NetworkX дозволяє працювати як iз списком ребер, так i зо
списком сумiжностей графа.

Схема алгоритму вельми проста: для кожної вершини ми розглядаємо
список вершин, сумiжних до неї, i стверджуємо, що кожна пара вершин у
нiм дає ребро в реберному графовi. Оскiльки кожну пару ми перевiряємо
щонайбiльше 2 рази, то час роботи алгоритму зростає лiнiйно вiд кiлькости
таких пар, а отже й вiд кiлькости ребер в L(G). Це означає, що оптимiзо-
вувати алгоритм можна хiбащо з точнiстю до сталої величинi. Оскiльки ж
порядок кiлькости ребер L(G) в найгiршому випадку кубiчний вiд |V (G)|,
то час роботи можна записати як O(|V (G)|3) (це також видно зо структури
алгоритму).

Увага 2.11. На Рис. 1 реберний граф зґенеровано саме за допомо-
гою алгоритму та виведено з помiччю методи nx.draw(G,with_labels =
True, font_weight =′ bold′). Якщо не вказано iншого, то рисунки графо-
вих конструкцiй i надалi буде одержано таким самим чином.
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2.3 Графи пiдрозбиттiв
Наступна кляса графiв, що нас цiкавить - це графи пiдрозбиттiв.

Означення 2.12. Дано граф G. Його граф пiдрозбиттiв S(G)
def
= (V (G)∪

E(G), {ve : v ∈ V (G), e ∈ E(G), v ∈ e}).

Приклад 2.13. Граф G та його граф пiдрозбиттiв S(G) зображено на
Рис. 2.

Рис. 2: Граф G (лiворуч) та його граф пiдрозбиттiв S(G) (праворуч).

Увага 2.14. Насправдi, маючи граф G, побудувати вiдповiдний граф
пiдрозбиттiв S(G) напрочуд просто. Досить розбити кожне ребро G на 2
новi, “вставивши” посерединi вершину (звiдси й така назва). Утiм, подане
вище формальне означення цiкаве для нас не тiльки з точки зору матема-
тичної строгости, а й за те, як воно проливає свiтло на зв’язок мiж графами
пiдрозбиттiв i реберними графами: однi описують зв’язки мiж вершинами
й ребрами графа G, другi - його мiжребернi зв’язки.

Подаємо алгоритм побудови графа пiдрозбиттiв (Algorithm 2).

import networkx as nx

def S(G):
H = nx.Graph()
H.add_nodes_from(G.nodes)
H.add_nodes_from(G.edges)

11



Algorithm 2 Construct subdivision graph S(G) of graph G

Require: Graph G
Ensure: Subdivision graph S(G)

1: Create an empty edge list E ′

2: for each node v in G do
3: View adjacency list adj of v
4: for each node u adjacent to v in adj do
5: Create edge e = {v, {u, v}}
6: Add edge e to edge list E ′

7: end for
8: end for
9: Construct subdivision graph S(G) using edge list E ′

10: return S(G)

for node in G.nodes:
for adj, _ in G.adj[node].items():

H.add_edge(node, (min(node, adj), max(node, adj)))
return H

Оскiльки сумiжнiсть вершини v до вершини u тотожна до iнцидентности
вершини v з ребром uv, то список сумiжностей графа можна також розгля-
дати як список iнцидентностей, де для кожної вершини iнцидентнi ребра
ми задаємо вершинами-сусiдами. Враховуючи, що кожна iнцидентнiсть, у
свою чергу, дає ребро графа пiдрозбиттiв, ми таким чином одержуємо алго-
ритм для його побудови: проходимося по списковi сумiжностей, i для кожної
сумiжности (iнцидентности) додаємо вiдповiдне ребро до графа, що буду-
ємо. Оскiльки на додавання кожного ребра йде стала кiлькiсть операцiй,
то наведений алгоритм оптимальний iз точнiстю до сталої. У найгiршому
випадковi, час його роботи можна оцiнити як O(|V (G)2|).

2.4 Середущi графи

Означення 2.15. Дано граф G. Його середущий граф M(G)
def
= (V (G)∪

E(G), {eg : e, g ∈ E(G), e ∩ g ̸= ∅} ∪ {ve : v ∈ V (G), e ∈ E(G), v ∈ e}).

Увага 2.16. Множини вершин i ребер середущого графа є об’єднання
вiдповiдних множин графа пiдрозбиттiв i реберного графа.
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Приклад 2.17. На Рис. 3 зображено приклад графа G та його середу-
щого графа M(G).

Рис. 3: Граф G (лiворуч) та його середущий граф M(G) (праворуч).

Твердження 2.18. Нехай H = M(G). Тодi ∀v ∈ V (G) : H[{v}∪EH(v)]
- повний пiдграф графа H.

Довiд. З урахуванням того, що EH(v) є множина ребер G, iнцидентних до
v, цей факт є очевидний наслiдок Означення 2.15.

Увага 2.19. Результатом попереднього твердження є простий спосiб одер-
жати середущий граф iз графа пiдрозбиттiв [4]. Для цього слiд зробити
наступне: для кожної вершини v ∈ V (G) сполучити ребрами кожнi двi вер-
шини e, g ∈ ES(G)(v). Обґрунтування в тiм, що ES(G)(v) i є множина ребер
G, iнцидентних до v.

Означення 2.20. Кiнцевореберним графом графа G називатимемо граф,
отриманий iз G “навiшуванням” додаткового ребра на кожну вершину G.
Позначатимемо G+.

Наступний результат, що пов’язує ребернi та середущi графи, можна
знайти в [4].

Теорема 2.21. Для графа G його середущий граф є реберний граф вiд
кiнцевореберного графа G+, себто M(G) ≃ L(G+).

13



Довiд. Позначимо вершини G як ui, ребра G як ej, а “навiшенi” ребра G+ як
eui

. Побудуємо бiєкцiю мiж вершинами M(G) та L(G+) наступним чином:
ϕ : V (M(G)) → V (L(G+)), ϕ(ej) = ej, ϕ(ui) = eui

. Покажемо, що вона
зберiгає ребра графiв:

• ej й ui сумiжнi в M(G) ⇐⇒ ui ∈ ej ⇐⇒ ej й eui
сумiжнi в G+ ⇐⇒

вони сумiжнi в L(G+);

• ei й ej сумiжнi в M(G) ⇐⇒ ei й ej сумiжнi в G ⇐⇒ вони сумiжнi
в G+;

• Очевидно, що eui
та euj

сумiжнi бути не можуть.

Тим то ϕ є iзоморфiзм мiж графами M(G) та L(G+), що завершує доведе-
ння.

Наведемо алгоритм побудови середущого графа (Algorithm 3).

Algorithm 3 Construct middle graph M(G) of graph G

Require: Graph G
Ensure: Middle graph M(G)

1: Construct line graph L(G) of G
2: Construct subdivision graph S(G) of G
3: Set V (M(G)) := V (S(G))
4: Set E(M(G)) := E(L(G)) ∪ E(S(G))
5: return M(G)

import networkx as nx

def M(G):
H = nx.Graph()
line_graph = L(G)
subdivision_graph = S(G)
H.add_nodes_from(subdivision_graph.nodes)
H.add_edges_from(line_graph.edges)
H.add_edges_from(subdivision_graph.edges)
return H
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Звернiть увагу, що E(M(G)) = E(L(G))⊔E(S(G)) (це випливає з озна-
чень вiдповiдних графiв). Даний факт робить алгоритм побудови M(G),
знаючи L(G) i S(G), тривiяльним. Працюватиме вiн за O(|V (G)3|). З опти-
мальности попереднiх двох алгоритмiв випливає також оптимальнiсть да-
ного (серед операцiй, виконаних при побудовi L(G) та S(G), “зайвi” тiльки
тi, що витраченi на пошук V (L(G)), але вiдповiдний час - O(|V (G)2|) -
асимптотично незначущий).

2.5 Тотальнi графи
Означення 2.22. Дано граф G. Його тотальний граф T (G) - це граф,

множина вершин якого є об’єднання множин вершин i ребер графа G, при
чiм двi вершини T (G) з’єднанi тодi й тiльки тодi, коли що вiдповiднi еле-
менти в G сумiжнi чи iнцидентнi.

Приклад 2.23. На Рис. 4 зображено граф G разом iз його тотальним
графом T (G).

Рис. 4: Граф G (лiворуч) та його тотальний граф T (G) (праворуч).

Наступне означення дозволить компактно записати вiдношення (Теорему
2.26), що ним пов’язанi тотальний граф i граф пiдрозбиттiв [5].

Означення 2.24. Квадратом графа G називатимемо граф G2, множина
вершин якого збiгається з множиною вершин G, при чiм двi вершини G2

сумiжнi тодi й тiльки тодi, коли в G вони сполученi шляхом довжинi не
бiльшої за 2.
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Увага 2.25. Квадрат графа L(G) позначатимемо (L(G))2, а не L2(G),
бо останнiй запис позначає iтерування операцiї взяття реберного графа. Те
саме стосується й до всiх iнших конструкцiй, що були чи будуть розглянутi
впродовж роботи.

Теорема 2.26. T (G) ≃ (S(G))2.

Довiд. Очевидно, що V (T (G)) = V ((S(G))2). Лишається показати, що мно-
жини ребер також збiгаються. У графi S(G) двi вершини сумiжнi тодi й
тiльки тодi, коли вiдповiднi елементи G iнцидентнi. Нехай тодi a i b такi
вершини S(G), що d(a, b) = 2. Тодi ∃c ∈ V (S(G)) : ac, bc ∈ E(S(G)). У
такiм разi маємо 2 випадки:

• c ∈ V (G) =⇒ a i b - 2 ребра, iнцидентнi до спiльної вершини =⇒ a
i b сумiжнi;

• c ∈ E(G) =⇒ a i b - 2 вершини, iнцидентнi до спiльного ребра =⇒ a
i b сумiжнi.

Отже, 2 вершини (S(G))2 сумiжнi =⇒ вiдповiднi елементи G сумiжнi
або iнцидентнi, тим то E((S(G))2) ⊆ E(T (G)). Подiбними мiркуваннями
можна переконатися, що вкладення виконується i в iнший бiк, що завершує
доведення.

Покажемо алгоритм для тотальних графiв (Algorithm 4).

Algorithm 4 Construct total graph T (G) of graph G

Require: Graph G
Ensure: Total graph T (G)

1: Construct middle graph M(G) of G
2: Set V (T (G)) := V (M(G))
3: Set E(T (G)) := E(M(G)) ∪ E(G)
4: return T (G)

def T(G):
H = M(G)
H.add_edges_from(G.edges)
return H
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Поруч середущого графа, тотальний граф вiдрiзняється лише тим, що
в нiм з’єднанi вершини початкового графа. Iз цього ми легко одержуємо
алгоритм. Працює вiн за O(|V (G)3|) операцiй, i є оптимальним iз точнiстю
до сталої.
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3 Графи бльокiв
У попередньому роздiлi ми розглянули конструкцiї на ребрах графа G. Да-
ний же роздiл присвячено конструкцiям, що будуються за схожою логiкою,
але вже на бльоках графа G. Цю “схожiсть” буде детальнiше пояснено в
одному з дальших пiдроздiлiв.

Для розумiння цiєї секцiї слiд знати декiлька важливих понять.

Означення 3.1. Компонента зв’язности є максимальний за включен-
ням зв’язний пiдграф.

Означення 3.2. Точкою з’єднання називається вершина, вилучення якої
приводить до збiльшення кiлькости компонент зв’язности у графовi.

Означення 3.3. Зв’язний граф, що не мiстить точок з’єднання, назива-
ється двозв’язним.

Означення 3.4. Бльок є максимальний за включенням двозв’язний пiд-
граф.

Множину бльокiв графа G позначатимемо β(G).
Означення та властивостi бльока, а також супровiдних понять можна

знайти в [1]. Найважливiшi з них подамо тут.

Теорема 3.5. Вершина v графа G є точка з’єднання ⇐⇒ ∃A,B ̸=
∅, A ⊔ B = V (G),∀a ∈ A ∀b ∈ B : v лежить на кожному шляховi мiж a
та b.

Теорема 3.6. Вершини u й v графа G лежать на спiльному циклi ⇐⇒
∃B ∈ β(G), |V (B)| ≥ 3 : u, v ∈ V (B).

Твердження 3.7. Два бльоки можуть перетинатися по щонайбiльше
однiй вершинi, яка є точка з’єднання.

3.1 Власне графи бльокiв
Означення 3.8. Дано граф G. Його граф бльокiв B(G) є граф перетинiв

на множинi бльокiв G : B(G) = Ω(V (G), β(G)).

Приклад 3.9. Граф G та його граф бльокiв B(G) на Рис. 5.
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Рис. 5: Граф G (лiворуч) та його граф бльокiв B(G) (праворуч). Бльоки
мiстять такi вершини: B1 : 1, 2, 3, 4; B2 : 4, 5; B3 : 4, 6, 7; B4 : 7, 8.

Основнi властивостi графа бльокiв можна знайти в [1]. Наступна теоре-
ма опублiкована в [7].

Теорема 3.10. (Характеризацiя графiв бльокiв). Дано граф G. Тодi
iснує граф H такий, що G ≃ B(H) ⇐⇒ кожен бльок G повний.

Уважний читач мiг помiтити схожiсть мiж означенням графа бльокiв та
означенням реберного графа. Дiйсно, обидва є графи перетинiв, тiльки що
перший на множинi бльокiв, а другий - на множинi ребер графа G. Беручи
на увагу, що для такої кляси графiв як дерево бльоки й ребра еквiвалентнi,
одержимо наступний факт.

Теорема 3.11. Нехай G є зв’язний граф. Тодi L(G) ≃ B(G) ⇐⇒ G є
дерево.

Наведемо алгоритм знаходження графа бльокiв. Алгоритм для знахо-
дження бльокiв графа можна знайти, наприклад, у [2]. Наразi вважатиме-
мо, що масив бльокiв графа в нас уже є. Саме його i бере на вхiд алгоритм
(Algorithm 5).

import networkx as nx

def share_node(block1, block2):
for node in block1:

if node in block2:
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Algorithm 5 Construct block graph B(G) of graph G

Require: Graph G
Ensure: Block graph B(G)

1: Set V (B(G)) := β(G)
2: for all pairs of blocks (B1, B2) of G do
3: if B1 ̸= B2 and B1 and B2 share a node then
4: Add edge {B1, B2} to B(G)
5: end if
6: end for
7: return B(G)

return True
return False

def B(blocks_of_G):
H = nx.Graph()
H.add_nodes_from(

['B{}'.format(i) for i in range(1, len(blocks_of_G) + 1)]
)
for first in range(1, len(blocks_of_G) + 1):

for second in range(first + 1, len(blocks_of_G) + 1):
if share_node(blocks_of_G[first - 1], blocks_of_G[second - 1]):

H.add_edge('B{}'.format(first), 'B{}'.format(second))
return H

Метода share_node здiйснює перевiрку на те, чи пара бльокiв має спiль-
ну вершину, себто чи з’єднанi вони у вiдповiдному графi бльокiв. Сам алго-
ритм бере кожнi 2 бльоки й додає ребро в разi присутности спiльної верши-
ни. Час роботи такого алгоритму можна теоретично оцiнити як O(|V (G)|4),
бо кiлькiсть вершин у бльоцi, як i кiлькiсть бльокiв у графi, зростають лi-
нiйно вiд |V (G)|. З iншого боку, варто розумiти, що на практицi алгоритм
працюватиме значно швидше. Iнтуїтивно це пояснюється наступним чином:
при сталiй кiлькостi вершин зростання кiлькости бльокiв супроводжувати-
меться спаданням середньої кiлькости вершин у бльоцi.
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3.2 Бльоко-точковi дерева
Означення 3.12. Маючи зв’язний граф G, його бльоко-точкове дере-

во (БТД) означимо наступним чином: bP (G) = (V (G) ∪ β(G), {aB : B ∈
β(G), a ∈ V (β)}), себто його множина вершин складається з вершин i бльо-
кiв G, а двi вершини bP (G) з’єднанi, якщо одна з них вiдповiдає вершинi
G, а iнша бльоковi, що її мiстить.

Приклад 3.13. На Рис. 6 зображено граф G та його БТД bP (G).

Рис. 6: Граф G (лiворуч) та його БТД pB(G) (праворуч). Бльоки мiстять
такi вершини: B1 : 1, 3; B2 : 2, 3; B3 : 3, 4, 5.

Основнi властивостi БТД описанi в [6].

Теорема 3.14. БТД дiйсно є дерево, себто зв’язний граф без циклiв.

Теорема 3.15. Нехай n = |V (G)|, bi є кiлькiсть бльокiв, до яких на-
лежить вершина vi зв’язного графа G. Тодi |V (pB(G))| =

∑n
i=1 bi + 1,

|E(pB(G))| =
∑n

i=1 bi.

Теорема 3.16. Дерево є БТД тодi й тiльки тодi, коли що вiдстань
мiж будь-якими двома кiнцевими вершинами парна.

Бльоко-точковi дерева за своєю побудовою подiбнi до графiв пiдрозбит-
тiв. Цю подiбнiсть пiдкреслює наступний результат.

Теорема 3.17. Нехай G є зв’язний граф. Тодi S(G) ≃ bP (G) ⇐⇒ G є
дерево.
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Algorithm 6 Construct block-point tree bP (G) of graph G

Require: Graph G
Ensure: Block-point tree bP (G)

1: Set V (bP (G)) := V (G) ∪ β(G)
2: for all blocks B of G do
3: for all nodes v of B do
4: Add edge {v,B} to bP (G)
5: end for
6: end for
7: return bP (G)

Наведемо алгоритм знаходження бльоко-точкового дерева (Algorithm
6).

import networkx as nx

def bP(G, blocks_of_G):
H = nx.Graph()
H.add_nodes_from(G.nodes)
H.add_nodes_from(

['B{}'.format(i) for i in range(1, len(blocks_of_G) + 1)]
)
for i in range(1, len(blocks_of_G) + 1):

for node in blocks_of_G[i - 1]:
H.add_edge(node, 'B{}'.format(i))

return H

Алгоритм iтерується через кожну вершину v кожного бльока B й що-
разу додає ребро vB до будованого графа. Звернiть увагу, що алгоритм
оптимальний, бо на додавання вершин i ребер витрачається час, обмеже-
ний сталою. Оцiнити цей час можна як O(|V (G)|2), хоча, як i у випадку з
алгоритмом побудови графа бльокiв, на практицi вiн працюватиме швидше.

3.3 Точко-бльоковi графи
Означення 3.18. Дано граф G. Його точко-бльоковий граф (ТБГ) Pb(G) =

(V (G)∪β(G), E(B(G))∪E(bP (G))), тобто граф, вершини якого є вершини
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G, i двi вершини u, v ∈ V (Pb(G)) сумiжнi, якщо виконується одна з двох
умов:

1) u, v є бльоки G зо спiльною точкою з’єднання;

2) u є бльок G, а v - вершина, що до нього належить.

Приклад 3.19. Граф G та його ТБГ Pb(G) можна побачити на Рис. 7.

Рис. 7: Граф G (лiворуч) та його ТБГ Pb(G) (праворуч). Бльоки мiстять
такi вершини: B1 : 1, 3; B2 : 2, 3; B3 : 3, 4, 5.

Властивостi ТБГ подано в [3].

Твердження 3.20. Нехай G мiстить n вершин та m бльокiв. Тодi
Pb(G) мiстить n бльокiв та m точок з’єднання.

Твердження 3.21. Кожен бльок Pb(G) мiстить єдину вершину G, i
кожна вершина G лежить у єдиному бльоцi Pb(G).

Теорема 3.22. Нехай n = |V (G)|, bi є кiлькiсть бльокiв, до яких на-
лежить вершина vi зв’язного графа G. Тодi |V (Pb(G))| =

∑n
i=1 bi + 1,

|E(Pb(G))| =
∑n

i=1

bi(bi + 1)

2
.

Теорема 3.23. (Характеризацiя точко-бльокових графiв). Для графа G
iснує граф H такий, що Pb(H) ≃ G ⇐⇒ для кожного бльока B ∈ β(G)
справджуються двi умови:
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• B повний;

• серед вершин B точно одна не є точка з’єднання.

Наступна теорема пов’язує ТБГ з середущим графом.

Теорема 3.24. Нехай G є зв’язний граф. Тодi M(G) ≃ Pb(G) ⇐⇒ G
є дерево.

Поєднання даної операцiї з узяттям графа бльокiв дає на диво красивий
результат [3].

Теорема 3.25. Нехай G є зв’язний граф. Тодi B(Pb(G)) ≃ G ⇐⇒ G є
граф бльокiв.

Довiд. =⇒ Очевидно, бо G за твердженням теореми є граф бльокiв вiд
Pb(G).

⇐= За означенням графа бльокiв |V (B(Pb(G)))| = |β(Pb(G))|, себто мно-
жина вершин B(Pb(G)) та множина бльокiв Pb(G) збiгаються. Не-
хай ϕ : V (G) → V (B(Pb(G))) є таке вiдображення, що переводить
вершину ai графа G у бльок αi графа Pb(G) (що також є верши-
на графа B(Pb(G))), який мiстить ai, де i ∈ [1, |V (G)|]. Доведе-
мо, що ϕ є iзоморфiзм. Iз Твердження 3.21 випливає, що ϕ є бi-
єкцiя. Лишається показати, що це вiдображення зберiгає ребра. Не-
хай aiaj ∈ E(G) =⇒ ∃A ∈ β(G) : a1,2 ∈ A, бо якебудь ребро
лежить у бльоцi. У Pb(G) A є вершина, сумiжна з ai, тому A ∈ V (αi).
Аналогiчно A ∈ V (αj) =⇒ A ∈ V (αi ∩ αj), тобто бльоки αi й αj

мають спiльну точку з’єднання =⇒ αiαj ∈ E(B(Pb(G))). Отже,
aiaj ∈ E(G) =⇒ αiαj ∈ E(B(Pb(G))). Покажемо тепер у другий
бiк. Нехай αiαj ∈ E(B(Pb(G))) =⇒ у графi Pb(G) бльоки αi й αj

мiстять спiльну вершину. Назвемо її A. За характеризацiєю ТБГ αi й
αj повнi, тим то aiA ∈ E(Pb(G)) й ajA ∈ E(Pb(G)). За означенням
ТБГ вершини G сумiжнi в Pb(G) лише з бльоками, що їх мiстять,
тож у G A є бльок такий, що a1,2 ∈ V (A). Оскiльки за характериза-
цiєю графа бльокiв кожен бльок G повний, то з цього випливає, що
a1a2 ∈ E(G). Це ж завершує доведення.

Увага 3.26. Насправдi у [3] результат звучить дещо по-iншому, а саме,
умову “G є граф бльокiв” замiнено на “кожен бльок G повний”. Рiвносиль-
нiсть цих двох формулювань випливає з характеризацiї графа бльокiв. Ми
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надаємо перевагу наведеному вище формулюванню, бо воно пiдкреслює схо-
жiсть результату з отриманим далi.

Увага 3.27. На вiдмiну вiд формулювання теореми, наведений вище до-
вiд авторський; насправдi, запропонований у [3] довiд спирається на хибне
твердження. Точнiше, при доведеннi достатности авторi показують, що G
та B(Pb(G)) мiстять однакову кiлькiсть вершин i бльокiв, при чiм в обох
кожен бльок повний. Iз цього вiдразу робиться висновок про iзоморфiзм
даних графiв, хоча в загальному випадку такої iнформацiї для цього не-
досить. Контрприклад зображено на Рис. 8 (цей рисунок одержаний без
використання Python).

a

b

c

d e

f
G :

a b

c d

e

f

G∗ :

Рис. 8: Графи G та G∗ мiстять по 6 вершин, по 2 бльоки, i обидва бльоки
кожного графа повнi. Втiм, G ̸≃ G∗.

Наслiдок 3.28. B(Pb(B(G))) ≃ B(G) ∀G.
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Довiд. Нехай H ≃ B(G). За Теоремою 3.25 B(Pb(H)) ≃ H ⇐⇒ H є
граф бльокiв. Але H є граф бльокiв вiд графа G, тож твердження наслiдку
виконується завсiди.

Теорема 3.29. Pb(B(G)) ≃ G ⇐⇒ G є ТБГ.

Звернiть увагу, що даний результат можна розглядати як дуальний до
попереднього: власне, ми тiльки помiняли порядок узяття операторiв у лiвiй
частинi, i “граф бльокiв” на “ТБГ” у правiй.

Довiд. =⇒ Очевидно, бо G є ТБГ вiд B(G).

⇐= Нехай C(G) є множина точок з’єднання графа G, ci є її елементи,
а vi є елементи множини V (G) \ C(G). За характеризацiєю ТБГ, ко-
жен бльок G мiстить точно одну вершину, що не є точка з’єднання
=⇒ можна природно встановити взаємно однозначну вiдповiднiсть
мiж vi та бльоками Bvi, що їх мiстять. Оскiльки в B(G) бльоки Bvi

є вершини, а ci вiдповiдають бльокам, то iснує бiєкцiя ϕ : V (G) →
V (B(G)) ∪ β(B(G)) така, що ϕ(vi) = Bvi, а ϕ(ci) - це бльок B(G),
вершини якого є бльоки G, що мiстять точку з’єднання ci. З означе-
ння Pb(G) : V (Pb(B(G))) = V (B(G)) ∪ β(B(G)), тож альтернативно
можна записати ϕ : V (G) → V (Pb(B(G))) є бiєкцiя мiж множинами
вершин графiв G та Pb(B(G)). Покажемо, що ϕ є iзоморфiзм. Для
цього слiд довести, що ϕ зберiгає ребра. Розглянемо 3 випадки:

1) Ребро мiж двома точками з’єднання: cicj ∈ E(G) ⇐⇒ ∃B ∈
β(G) : ci,j ∈ V (B) ⇐⇒ у графi B(G) : V (ϕ(ci)) ∩ V (ϕ(cj)) ̸=
∅ ⇐⇒ ϕ(ci)ϕ(cj) ∈ E(Pb(B(G))). Перша з рiвносильностей
виконується, бо за характеризацiєю ТБГ кожен бльок G повний.

2) Одна з вершин ребра є точка з’єднання, а iнша - нi: civj ∈ E(G) ⇐⇒
ci ∈ Bvj ⇐⇒ ϕ(vj) ∈ V (ϕ(ci)) ⇐⇒ ϕ(ci)ϕ(vj) ∈ E(Pb(B(G))).
Знов таки, перша рiвносильнiсть є наслiдок повноти кожного
бльока G.

3) vivj ̸∈ E(G), бо за характеризацiєю ТБГ кожен бльок G мiстить
єдину вершину, що не є точка з’єднання.

Отже ϕ є iзоморфiзм графiв, що завершує доведення.

Наслiдок 3.30. Pb(B(Pb(G))) ≃ Pb(G) ∀G.
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Довiд аналогiчний до наведеного в Наслiдковi 3.28, тiльки з опертям
на Теорему 3.29.

Увага 3.31. Наслiдок 3.28 до Теореми 3.25 можна пов’язаний iз Те-
оремою 3.29: власне, вiн твердить, що якщо в обох частинах iзоморфi-
зму Теореми 3.29 “накинути” бльоковий оператор, то одержимо вираз,
правдивий уже для будь-якого графа G. Насправдi, граф Pb(B(G)) можна
одержати з G, якщо в кожному бльоковi залишити лиш одну вершину-не
точку з’єднання (або додати, якщо такої немає), i “заповнити” бльок (себ-
то сполучити кожнi 2 його вершини). Звернiть увагу, що цi манiпуляцiї не
впливають на B(G).

Подiбним чином Наслiдок 3.30 до Теореми 3.29 пов’язаний iз Теоре-
мою 3.25: сього разу до обох частин iще раз застосовуємо точко-бльоковий
оператор. Iнтуїцiя наступна: B(Pb(G)) отримується з G “заповненням” ко-
жного бльока, що не впливає на результат узяття оператора Pb.

Насамкiнець наведемо алгоритм побудови Pb(G), знаючи G i явно ма-
ючи список його бльокiв (Algorithm 7).

Algorithm 7 Construct point-block graph Pb(G) of graph G

Require: Graph G
Ensure: Point-block graph Pb(G)

1: Construct block graph B(G) and block-point tree bP (G)
2: Set V (Pb(G)) := V (bP (G))
3: Set E(Pb(G)) := E(B(G)) ∪ E(bP (G))
4: return Pb(G)

import networkx as nx

def Pb(G, blocks_of_G):
block_graph = B(blocks_of_G)
block_point_tree = bP(G, blocks_of_G)
H = nx.Graph()
H.add_nodes_from(block_point_tree.nodes)
H.add_edges_from(block_graph.edges)
H.add_edges_from(block_point_tree.edges)
return H

Алгоритм використовує те, що V (Pb(G)) = V (bP (G)), а E(Pb(G)) =
E(B(G)) ∪ E(bP (G)). Час його роботи можна оцiнити як O(|V (G)|4).
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3.4 Бльоко-тотальнi графи
Означення 3.32. Маємо граф G. Його бльоко-тотальний граф (БТГ)

bT (G) є граф такий, що V (bT (G)) = V (G) ∪ β(G), а вершини u, v ∈
V (bT (G)) сумiжнi в кожному з наступних випадкiв:

• u та v є сумiжнi вершини графа G;

• u є вершина G, а v - бльок, що її мiстить;

• u й v є бльоки G зо спiльною точкою з’єднання.

Приклад 3.33. Приклад графа G та його БТГ bT (G) на Рис. 9.

Рис. 9: Граф G (лiворуч) та його БТГ bT (G) (праворуч). Бльоки G мiстять
такi вершини: B1 : {1, 2}, B2 : {2, 3, 4}.

Теорема 3.34. Нехай G є зв’язний граф. Тодi bT (G) ≃ (bP (G))2.

Довiд. Очевидно, що V ((bP (G))2) = V (bT (G)). З’ясуємо, чи вершини u й
v графа (bP (G))2 сумiжнi за допомогою означення графа у квадратi:

• dbP (G)(u, v) = 1 =⇒ uv ∈ E(bP (G)) =⇒ u є вершина графа G, а v -
бльок, що мiстить u (або навпаки) =⇒ uv ∈ E(bT (G)).

• dbP (G)(u, v) = 2. Тодi виконується один iз двох варiянтiв: або u та
v є вершини G, що лежать у спiльному бльоковi, або ж це бльоки
графа G, що мiстять спiльну точку з’єднання. В обох випадках uv ∈
E(bT (G)).
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Якщо навпаки uv ∈ E(bT (G)), то схожими мiркуваннями можна отримати,
що або dbP (G)(u, v) = 1, або dbP (G)(u, v) = 2. Тож дiйсно bT (G) ≃ (bP (G))2.

Цей граф пов’язаний iз тотальним графом T (G) наступною теоремою.

Теорема 3.35. Маємо граф G. Тодi bT (G) ≃ T (G) ⇐⇒ G є дерево.

Довiд. =⇒ Iз |V (T (G))| = |V (bT (G))|, враховуючи означення графа пiд-
розбиттiв i БТД, робимо висновок, що |E(G)| = |β(G)|. Оскiльки ко-
жен бльок мiстить хоча б одне ребро, ми можемо стверджувати, що в
G бльоки й ребра еквiвалентнi, тим то G є дерево.

⇐= У деревi E(G) = β(G), тому твердження теореми прямо випливає з
означень T (G) й bT (G).

Як i з усiма попереднiми конструкцiями, покажемо алгоритм побудови
бльоко-тотального графа (Algorithm 8).

Algorithm 8 Construct block-total graph bT (G) of graph G

Require: Graph G
Ensure: Block-total graph bT (G)

1: Construct point-block graph Pb(G)
2: Set V (bT (G)) := V (Pb(G))
3: Set E(bT (G)) := E(Pb(G)) ∪ E(G)
4: return bT (G)

import networkx as nx

def bT(G, blocks_of_G):
point_block_graph = Pb(G, blocks_of_G)
H = nx.Graph()
H.add_nodes_from(point_block_graph.nodes)
H.add_edges_from(G.edges)
H.add_edges_from(point_block_graph.edges)
return H
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Цей алгоритм спирається на наступнi факти: V (bT (G)) = V (Pb(G)) та
E(bT (G)) = E(G) ∪ E(Pb(G)). Складнiсть його роботи - O(|V (G)|4).

На завершення роздiлу продемонструємо зв’язок мiж реберними та бльо-
ковими конструкцiями за допомогою наступної таблицi.

Пари сумiжних елементiв Реберна конструкцiя Пари сумiжних елементiв Бльокова конструкцiя
ребра-ребра реберний граф L(G) бльоки-бльоки граф бльокiв B(G)
вершини-ребра граф пiдрозбиттiв S(G) вершини-бльоки БТД bP (G)
ребра-ребра, вершини-ребра середущий граф M(G) бльоки-бльоки, вершини-бльоки ТБГ Pb(G)
ребра-ребра, вершини-ребра,

вершини-вершини тотальний граф T (G)
бльоки-бльоки, вершини-бльоки,

вершини-вершини БТГ bT (G)
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4 Графи клiк
Остання графова конструкцiя, яку ми розглянемо в межах цiєї роботи, є
граф клiк.

Означення 4.1. Клiкою називається максимальний за включенням пов-
ний пiдграф.

Множину клiк графа G означатимемо як K(G).

Означення 4.2. Дано граф G. Його граф клiк є граф перетинiв K(G) =
Ω(V (G),K(G)).

Рис. 10: Граф G (лiворуч) та його граф клiк K(G) (праворуч). Клiки G
мiстять такi вершини: 0 : {1, 2, 3}, 1 : {2, 3, 4}, 2 : {4, 5}, 3 : {1, 5}.

Граф клiк тiсно пов’язаний iз графами, описаними в попереднiх секцiях.
Зокрема, наступний факт описує його зв’язок iз графом бльокiв.

Теорема 4.3. Дано нетривiяльний граф G. Тодi B(G) ≃ K(G) ⇐⇒ G
є граф бльокiв.

Довiд. =⇒ Оскiльки клiка є двозв’язний пiдграф, то ∀C ∈ K(G) ∃!B ∈
β(G) : V (C) ⊂ V (B). Iз того, що |β(G)| = |K(G)|, робимо висновок,
що ∀B ∈ β(G) ∃!C ∈ K(G) : V (C) ⊂ V (B). Отже iснує взаємно
однозначна вiдповiднiсть помiж клiками графа G та бльоками, що
їх мiстять. Враховуючи, що клiки покривають усi ребра G, можна
стверджувати, що кожна клiка дорiвнює вiдповiдному бльоковi (iна-
кше ребро, яке не належить до цiєї клiки, не може належати до жадної
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клiки в G). Отже кожний бльок є повний пiдграф, тим то G є граф
бльокiв.

⇐= У цiм разi кожен бльок повний. Додавши до бльока B вершину v ∈
V (G)\V (B) одержимо пiдграф, що не є двозв’язним, а отже, не є пов-
ним. Тому B є максимальний за включенням повний пiдграф, тим то
вiн є клiка. Iнших клiк бути не може, бо кожна клiка лежить у якiмсь
бльоковi, тому з її максимальности слiдує, що вона має збiгатися з
бльоком. Отже B(G) ≃ K(G).

Також граф клiк пов’язаний iз реберним графом. Зокрема, за його до-
помоги можна описати ребернi графи двочасткових графiв.

Означення 4.4. Граф G називається двочастковим, якщо V (G) = A ⊔
B, де ∀e ∈ E(G) : e = uv при u ∈ A та v ∈ B.

Для нас зараз важлива характеризацiя двочасткових графiв [1].

Теорема 4.5. Граф G двочастковий ⇐⇒ G не мiстить циклiв непар-
ної довжинi.

Теорема 4.6. (Характеризацiя реберних графiв двочасткових графiв).
Для графа G iснує двочастковий граф H : L(H) ≃ G тодi й тiльки тодi,
коли:

1) K(G) двочастковий;

2) ∀C1,2 ∈ K(G) : |V (C1 ∩ C2)| ≤ 1.

Довiд. =⇒ Впочатку покажемо, що виконується 2). Зробимо це вiд супро-
тивного. Нехай ∃C1,2 ∈ K(G), C1 ̸= C2 : ∃u, v ∈ V (C1 ∩ C2), u ̸= v.
Оскiльки C1 i C2 породжують повнi пiдграфи, то uv ∈ E(G). Iз
C1 ̸= C2 маємо, що ∃w1 ∈ V (C1)\V (C2) та ∃w2 ∈ V (C2)\V (C1). Оче-
видно, що uw1, uw2, vw1, vw2 ∈ E(G), w1w2 ̸∈ E(G). Отже в нас 2 ци-
кли довжинi 3 зо спiльним ребром. Граф G реберний, тож для нього
iснує вершинове покриття F , для якого виконуються умови Теореми
2.5. У такому разi один iз циклiв, а також 2 iншi ребра з другого циклу
лежатимуть у трьох рiзних елементах F . Без обмеження загальности,
скажемо, що u, v, w1 ∈ A ∈ F , u,w2 ∈ B ∈ F та v, w2 ∈ C ∈ F . Тодi
A, B й C є попарно сумiжнi вершини графа H. Тому H мiстить цикл
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непарної довжинi 3, тим то вiн не двочастковий. Суперечнiсть.
Покажемо, що виконується 1). Оскiльки G не мiстить 3-циклiв, то
∀C ∈ K(G) ∃u ∈ V (H) : V (C) = EH(u). Знову пiдемо вiд супротив-
ного. Нехай K(G) мiстить цикл C1 −C2 − ...−Cn −C1, 2 ∤ n, при чiм
V (Ci) = EH(ui). Тодi H мiстить цикл u1 − u2 − ...un − u1 непарної
довжинi, тож H не двочастковий. Суперечнiсть.

⇐= Спочатку доведемо, що G є реберний граф. Для цього покажемо, що
множина F def

= K(G)∪{{x} : ∃!C ∈ K(G) x ∈ V (C)} задоволяє умови
Теореми 2.5:

– ∀A ∈ F : G[A] повний за побудовою F ;

– Якщо ∃v ∈ V (G) ∃A,B,C ∈ K(G) : v ∈ V (A∩B∩C), то A, B й C
утворюють цикл довжинi 3 в K(G), тому K(G) не двочастковий.
Отже вершина G лежить щонайбiльше у двох клiках, iз чого, у
свою чергу, маємо ∀v ∈ V (G) : |Fv| = 2.

– Нехай ∃uv ∈ E(G) ∃C1,2 ∈ K(G) : uv ⊂ V (C1 ∩C2). Тодi |V (C1 ∩
C2)| ≥ 2, що суперечить умовi 2). Тож ∀e ∈ E(G) ∃!A ∈ F : e ⊂
A.

Отже ∃H : L(H) ≃ G. Доведемо, що H двочастковий. Для цього
зафiксуємо найменший непарний цикл C = v1 − v2 − ... − vn − v1 та
розглянемо два випадки:

– Нехай C лежить у деякiй клiцi в H. Тодi з мiнiмальности C
вiдразу одержуємо, що n = 3. Якщо C є компонента зв’язности в
H, то ∃H ′, який одержується з H замiною C на K1,3 та для якого
L(H ′) ≃ L(H) ≃ G. Нехай тодi C не є компонента зв’язности.
Тодi ∃u ∈ V (H)\V (C) ∃i ∈ [1, 3] : viu ∈ E(H). Без обмеження
загальности вважатимемо, що v1u ∈ E(H). У такому разi G ≃
L(H) мiстить два 3-цикли v1u− v1v2− v1v3− v1u та v1v2− v2v3−
v1v3 − v1v2 зо спiльним ребром {v1v2, v1v3}. Очевидно, що вони
належать до двох рiзних клiк C1,2 ∈ K(G), тим то |V (C1∩C2)| ≥
2, що суперечить умовi 2).

– Отже жадна клiка не мiстить C повнiстю. Тодi в G розглянемо
цикл C ′ def= L(C) = v1v2−v2v3− ...−vn−1vn−vnv1. Його довжиня
також дорiвнює n. За умовою 2) кожне ребро лежить точно в
однiй клiцi. Покажемо вiд супротивного, що всi ребра C ′ лежать у
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рiзних клiках. Дiйсно, якби два сумiжнi ребра {vivi+1, vi+1vi+2} та
{vi+1vi+2, vi+2vi+3} лежали в однiй клiцi, то з повноти клiки ми б
мали {vivi+1, vi+2vi+3} ∈ E(G). Отже серед vi, vi+1, vi+2, vi+3 були
б двi однаковi вершини, тож довжиня циклу C ′ (а отже й C) була
б три й C лежав би в однiй клiцi. Якби ж два несумiжнi ребра
лежали в однiй клiцi, то вони б породжували повний пiдграф на
4 вершини. Отже вiдповiднi 4 ребра були б попарно сумiжнi в H,
тож вони не могли б лежати на простому цикловi. Але оскiльки C
мiнiмальний, то вiн має бути простим. У кожному разi одержали
суперечнiсть. Тому всi ребра в C ′ дiйсно належать до рiзних клiк,
а отже, вiдповiднi клiки утворюють цикл довжинi n у K(G), що
суперечить його двочастковостi, бож 2 ∤ n. Тому H двочастковий.

Увага 4.7. Бiблiотека NetworkX мови програмування Python має методу
make_max_clique_graph, що якраз повертає граф клiк для даного графа.
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5 Висновки
У цiй роботi розглянуто 3 важливi типи графових конструкцiй, якi є ре-
зультати взяття певних графових операторiв, що переводять деякi пiдгра-
фи початкового графа у вершини нового. У залежностi вiд типiв пiдграфiв,
iз якими працюємо, видiляємо ребернi, бльоковi та клiковi конструкцiї.

Розглянуто 4 рiзнi ребернi конструкцiї. Навдено основнi властивостi ко-
жної з них, окрему увагу видiлено не взаємозв’язки. Для кожної з констру-
кцiй запропоновано алгоритм її побудови, подано його псевдокод, а також
реалiзовано мовою Python.

Аналогiчно розглянуто 4 бльоковi конструкцiї. Для кожної з них наведе-
но основнi властивостi й алгоритм побудови. Дослiджено композицiї взяття
бльокового й точко-бльокового операторiв. З аналогiї з реберними констру-
кцiями введено поняття бльоко-тотального графа, дослiджено його основнi
властивостi. Пояснено зв’язки мiж бльоковими та реберними конструкцiя-
ми.

У кiнцi описано граф клiк, його основнi властивостi та зв’язки з по-
передньо розглянутими конструкцiями. Зокрема, наведено характеризацiю
графiв, граф клiк яких iзоморфний їхньому графовi бльокiв.
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