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У статті проведено детальний спектральний аналіз зліченних графів, які є об’єданням графа-зірки 
та напівобмеженого нескінченного ланцюжка. Охарактеризовано спектр матриці суміжності таких 
графів, побудовано спектральну міру, наведено у  явній формі власні вектори та спектральний розклад 
за власними векторами}
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Вступ

Спектральна теорія графів є одним із актуаль­
них напрямів у сучасній математичній фізиці [2; 4; 
6]. Це пов’язано як із внутрішніми стимулами роз­
витку теорії, так і з вирішенням конкретних при­
кладних задач, які виникають у теорії інформацій­
них, комунікаційних, енергетичних та транспорт­
них мереж [10].

Графом Є  ми будемо називати впорядковану 
пару (У, Е ), в якій V  — деяка непорожня множина 
(множина вершин) і Е  — множина, що складається 
з невпорядкованих пар різних елементів V  (мно­
жина ребер). Геометрично вершини зображаються 
точками, а ребра — відрізками, що з ’єднують від­
повідні вершини. З графом Є  однозначно пов’яза­
на матриця суміжності А(Є)  =  ( а ^ ) ^ =1, елемен­
ти якої визначаються як:

{1, якщо вершини і та і  суміжні, 
п
0, інакше.

У випадку скінченного графа С? матриця су­
міжності А{Є)  скінченна, симетрична. Сукупність 
усіх її власних чисел називають спектром графа і 
позначають: о-(Є) = ар(Є).

У випадку зліченних графів матриця А(Є)  по­
роджує у гільбертовому просторі І2 ІУ) самоспря- 
жений оператор, спектр якого має дискретну ар(Є) 
та неперервну компоненту ос(С),  яка може бути 
абсолютно неперервною сгас(С ) або навіть чисто 
сингулярною оС8(С) [12]. Останнім часом одержа­
но численні результати про спектр нескінченних 
графів, які знаходять застосування у теорії невід’­
ємних матриць, гармонічному аналізі дискретних 
груп, аналітичній теорії ймовірності тощо [7-9; 
14].

Якщо для кожного ребра графа вказано його 
довжину, то такий граф називається метричним. На 
метричному графі розглядають різного роду дифе­
ренціальні рівняння [3]. Таким чином, виникають

диференціальні оператори на метричних графах. 
Важливим випадком є квантові графи — графи, на 
яких визначені квантово-механічні оператори. По­
будова завершеної спектральної теорії квантових 
графів є однією із актуальних проблем сьогодення. 
Дослідження у цьому напрямі призводять до необ­
хідності поєднання і взаємного збагачення методів 
із різних розділів математики [1; 3; 5; 10]. З друго­
го боку, результати є теоретичною базою новітніх 
нанотехнологій.

Метою цієї статті є проведення детального 
спектрального аналізу зіркового графа Г„ з одним 
нескінченним променем. При цьому у роботі ви­
користовуються лише прості факти із теорії три­
гонометричних рядів Фур’є, без залучення апарату 
спектральної теорії Якобієвих матриць [1].

Постановка задачі

Розглянемо найпростіший нескінченний граф 
Ам, який є напівобмеженим ланцюгом, усі вер­
шини якого занумеровані натуральними числами 
N =  {1, 2, . . .} ,  а ребра з’єднують лише вершини із 
послідовними номерами.

А М 1______ 2_______ 3______ 4______ . . .

Такий граф-ланцюг називатимемо променем.
Матриця суміжності такого графа є Якобієвою 

матрицею ,/0, у якої на головній діагоналі стоять 
нулі, а на двох інших — одиниці. Матриця Ло по­
роджує у просторі /г(Н) самоспряжений оператор, 
спектр якого чисто абсолютно неперервний, одно­
кратний і зосереджений на інтервалі <тас(^м) =  
[-2 ,2 ]ІО р(А „) =  0[9].

Більше того, для оператора Ло у просторі 
справедлива спектральна теорема про розклад за
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Матриця суміжності А(Г„) графа Г„ породжує 
самоспряжений обмежений оператор А п, який діє 

Твердження 1. Для кожного А Є [—2,2] вектор- у /2(М) як

узагальненими власними функціями [1].

Тверджі
функція

<Р\ (Po(X),p1{X),p2( X ) , . . . , p j (X) ,. . . )  (і)  АпХ ~  СХи+1 ’• •• ’Xn+1: Y l Xi + Хп+2’
і= 1

є узагальненою власною функцією оператора 
,/0, що відповідає власному значенню X, тобто 
■Л)<Р\ =  Х р \ .

■Е п + 1  +  ^ п + З ч  • • • > ^3  — 1 А  ^ з + і ч  • • •)• ( 2 )

Випадок п =  1 зводиться до променя, для п = 2 
У представленні (1) Р3{Х) є поліномом степе- виконується наступне твердження. 

ня і  від X, що виражається через поліноми Че- Твердження 2. Оператор А 2 є обмеженим само-
спряженим оператором у  просторі іг(№).

Дискретний спектр А 2 містить єдине власне 
значення X =  0 з нормованим власним вектором

бишева другого роду Pj(X) =  Uj(^),  де Uj(z)
s in ( ( 7 + 1 )  arccos z)  TT • * r> ґ \  \— sin(arceosz) ■ Для поліномів Pj{X) виконується

рекурентне співвідношення

Pj+1(А) =  XPj(А) -  Pj-i (X) (2)
з початковими умовами Р _ і (А) =  0, -Ро (А) =  
1, Рі(А) =  А.

Кожному вектору х  Є відповідає його пе­
ретворення Фур’є х(Х) за узагальненими власними 
векторами

с(А) =  (х,ірх) =  Y . X W -
3=1

(3)

ео =  ( ^ , - ^ , 0, 0, . . . ) .  (8)

Абсолютно-неперервний спектр є однокра­
тним і зосередженим на інтервалі

&ас(А2) = [—2,2].

Довільному X Є [—2,2] відповідає узагальнений 
власний вектор виду

^ А =  ( 1 , 1 , 2 Т і ф , . . . , 2 Т , _ 2ф , . . . ) ,  (9)

Вектор х(Х) належить простору Ь2( [ - 2 , 2], р(Х)бХ) де Т3{г) = соя^ атссоз г) -  поліноми Чебишева 
квадратично сумовних функцій на інтервалі першого роду.
[—2,2] з вагою

(4)

Спектральна міра, що відповідає абсолютно 
неперервному спектру, зосереджена на інтервалі 
[—2,2] та має щільність

Правильне обернене перетворення Фур ’є визначене 
на всьому Ь 2 :

р( А) = (10)

[ 2 —  
х  = І x(X)(p\p(X)dX.

2тг7 4 ^ А 2 '
Для векторів х  Є ортогональних до ве­

ктора во, справедливі розклади (3), (5), (б) за уза- 
(5) гальненими функціями (9).

Доведення. Рівність А 2ео =  0 випливає з означен- 
Для довільних х ,у  Є 12(Щ справедлива рівність ня оператора А 2 та вектора е0. У просторі 12 (М) ве-

Парсеваля:
(х ,у) і2 =  (х , у ) ь 2■

У цій статті розглядатимемо спектраль­
ні властивості зіркового графа Г„ з одним 
нескінченним променем, утвореним приєд­
нанням до центра графа-зірки К і п з п  
ребрами напівобмеженого ланцюжка

,71 -Ь1 П +  2 71 + 3 71 + 2

ктори {е3}™=1 утворюють ортонормований базис. 
^  Тут у вектора е3 -компонента дорівнює 1, а всі ін­

ші — 0. Замінимо пару векторів {еі, е2} на ео виду 
(8) і £  =  ( ^ , ^ , 0 , 0 , . . . ) .  Тоді

А 2е2 =  л/2ез, А2Є3 =  \/2е2,

А ^  = е3_і  + е3+і при j  > 4.

Таким чином, матриця оператора А 2 у підпро- 
сторі усіх векторів ортогональних до ео, є Якобіє- 
вою матрицею А. Детальний спектральний аналіз 
матриці \ 7  наведено в [1]. Це призводить до сфор­
мульованого твердження.
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Далі увагу зосереджуємо на випадку п > 3 та Узагальнені власні вектори та спектральна
позначення залежності оператора А п від п  будемо теорема для зіркових графів
опускати.

Лема 2. Оператор А  виду (7), що відповідає гра-
„ ____.  ...... ________ _ фу Г„, для довільного А Є [—2,21 має узагальненийВласні числа та власні вектори '■ ’ 1 '

власний вектор виду:
Теорема 1. Оператор А  виразу (7), що відповідає
зірковому графу Г„, є обмеженим самоспряженим = (Д • ■ ■, -Рі(А), Р2(А) — ( п — 1)Лз(А),. . . ,
оператором у  12(М). п

Дискретний спектр оператора А  при п  >  3 . . . ,  Р^_п ( \ )  — (п — 1)-Р,_п_ 2(А),. . . ) .
складається з трьох власних значень: <тр(Л) =
{0 кратності п  — 1; }•

Власні вектори, що відповідають власному зна- Тут Рт (А) є поліномом степеня т  від А і ви-
ченню А =  0, утворюють п — 1-вимірний підпро- ражається через поліноми Чебишева другого роду, 
стір і мають вигляд як це вказано у  твердженні 1.

е = ( 1 1  —(п — 1) 1 1 0  ) (11) Доведення. Із очевидного виразу (7) оператора А
4----------------V----------------/ та (14), з урахуванням (2), випливає тотожність

де т-компонента дорівнює —(п — 1).
Власні вектори, що відповідають власним зна­

ченням А+ =  ±  , п , , мають виглядл /п —1

А р  а =  Хрх-

Лема 3. Узагальнений власний вектор ортого- 
_  / - і  - і  , / ,  -.2 \ нальний до власних векторів ет , т  = 1 , . . . , п  — 1

та е±.
П

Доведення. Скористаємося твердженням про ви- 
де ц = (п — І ) “ 5 - гляд узагальнених власних векторів (14) та озна­

ченням ортогональності векторів.

(Єт,Р\) = П - 1 - ( п -  1) =  0 771 =  1 , . . . ,  72 - 1
оо

(е+,рх) =  1 +  (-Р/(А) -  (тг -  1)Р ,_2(А)) =
3=1

Доведення. Із виразу (7) для оператора А  випли­
ває, що

А ет = 0, Ае± = А±е±.

Простір І2(К) відносно оператора А  розкладає- (п  І)?  ( І + ^ У - Р і М )  0.
1=і і= іться на пряму суму підпросторів

12{У) = н р ® н с,
Що й доводить лему.

Означення 1. Для векторів х  Є Н с визначимо їх 
де до Нр входять власні вектори виду (11) та (12), перетворення Фур’є х(А) за узагальненими власни- 
а Н с = Нр . ми векторами:

Дамо опис векторів із Н с.
ОО

Лема 1. Для того щоб вектор х  Є /2(М) належав х(Х) = $ х  = (х, <р\) =  £
Н с, необхідно і достатньо, щоб вектор мав вигляд і =\
х  =  (х „ , . . . ,  х„, хга+і , . . . )  і виконувалися рівності оо

' * ' =  п х п + ^2 х п+к{Рк(Х) -  (тг -  1)Рк- 2(Х)).
к=1

оо оо (15)
V  х п+2кя2к =  о, У2 х п+2к+іч2к+1 =  о.
к=0 к=0 Теорема 2. Перетворення Фур’є $  є ізометри-

(13) чним оператором із простору Н с у  простір
Д2([—2,2], <і/і(А)) квадратично сумовних функцій 

Доведення. Умова х ± е т , ш  =  1 , . . . ,  тг — 1 призво- на інтер валі [—2,2] відносно міри
дить до висновку, що перші п  координат у вектора
х рівні. З умов х_І.е+ та х ± в -  отримуємо (13). \/4  — А2
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де р(Х) — спектральна щільність.
Дійсне обернене перетворення Фур ’є визначене 

на всьому Ь <2 :

х  =  Зг_1ж(А) =  J x(X)pxp(X)dX.  (17)

Для довільних х ,у  Є Н с справедлива рівність 
Парсеваля (6).

Доведення. Якщо у визначенні перетворення 
Фур’є (15) перейти від А до в Є [0,7г] заміною 
А =  2 cos в та домножити обидві частини на sin 9, 
то отримаємо

х(Х) sin в =  х(9) sin в =  n x n sin 9+
ОО

a:ra+fc(sin(fc +  1)9 -  (п — 1) sin(fc +  1)0).

Переходячи в (21) від змінної 9 до А, А Є [—2,2], 
отримаємо:

х п = !  х(Х)рх,пр{Х)йХ;

Хп+і =  У  х(Х)ірх,п+ір{Х)(ІХ. (22)

звідки вираз для спектральної міри має вигляд 
(16).

k=і
(18)

За індукцією покажемо, що рівність

Г2

1 - 2

виконується для всіх j  >  0.

Xn+j — і :  x (X)<P\,n+jP(X)dX (23)

У випадку, коли коефіцієнти ряду Фур’є нале­
жать простору І2(№), цей ряд збігається за нормою 
у просторі Ь2([0,7г], <ІА). Більше того, добре відо­
мо, що коефіцієнти тригонометричних рядів Фур’є 
виражаються через саму функцію. Тому із (18) ма­
ємо:

2 [ п ----
— /  х{9) ятОяттОбО — Х т , 
п  7о

де

X  _  \ п х п  -  {п  -  ^ ) х п+2,  ЯКЩО т а  =  1 ,

т \хп+ т - 1  -  {п -  1)хп+т+1, якщо т > 2 .
(19)

Домножимо обидві частини (19) на цт та під­
сумуємо окремо за парним і непарним т.  Оскільки

(я +  Я3) 8ІП0

При j  = Ота j  = 1 доведено вище.
Нехай (23) вірно для всіх ^  ї  > 2. Покаже­

мо, що тоді (23) вірно і для і  =  ^  +  1. Дійсно, 
використовуючи (19) і (17), отримаємо бажане.

Рівність (23) еквівалентна (21).
Рівність Парсеваля (6) прямо випливає зі зви­

чайної рівності Парсеваля для тригонометричних 
рядів Фур’є.

Зауваження 1. Із теореми 4 при п  =  1 випливає 
твердження 1, а при п  =  2 — твердження 2.

Дійсно, при п  = 2 спектральна щільність, ви­
значена у  (16), збігається з (10). Оскільки РДА) — 
P j - 2 (X) = 2Tj(^),  то власні функції рх із (14) при

Е 2 т -1  ■ /г. - I N /1  \ Я~г Я і н ш а  - J  * \ - v  — ---------------------------------------

q sin(2m -  1)9 -  l  + qi _  2 2 cos 20 > n  = 2 збігаються з p x в (9).
m= 1

V  g2m sm(2m)5 =  , f t f  д ,1 +  g4 — 2q2 cos 29
771=1

вважаючи, що

Я= ( n ~ l ) ~ K

та враховуючи (13), отримуємо дві рівності:

2 Г  -тг, sin2 9

(20)

Г х(9)
J оW o  ( n - l ) ( ^ - ( 2 cos0)2)

d9 = х п,

2 Г '7 й \  2 cos 9 sin2 9
— / x l v )  2 --------------------- av =  Хп+ 1 .
W o  (n — l ) ( ^ r j  — (2 cos0)2)

Висновок

Наведені вище результати дають повний і яв­
ний спектральний аналіз зіркового графа з одним 
нескінченним променем. Підхід, застосований у 
цій роботі, може бути перенесений на інші злічен- 
ні графи.

Роботу виконано в рамках проекту 03-01-12 
«Обернені задачі в сучасній математичній фізи­
ці» спільних проектів НАН України та Сибірсько­
го відділення РАН.

Автори висловлюють щиру подяку Ю. С. Са- 
мойленку за конструктивні зауваження.

(21)
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V Lebid, L. Nizhnik

The spectral analysis of star-graph with one infinite chain

The spectral detailed analysis o f  the infinite graphs defined as the union o f  finite star graph and infinite 
unbounded chain are studied. The spectrum o f  adjacency matrix o f  the graphs is characterized and the spectral 
measure is defined, eigenvectors and spectral expansion in eigenvectors are described.

Keywords: infinite graphs, Chebyshev polynomials, spectral measure.
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