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ПОШИРЕННЯ ВІБРАЦІЇ У СЕРЕДОВИЩІ 

З ОСЦИЛЮЮЧИМИ ВКЛЮЧЕННЯМИ 

Побудовано розв'язок задачі про коливання скінченного стержня в рамках лінійної моделі середо­
вища з осцилюючими включеннями. Проаналізовано залежність резонансних режимів коливань 
стержня від параметрів задачі. 

1. Математична модель середовища 
з осцилюючими включеннями 

Опис хвильових процесів у середовищах з 
внутрішньою мікроструктурою часто-густо не є 
адекватним у рамках класичної теорії суцільного 
середовища. Одним із підходів щодо врахування 
впливу структури на динаміку фізичних процесів 
є аналіз основних гіпотез класичної теорії пруж­
ності щодо властивостей мікрооб'єму та поняття 
«точки» середовища [2, 3]. Прикладом застосу­
вання такого підходу є математична модель, за­
пропонована Слепянем та Пальмовим [3, 5], в якій 
з кожною точкою середовища, що описується 
рівнянням Ламе, пов'язаний набір осциляторів із 
власними частотами. Тоді рівняння руху такого 
середовища в одномірному випадку має вигляд: 

Математична модель (2) завдяки включенню 
до розгляду осциляторів дає змогу описати дис¬ 
персію поздовжніх пружних хвиль. Дисперсійне 
співвідношення, отримане стандартним спосо¬ 
бом [4], для моделі (2), наприклад у випадку двох 
домінантних частот (n = 2), має вигляд 

та зображене на рис. 1. 

Рис. 1. Дисперсійна крива моделі (2) з двома домінант­
ними частотами: 1 та 2 - акустичні гілки, 3 - оптична 
гілка, похила асимптота Ω = ek. 

На графіку рис. 1 можна виділити оптичну 
гілку 3 та дві акустичні гілки 1 і 2, що виходять з 
точок, координати яких задовольняють рівняння 

З аналізу рис. 1 можна встановити частотні 
інтервали, для значень яких хвилі поширюються 
з дисперсією, та інтервали, для значень яких во¬ 
ни експоненційно затухають. 

2. Побудова розв'язку крайової задачі 
методом розділення змінних 

Побудуємо розв'язок задачі про коливання 
скінченного стержня з матеріалу, який описуєть¬ 
ся моделлю (2) з осциляторами, що коливаються 
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На рис. 2 зображено графіки розподілу амп­
літуди стаціонарного розв'язку (7) у випадку се¬ 
редовища без розподілених осциляторів (гра¬ 
фік 1), а також у випадку середовища з осцилятора¬ 
ми з однією частотою (графік 2) та двома (графік 3). 
З аналізу співвідношення (7) випливає залежність 
форми графіків 2 та 3 від частоти коливань та часу 
релаксації часткових осциляторів. 

Рис. 2. Розподіл амплітуди стаціонарної вібрації по дов­
жині стержня: 1 - без включень, 2 - з включеннями з од­
нією частотою, 3 - з двома частотами, a = 13 000 c

-1
, = 

= 4000 кг/м
3
, m2p = 4700 кг/м

3
, ω, = 4000 c - 1, ω2 = 6000 c- 1. 
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3. Побудова резонансних кривих у випадку 
математичної моделі (2) 

Важливим з точки зору прикладного вико­

ристання є аналіз резонансних режимів у задачі 

про коливання стержня під дією зовнішнього гар­

монічного навантаження. На основі отриманого 

розв'язку (5) для таких режимів побудуємо резо­

нансні криві. Амплітуда стаціонарного режиму 

кожної гармоніки визначається виразом | μη |. Тоді, 

будуючи залежності | μη | при зміні параметрів, які 

входять до виразу (6), можна дістати відповідні ре­

зонансні криві. Обмежимось побудовою резонанс­

ної кривої для першої гармоніки розв'язку (5) за­

лежно від частоти зовнішнього навантаження а. 

Зафіксуємо такі значення параметрів моделі (2): гус­

тина основного середовища (кварц) ρ = 2650 кг/м
3
, 

його модуль Юнга E = 6.06 · 10
10

 Па, час релаксації 

часткового осцилятора τ = 10-5 с та його власна 

частота ω = 4 · 103 с
-1

, амплітуда зовнішнього на­

вантаження γ = 106 Па, довжина стержня L = 0,5 м. 

Резонансні криві (рис. 3) побудуємо для густин 

твердих включень, наприклад m1р = 4 · 10
3
 кг/м

3
, 

та відповідно для густин рідких включень, напри­

клад m1р = 0,7 · 10
3
 кг/м

3
 (нафта). 

на як потребами галузей, що використовують 
матеріали з чітко вираженою структурою, ви­
сокочастотні інтенсивні хвильові поля, так і 
досліджень [1], дані яких вказують на наявність 
дискретного набору домінантних (резонансних) 
частот, пов'язаних із внутрішньою структурою 
та її перебудовою. У таких випадках матема­
тичні моделі з осциляторами (1) та (2) є вельми 
перспективними. Розв 'язки лінійних моделей 
як лінеаризованого варіанта більш загальних 
моделей виступають як правило відправною 
точкою пошуку розв'язків узагальнених мо­
делей. 

Рис. 3. Резонансні криві, побудовані для компоненти U1, 

за m = 4 · 10
3
 кг/м

3
 (суцільна лінія) та m = 0,7 · 10

3
 кг/м

3 

(пунктирна лінія). 
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SPREADING OF VIBRATION IN THE MEDIUM WITH OSCILLATING 
INCLUSIONS 

The solution of a problem of oscillations of a bounded rod within the linear model of a medium with 

oscillating inclusions is built. The dependence of resonance regimes of oscillations of a rod on the parameters 

of the problem is analysed. 

4. Висновки 

Необхідність розробки математичних моде­

лей середовищ на зразок (1) та (2) продиктова-
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