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ДИНАМIКА СПIНА В ПОЛI НЕЛIНIЙНОЇ ХВИЛI

У цiй роботi розглядається задача про динамiку спiна у дворiвневiй системi, яка має велике значення

для розвитку квантової iнформатики. Як змiнне магнiтне поле цiєї дворiвневої системи було обрано

поле нелiнiйної хвилi (нелiнiйно модульоване поле Рабi). З математичної точки зору розв’язати рiвняння

Шредiнґера в такому полi неможливо, тому конструюється певна схема для отримання аналiтичних

розв’язкiв, i ця схема дає точнi розв’язки рiвняння Шредiнґера. Також у роботi проаналiзовано умови

резонансу в цьому полi, i вони є узагальненням умов резонансу в полi Рабi.
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Вступ

Дворiвневi квантовi системи є одними з най-
простiших випадкiв квантово-механiчних систем.
Проте вони мають дуже широке застосування для
багатьох задач квантової електронiки, нелiнiйної
оптики та лазерної спектроскопiї. Зокрема, це зада-
ча ядерно-магнiтного резонансу (ЯМР) [1] та задачi
керування. Актуальнiсть останнiх на сьогоднi є ду-
же великою, адже задача про переведення спiнової
системи з одного стану в певний iнший стан чи яку-
небудь суперпозицiю є аналогiчною до переведен-
ня зi стану 0 в стан 1 в обчислювальних приладах.
Це дає змогу розглядати задачу керування як пер-
ший крок, який необхiдно зробити для створення
так званих квантових комп’ютерiв, адже очевидно,
що квантовий байт iнформацiї (кубiт) має не ли-
ше два стани, як у звичайних комп’ютерах, але й
безлiч суперпозицiй цих станiв [2].

Проте задача спiнової динамiки у залежних вiд
часу магнiтних полях не є новою. Уперше цю зада-
чу було розглянуто в працях Гютiнгера [3] та Майо-
рани [4] на початку 30-х рокiв минулого сторiччя.
Пiзнiше вони знайшли експериментальне пiдтвер-
дження в роботах Рабi [5], котрi було покладено в
основу ЯМР, що стало поштовхом до дослiджень
у цiй галузi. У подальшому цю теорiю було роз-
глянуто у великiй кiлькостi робiт рiзних дослiдни-
кiв, бо кожен мiг обирати власний вигляд магнiт-
ного поля i намагатись розв’язувати задачу саме в
ньому.

Об’єктом дослiдження цiєї роботи є дворiвнева
квантова система, що складається iз закрiпленого
спiна, на який дiє змiнне в часi магнiтне поле, при-
чому в цiй роботi це поле є нелiнiйним модульова-
ним полем Рабi [6].

Предметом дослiдження є конструювання
розв’язку в цьому полi, адже, як показано в цiй ро-
ботi, задача в такому полi призводить до системи
диференцiальних рiвнянь з iррацiональними коефi-
цiєнтами, для яких регулярнi математичнi методи
теорiї диференцiальних рiвнянь незастосовнi.

Метою цiєї роботи було дослiдження задачi ке-
рування за допомогою нелiнiйного модульованого
поля Рабi, яке мiстить амплiтуду в термiнах елiп-
тичних функцiй Якобi [7]. Також схему розв’язку
можна буде застосовувати до подiбних полiв.

Основна частина

Постановка задачi. Розглядаємо дворiвневу
квантову систему, що складається з одного закрiп-
леного спiна 1/2, на який дiють магнiтним по-
лем. Гамiльтонiан вiдповiдної системи називають
гамiльтонiаном Паулi. Вiн має такий вигляд:

Ĥ = ( ~B(t), σ̂),

де ~B(t) — змiнне магнiтне поле, а σ̂ = σ̂i — матрицi
Паулi.

Представимо хвильову функцiю як суперпози-
цiю двох амплiтуд стану C+ та C−. Тобто

|ψ〉 =
(
C+

C−

)

i, з умови нормування хвильової функцiї 〈ψ|ψ〉:

|C+|2 + |C−|2 = 1.

Отже, необхiдно розв’язати систему двох дифе-
ренцiальних рiвнянь першого порядку на амплiту-
ди стану:

i~
d

dt

(
C+

C−

)
=

(
Bz Bx + iBy

Bx + iBy −Bz

)(
C+

C−

)
.

Розв’язавши цю систему диференцiальних рiв-
нянь для довiльного магнiтного поля, можна отри-
мати C+ та C−, а отже, i динамiку спiна в заданому
магнiтному полi, бо:

〈Ŝx〉 = C+
†C− + C+C

†
−,

〈Ŝy〉 = i(C+
†C− + C−C

†
−),

〈Ŝz〉 = |C+|2 − |C−|2 = 2|C+|2 − 1.
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У статтi ми будемо розглядати таке поле, яке
при рiзних значеннях параметрiв вiдповiдає декiль-
ком фiзично важливим ситуацiям: нелiнiйно моду-
льованому полю Рабi, N -солiтонному iмпульсу та
лiнiйно поляризованому полю, що апроксимує гар-
монiчне. Цьому вiдповiдає магнiтне поле

~B =
(
Nkνcn(νt|k) cosωt,Nkνcn(νt|k) sinωt, ω0

)
,

де cn(νt|k) — елiптична функцiя Якобi (кноїд) [7].
Надалi вважатимемо, що N є цiлим числом.

Пiдставляючи це поле в рiвняння Шредiнґера i
використовуючи зручну замiну s = sn(νt|k), отри-
муємо таку систему диференцiальних рiвнянь:

d2C±

ds2
+

[
k2s

1− k2s2
∓ i∆√

(1− s2)(1 − k2s2)

]
×

× dC±

ds
+

N2k2

(1− k2s2)
C± = 0, (1)

де ∆ = ω0 − ω — параметр, що характери-
зує вiдмiннiсть мiж частотами постiйного по-
ля та поперечного осцилюючого поля. На жаль,
такi рiвняння є важкорозв’язними через корiнь√
(1− s2)(1− k2s2) в знаменнику. Для того щоб

спростити цю задачу, можна розглянути два окре-
мих випадки, коли можна позбутися цього кореня —
це ∆ = 0 та k = 1.

Для початку розглянемо випадок ∆ = 0 — це
є умовою резонансу в сенсi задачi Рабi. Тодi наше
рiвняння набуває вигляду

d2C±

ds2
+

k2s

1− k2s2
dC±

ds
+

N2k2

(1− k2s2)
C± = 0.

Це рiвняння гiпергеометричого типу, розв’язком
якого буде нескiнченний гiпергеометричний ряд.
Але, враховуючи, що N — цiле число, то цей ряд
обривається. Отже, розв’язком для C+ буде полi-
ном Чебишева першого роду C+ = TN (−ks) [8].
Аналогiчно розв’язуючи рiвняння на C−, отриму-
ємо C− = −i

√
1− k2s2UN−1(−ks), де UN−1 —

полiном Чебишева другого роду [8].
Тепер розглянемо другий граничний випадок

k = 1. У цьому випадку елiптичнi функцiї стають
гiперболiчними, тобто Nkνcn(νt|1) = Nν

cosh νt
. То-

дi пiсля замiни s = tanh νt наше рiвняння матиме
вигляд

(1− s2)
d2C+

ds2
−
(
s− i∆

ν

)
dC+

ds
+N2C+ = 0.

Так само, як у випадку ∆ = 0, розв’язком такого
рiвняння буде гiпергеометричний ряд, що обрива-
ється внаслiдок того, що N — цiле число. Отже,
результатом буде полiном Якобi з комплексними
параметрами a = −(1− i∆)/2, b = −(1 + i∆)/2:

C+ = P a,b
N

(
1− tanh νt

2

)
.

Тут важливо зауважити, що початкову умову треба
замiнити на C+(−∞) = 1, C−(−∞) = 0, оскiль-
ки в цiй границi поле є неперiодичним i його дiя
починається на t = −∞.

Щодо резонансу в такому полi, то у випадку
N -солiтонного iмпульсу (k = 1) єдиною умовою
резонансу є ν = ω0.

Схема побудови розв’язкiв. Спробуємо скон-
струювати розв’язок у загальному випадку. Можна
помiтити, що в рiвняннi (1) iррацiональний коефi-
цiєнт є множником при уявнiй одиницi, тому можна
сподiватись, що у розв’язку вiн стоїть у фазi.

Користуючись цим спостереженням, спробуємо
представити C+ у виглядi

C+ = exp

[∫ s

0

(
R0(s

′) + i
R1(s

′)√
w2

)
ds′
]
,

де w2 = (1 − s2)(1 − k2s2), а R0(s) i R1(s) — де-
якi рацiональнi функцiї вiд s. Пiдставляючи C+ в
такому виглядi у вихiдне рiвняння, можемо отри-
мати систему двох рiвнянь типу Рiккатi: R′

1 +
+ R1(2R0 − s

s2−1 ) − ∆R0 = 0. Також можна по-
бачити, що R0 в термiнах модуля амплiтуди C+

рiвний: R0(s) =
1
2

d
ds

ln |C+|2. Тепер необхiдно вга-
дати, який вигляд має |C+|2. Враховуючи, що в
обох граничних випадках розв’язками були полi-
номiальнi функцiї, можна спробувати представи-
ти C+ у виглядi:

|C+|2 = P2N (s, ei) =
n∏

i=1

(s2 − e2i ),

де P2N — це полiном порядку 2N з коренями ei.
Тодi при фiксованому N ми матимемо полiном

степеня 2N , по ньому вираховуємо R0. При вiдо-
момуR0 можна розв’язати друге рiвняння системи,
наведеної вище:

R1(s) = ∆

∫ s

0

e
−

∫
s
y
[2R0(x)−

x

x2
−1

]dx
R0(y)dy.

Тодi перше рiвняння буде слугувати умовою сумiс-
ностi; з нього ми знайдемо коренi полiнома ei.

Розглянемо випадок N = 1, тодi: |C+|2 =
= s2 − e2. Пiдставляючи це у формулу для R0,
можемо його обрахувати: R0(s) = s

s2−e2i
, а також

знайти R1:

R1(s) = ∆

∫ s

0

e
−

∫
s

y
[2R0(x)−

x

x2
−1

]dx
R0(y)dy =

= ∆
s2 − 1

s2 − e2i
. (2)

Тепер, знаючи R0(s) та R1(s), можна пiдставити їх
у рiвняння

R′
0+R

2
0−

k2s

1−k2s2R0+
∆R1−R2

1

w2
+

N2k2

1−k2s2 = 0.
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Це рiвняння на знаходження коренiв ei, за допо-
могою яких можна визначити амплiтуди станiв C+

та C−.
Знайденi розв’язки для C+ мають вигляд:

C+
(1) =

√
s2 − e21e

−iϕ1 ,

C+
(2) =

√
s2 − e22e

−iϕ2 ,

де введено такi позначення:

e21,2 =

[
(∆2 − 1)±

√
(∆2 − 1)2 + 4k2∆2

2k2

]
,

εi =

√
(−1)i+1e2i
(e21 − e22)

, i = 1, 2,

ϕi = ∆

[
τ − 1− e2i

e2i
Π
(−1

e2i
; τ, k

)]
,

а Π(n; τ, k) =
∫ s

0 [(1−nx2)
√
(1− x2)(1 − k2x2)] —

елiптичний iнтеграл третього роду.
Отже, розв’язком буде суперпозицiя станiв

C+
(1) та C+

(2), яка повинна задовольняти почат-
ковi умови C+(0) = 0 та C−(0) = 1.

Остаточно маємо, що амплiтуди стану, що
описують спiн 1/2, помiщений у поле ~B =
=
(
kνcn(νt|k) cosωt, kνcn(νt|k) sinωt, ω0

)
, мають

такий вигляд:

C+ = ε1

√
sn(νt|k)2 + e21 e

−iϕ1 +

+ ε2

√
−sn(νt|k)2 − e22 e

−iϕ2 , (3)

C− = −iε2
√

sn(νt|k)2 + e21 e
iϕ1 +

+ iε1

√
−sn(νt|k)2 − e22 e

iϕ2 . (4)

Можна шукати розв’язки i для N > 1. Очевид-
но, що схема пошуку цих розв’язкiв аналогiчна,
просто вони будуть бiльш складними та об’ємни-
ми (але структуру матимуть таку ж).

Аналiз резонансних випадкiв. Якщо амплiтуди
станiв C± вiдомi, то можна легко порахувати очiку-
ванi значення проекцiй спiнового моменту, визна-
ченi таким чином: Si(t) = 〈Ψ(t)|σ̂i|Ψ(t)〉. Вони вiд-
повiдають вектору Блоха S(t), еволюцiя якого вiд-
бувається на сферi. Його третю компоненту S3(t),
корисну для фiзичної iнтерпретацiї, можна знайти,
знаючи амплiтуди станiв, користуючись виразом

S3(t) = |C̃+(t)|2 − |C̃−(t)|2.
Задача динамiки дворiвневої системи в полi Ра-

бi BR, яке є наближенням до реального лiнiйно
поляризованого гармонiчного поля, коли амплiтуда
останнього є малою i частоти є близькими до ре-
зонансу (тобто наближення хвилi, що обертається,
є застосовним), може бути легко розв’язана. Третя
компонента вектора Блоха осцилює вiдповiдно до
такого виразу

S
(R)
3 (t) = [∆̃2 + 4a2 cosΩRt]/Ω

2
R,

де ΩR =
√
∆̃2 + 4a2 є частотою Рабi i ∆̃ = ω−ω0 є

детюнiнгом мiж частотами обертового i постiйного
поля. Такi осциляцiї мають назву осциляцiй Рабi.

Термiн «resonance» ми будемо застосовувати до
ситуацiї, коли за наявностi спецiальних спiввiдно-
шень мiж характерними частотами задачi система
еволюцiонує вiд стану |+〉 до стану |−〉, тобто
випадку, коли S3(τ = τ0) дорiвнює −1. У полi
Рабi BR єдиною умовою резонансу є ω = ω0,
тодi система здiйснює осциляцiї мiж станами з
перiодом TR = π/a. Ситуацiю, коли характерним
перiодом динамiки є TR, ми будемо називати резо-

нансом Рабi.
У нелiнiйно модульованому полi Рабi умови

ω = ω0 недостатньо для виконання S3(τ0) = −1.
Використовуючи явнi вирази для амплiтуд, ми
отримуємо

S3(τ) = 2TN (−ksnτ)2 − 1.

Тому TN(−kres)2 = 0 є додатковою умовою ре-
зонансу. У випадкуN -солiтонного iмпульсу (k = 1)
єдиною умовою резонансу є ν = ω0. Динамiку век-
тора Блоха подано на рис. 1. Можна побачити, що
лише при k = 1 вiдбувається резонанс.

Висновок

Послуговуючись результатами, здобутими в хо-
дi виконання цiєї роботи, отримано, що задача ди-
намiки спiна в магнiтному полi може розглядатись
як задача керування — задача, в якiй необхiдно пе-
ревести спiн з одного стану в iнший або в їх су-
перпозицiю. Вибiр магнiтних полiв можна сформу-
лювати як окрему математичну задачу, де потрiбно
обирати такi поля, щоб задача роз’язувалася точ-
но в термiнах вiдомих функцiй. У цiй роботi роз-
глядається нелiнiйно модульоване поле Рабi i по-
казано, що у двох граничних випадках нелiнiйно
модульованого поля Рабi задача знаходження ам-
плiтуд станiв розв’язується точно, причому обидва
розв’язки є полiномами першого степеня. Вiдпо-
вiдно, побудувавши схему для знаходження загаль-
ного розв’язку, показано, що рiвняння Шредiнґера
для спiна 1/2, що перебуває в магнiтному полi виду
~B =

(
Nkνcn(νt|k) cosωt,Nkνcn(νt|k) sinωt, ω0

)
,

розв’язується точно i умови резонансу в такому по-
лi узагальнюють умови резонансу поля Рабi.

Подяка

Ця стаття є пiдсумком бакалаврської роботи ав-
тора i базується на детальному опрацюваннi стат-
тi [6]. Автор висловлює подяку Безвершенко Ю. В.
за зауваження i консультацiї пiд час роботи над за-
дачею.
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Рис. 1. Динамiка вектора Блоха спiна 1/2 пiд дiєю кноїдального поля залежно вiд значення параметра k
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O. Horopashnyi

SPIN DYNAMICS IN THE NONLINEAR WAVE FIELD

In this paper we consider problem of spin dynamics in a two-level system, which is important for the

development of quantum informatics. As a time-dependent magnetic field of the two-level system was chosen

field of nonlinear wave (nonlinearly modulated Rabi field). From a mathematical point of view to solve the

Schrödinger equation in this field is impossible, so scheme was constructed to obtain analytical solutions

and this scheme gives accurate solutions of Schrödinger equation. Also in the work analyzed the resonance

condition in this field and they are generalizations of the resonance conditions in Rabi field.
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