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1 Вступ

1.1 Актуальнiсть

Спектральна теорiя графiв - це потужна i красива теорiя, яка випливає з на-
ступного питання: Якi властивостi графа розкриваються, якщо представити
його граф, як матрицю i вивчити власнi значення цiєї матрицi. Спектральна
теорiя графiв знайшла дуже багато застосувань в математицi, iнформатицi,
фiзицi та iнших науках.

Нинi майже кожний користувач iнтернету має аккаунт в однiй iз соцiаль-
них мереж. Дослiдження структури соцiальних мереж може знайти засто-
сування в багатьох сферах дiяльностi людини. На основi аналiзу структури
соцiального графу, можна, наприклад, виявити шляхи розповсюдження iн-
формацiї або видiлити тiсно пов’язаних групи користувачiв. Структура со-
цiальної мережi може бути представлена соцiальним графом, у якого одна з
головних характеристик —- спектр. З прикладом такого дослiдження можна
ознайомитись в статтi [1].

Також теорiя графiв полегшує представлення та аналiз системи при оцiнцi
вразливостей складних мереж. Показники, якi походять зi спектру матрицi
мережi, розкривають корисну iнформацiю про якiсть зв’язку мережi. Дiзна-
тись бiльше про дослiдження мережi водопостачання можна в публiкацiї [2].

Оскiльки спектральна теорiя графiв активно розвивається, ознайомитися
з результатами цiєї галузi можна в багатьох наукових статтях, наприклад, в
книгах [3]—[6].

1.2 Мета, завдання дослiдження

Дослiдити i структурувати означення, твердження i теореми з спектральної
теорiї реберно-зважених графiв. Додати необхiднi вiдомостi з алгебри та те-
орiї звичайних графiв для кращого розумiння доведень. Надати приклади
застосування поданого матерiалу на практицi.
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2 Прямi спектральнi задачi на реберно-зважених

графах

2.1 Основнi означення теорiї графiв

Перед тим, як сформулювати визначення графа наведемо приклад графа. По-
значимо на площинi деяку кiлькiсть точок (рисунок 1а) та з’єднаємо лiнiями
точки так, щоб мiж кожною парою точок було не бiльше за одну лiнiю, рису-
нок, який ми одержали в результатi є графом (рисунок 1б). Точки прийнято
називати вершинами, а лiнiї – ребрами графа.

1
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3

4

(а)

1

2

3

4

(б)

Рис. 1

Означення 1.
Нехай 𝑉 — непорожня скiнченна множина, а 𝐸 — множина невпорядко-

ваних пар рiзних елементiв множини 𝑉 . Тодi пара 𝐺 = (𝑉,𝐸) називається
графом.

Означення 2.
Множиною вершин графа 𝐺 є множина 𝑉 , а множиною ребер графа 𝐺 є 𝐸.

Для уточнення про вершини та ребра, якого саме графа йде мова, будемо
позначати 𝑉 (𝐺) та 𝐸(𝐺). Також для ребра, що з’єднує вершини 𝑢 та 𝑣, будемо
використовувати (𝑢, 𝑣) або 𝑢𝑣.

Означення 3.
Пара (𝐺,𝑤), в якiй 𝐺 — граф i 𝑤 — вагова функцiя, що є вiдображенням
множини ребер 𝐸 цього графа 𝐺 на множину додатних дiйсних чисел, тобто
𝑤 : 𝐸 → (0,+∞), називається реберно-зваженим графом.
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Рис. 2: Реберно-зважений граф

Число 𝑤(𝑒), яке будемо називати вагою ребра 𝑒, позначатимемо через 𝑤𝑒.
Для зручностi будемо використовувати бiльш короткий термiн “зважений

граф”, без уточнення “реберно”. Саме такий термiн нерiдко трапляється у
лiтературi.

Перейдемо до термiнологiї, пов’язаної з графом.
Означення 4.

Сумiжними називаються вершини графа, з’єднанi ребром.
Означення 5.

Якщо вершина графа є кiнцем деякого ребра, то ця вершина i ребро назива-
ються iнцидентними.

Означення 6.
Кiлькiсть ребер, iнцидентних вершинi 𝑣 графа 𝐺 називаються степенем вер-
шини i позначається deg 𝑣.

Кiлькiсть вершин графа позначається |𝐺|.
Бiльш поглиблено ознайомитися з теорiєю графiв можна в книжках [7]-

[9].

2.2 Спектральна теорiя зважених графiв

Введемо деякi означення з спектральної теорiї зважених графiв.
Означення 7.

Матрицею сумiжностi називають матрицю

𝐴(G) = ||𝑎𝑖𝑗||𝑛𝑖,𝑗=1, (1)

де 𝑛 = |G|
𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 = 𝑤𝑖𝑗 > 0 — елементи матрицi, що є вагою ребер, якщо вершини 𝑖

та 𝑗 сполученi ребром i 𝑎𝑖𝑗 = 0 для несумiжних вершин.
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Приклад. Побудуємо матрицю сумiжностi 𝐴 для графа 𝐺(див. рисунок
2)

𝐴(𝐺) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 𝑎1 0 𝑎4

𝑎1 0 𝑎2 0

0 𝑎2 0 𝑎3

𝑎4 0 𝑎3 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Отже, матриця A(G) — це симетрична матриця розмiрнiстю 𝑛×𝑛, де 𝑛 —

кiлькiсть вершин у графi, i значення на головнiй дiагоналi дорiвнюють нулю.
Спектр матрицi буде дiйсним, тому що матриця сумiжностi симетрична,

тобто 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖.
Означення 8.

Точками спектра називають власнi значення матрицi сумiжностi.
Означення 9.

Розташуємо точки спектра (𝜆𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛) так, щоби кожна наступна була
менше або рiвною за попередню 𝜆G = 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ . . . ≥ 𝜆𝑛. Тодi iндексом графа
називають максимальне власне значення 𝜆G i позначають символом 𝑖𝑛𝑑G.

Спектром графа будемо називати спектр матрицi сумiжностi i позначати
𝜎(G). Спосiб нумерацiї вершин графа не впливає на спектр цього графа.

Будемо використовувати таке позначення для характеристичного много-
члена матрицi сумiжностi:

𝑃G(𝜆) = |𝜆I − 𝐴(G)|. (2)

2.2.1 Необхiднi означення з алгебри

У подальшому при доведеннi теорем з спектральної теорiї нам знадобляться
вiдомостi з алгебри, зокрема, з теорiї пiдстановок. Нагадаємо основнi означе-
ння i твердження на якi ми будемо покликатися.

Означення 10.
Пiдстановкою 𝜎 на множинi 𝑁 = {1, 2, ..., 𝑛} називають бiєктивне вiдобра-
ження множини N на себе, 𝜎 : 𝑁 → 𝑁 .
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Пiдстановку зручно задавати у виглядi таблицi розмiрнiстю 2× 𝑛:

𝜎 =

(︃
1 2 3 ... 𝑛

𝑖1 𝑖2 𝑖3 ... 𝑖𝑛

)︃
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜎 : 1 → 𝑖1,

𝜎 : 2 → 𝑖2,

𝜎 : 3 → 𝑖3,

...

𝜎 : 𝑛 → 𝑖𝑛.

Означення 11.
Циклом (𝑐1𝑐2𝑐3...𝑐𝑘) довжиною 𝑘 називається така пiдстановка 𝜎, яка вiд-
ображає 𝑐1 в 𝑐2, 𝑐2 в 𝑐3, ..., 𝑐𝑘−1 в 𝑐𝑘, a 𝑐𝑘 в 𝑐1, а iншi елементи залишаються
нерухомими.

Означення 12.
Незалежними називаються цикли у яких немає спiльних елементiв.

Твердження 1.
Будь-яку пiдстановку можна подати у виглядi добутку незалежних циклiв.

Означення 13.
Транспозицiєю називається цикл довжиною 2.

Означення 14.
Елементи 𝑖𝑘, 𝑖𝑙 в перестановцi 𝑖 = (𝑖1𝑖2...𝑖𝑛) утворюють iнверсiю, якщо бiль-
ший з них, розташований злiва вiд меншого, тобто 𝑘 < 𝑙, але 𝑖𝑘 > 𝑖𝑙.

Означення 15.
Пiдстановка, яка має парну кiлькiсть iнверсiй, називається парною, i непар-
ною, якщо вона має непарну кiлькiсть iнверсiй.

Означення 16.
Пiдстановка, яку можна подати у виглядi добутку парної кiлькостi транспо-
зицiй, називається парною, iнакше непарною.

Твердження 2.
Парнiсть цикла довжини 𝑘 дорiвнює парностi числа 𝑘 − 1.

Теорема 1.
Якщо пiдстановка 𝜎 = (𝑖1𝑖2...𝑖𝑛) розкладена в добуток 𝑛 незалежних циклiв
довжин 𝑙1, 𝑙2, ..., 𝑙𝑛, то парнiсть цiєї пiдстановки буде дорiвнювати:

(−1)
∑︀𝑚

𝑖=1(𝑙𝑖−1) (3)

Означення 17.
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sign(𝜎) — знак пiдстановки 𝜎, що дорiвнює (−1)𝑚, де 𝑚 — кiлькiсть транс-
позицiй у пiдстановцi у виглядi добутку транспозицiй.

Твердження 3.
Визначник квадратної матрицi 𝐴(G) = (𝑎𝑖𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 обчислюється за формулою:

det(𝐴) =
∑︁
𝜎∈𝑆𝑛

sign(𝜎)𝑎1𝜎(1)𝑎2𝜎(2) . . . 𝑎𝑛𝜎(𝑛), (4)

де 𝜎 — вiдповiдна пiдстановка i сума береться за всiма пiдстановками 𝜎 сте-
пеня 𝑛. Отже, у сумi буде 𝑛! доданкiв.

2.3 Приклади знаходження спектра графа

Приклад 1. Для графа 𝐴3, зображеного на рисунку 3, порахуємо його спектр.

1 2 3
𝑎1 𝑎2

Рис. 3: 𝐴3

Побудуємо матрицю сумiжностi 𝐴 для графа 𝐺 (рисунок 3)

𝐴(𝐺) =

⎛⎜⎜⎝
0 𝑎1 0

𝑎1 0 𝑎2

0 𝑎2 0

⎞⎟⎟⎠
Знайдемо характеристичний многочлен за формулою (2)

𝑃 (G) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝜆 −𝑎1 0

−𝑎1 𝜆 −𝑎2

0 −𝑎2 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 𝜆3 − (𝜆𝑎22 + 𝜆𝑎21) = 𝜆3 − 𝜆(𝑎22 + 𝑎21)

Прирiвняємо до нуля i знайдемо власнi значення

𝜆3 − 𝜆(𝑎22 + 𝑎21) = 0

𝜆(𝜆2 − (𝑎22 + 𝑎21)) = 0

𝜆1 = 0, 𝜆2 =
√︁

𝑎22 + 𝑎21, 𝜆3 = −
√︁

𝑎22 + 𝑎21
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Отже, спектром буде {−
√︀

𝑎22 + 𝑎21, 0,
√︀
𝑎22 + 𝑎21}.

Приклад 2. Для графа 𝐶3, зображеного на рисунку 4, порахуємо його
спектр.

1

2

3

𝑎 1
𝑎
2

𝑎3

Рис. 4: 𝐶3

Побудуємо матрицю сумiжностi 𝐴 для графа 𝐶3 (рисунок 4)

𝐴(𝐺) =

⎛⎜⎜⎝
0 𝑎1 𝑎3

𝑎1 0 𝑎2

𝑎3 𝑎2 0

⎞⎟⎟⎠
Знайдемо характеристичний многочлен за формулою (2)

𝑃 (G) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝜆 −𝑎1 −𝑎3

−𝑎1 𝜆 −𝑎2

−𝑎3 −𝑎2 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 𝜆3+(−𝑎1𝑎2𝑎3)+(−𝑎1𝑎2𝑎3)− (𝜆𝑎23+𝜆𝑎22+𝜆𝑎21) =

= 𝜆3 − 2𝑎1𝑎2𝑎3 − 𝜆(𝑎23 + 𝑎22 + 𝑎21)

Обчислимо спектр для випадку коли усi ваги однаковi, тобто 𝑎1 = 𝑎2 =

𝑎3 = 𝑎

𝜆3 − 2𝑎3 − 3𝜆𝑎2 = 0

(𝜆+ 𝑎)2(𝜆− 2𝑎) = 0

𝜆1,2 = −𝑎, 𝜆3 = 2𝑎

Отже, спектром буде {(−𝑎)2, 2𝑎} для випадку коли всi ваги однаковi.
Приклад 3. Для графа 𝐶4, зображеного на рисунку 5, порахуємо його

спектр.
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1

2

3

4

𝑎 1
𝑎
2

𝑎 3
𝑎
4

Рис. 5: 𝐶4

Побудуємо матрицю сумiжностi 𝐴 для графа 𝐶4 (рисунок 5)

𝐴(𝐺) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 𝑎1 0 𝑎4

𝑎1 0 𝑎2 0

0 𝑎2 0 𝑎3

𝑎4 0 𝑎3 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Знайдемо характеристичний многочлен за формулою (2)

𝑃 (G) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜆 −𝑎1 0 −𝑎4

−𝑎1 𝜆 −𝑎2 0

0 −𝑎2 𝜆 −𝑎3

−𝑎4 0 −𝑎3 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

= 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝜆 −𝑎2 0

−𝑎2 𝜆 −𝑎3

0 −𝑎3 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒+ 𝑎1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒−𝑎1 0 −𝑎4

−𝑎2 𝜆 −𝑎3

0 −𝑎3 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒+ 𝑎4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒−𝑎1 0 −𝑎4

𝜆 −𝑎2 0

−𝑎2 𝜆 −𝑎3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

= 𝑎21𝑎
2
3 + 𝑎22𝑎

2
4 − 2𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 + 𝜆4 − 𝜆2(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24)

Обчислимо спектр для випадку коли усi ваги однаковi, тобто 𝑎1 = 𝑎2 =

𝑎3 = 𝑎4 = 𝑎

𝜆4 − 4𝜆2𝑎2 = 0

𝜆2(𝜆− 2𝑎)(𝜆+ 2𝑎) = 0

𝜆1,2 = 0, 𝜆3 = 2𝑎, 𝜆4 = −2𝑎

Отже, спектром буде {−2𝑎, 02, 2𝑎} для випадку коли всi ваги однаковi.

10



2.4 Теорема Харарi та Захса для обчислення характе-

ристичного многочлена

Для формули визначника матрицi сумiжностi зваженого графа G = (𝐺,𝑤)

введемо деякi позначення.
Нехай |G| = 𝑛 — кiлькiсть вершин. Пiдграф G ,у якого компонентами

зв’язностi є лише цикли та ребра, будемо позначати 𝐻𝑘
𝑙 , де 𝑘 — кiлькiсть

вершин в графi, а 𝑙 — порядковий номер. Такий пiдграф будемо називати
лiнiйним.

Пiдграф, який є лiнiйним та мiстить всi вершини вихiдного графа, нази-
ватимемо каркасним.

Для лiнiйного пiдграфа 𝐻𝑘
𝑙 введемо такi позначення:

– 𝑝(𝐻𝑘
𝑙 ) — кiлькiсть компонент зв’язностi графа 𝐻𝑘

𝑙 , що мають парну кiль-
кiсть вершин.
– 𝑟(𝐻𝑘

𝑙 ) — кiлькiсть компонент зв’язностi графа 𝐻𝑘
𝑙 .

– 𝑐(𝐻𝑘
𝑙 ) — кiлькiсть компонент зв’язностi грфа 𝐻𝑘

𝑙 , що є циклами.
– 𝑤(𝐻𝑘

𝑙 ) — вага 𝐻𝑘
𝑙 , яка є добутком усiх ваг його компонент зв’язностi. Во-

дночас, якщо компонент зв’язностi є ребром (𝑖, 𝑗), то його вага дорiвнює 𝑤2
𝑖𝑗,

а у компонент зв’язностi, що є циклом, вага дорiвнює добутку значень 𝑤𝑖𝑗 по
всiм його ребрах (𝑖, 𝑗).

Теорема 1 (Харарi [10]).
Визначник матрицi сумiжностi довiльного зваженого графа G = (𝐺,𝑤) може
бути порахований за такою формулою:

det𝐴(G) =
∑︁
{𝐻𝑛

𝑙 }

(−1)𝑝(𝐻
𝑛
𝑙 )2𝑐(𝐻

𝑛
𝑙 )𝑤(𝐻𝑛

𝑙 ) (5)

Доведення.

�Розглянемо окремо доданок sign(𝜎)𝑎1𝜎(1)𝑎2𝜎(2)...𝑎𝑛𝜎(𝑛), який входить у фор-
мулу визначника (4). Розглянемо для яких пiдстановок цей доданок ненульо-
вий. Ми розумiємо, що для того, щоб вiн не дорiвнював нулю потрiбно, щоб
кожен його множник 𝑎𝑖𝜎(𝑖) не дорiвнював нулю. Отже, треба, щоб пiдстановка
не мала нерухомих точок, тобто 𝜎(𝑖) ̸= 𝑖, ∀𝑖 ∈ [1, 𝑛], а iнакше 𝑎𝑖𝑖 дорiвнює
нулю. Також вершини 𝑖 та 𝜎(𝑖) мають бути з’єднанi ребром у графi, щоб
множник 𝑎𝑖𝜎(𝑖) не був нульовим.

Якщо розглядати граф на п’яти вершинах i розглянути доданок
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(−1)121𝑎2𝑎3𝑎4𝑎
2
6, який входить в його визначник, то вiн вiдповiдає iснуванню

такого каркасного пiдграфа (рисунок 6).

1

2

3

45

𝑎 2

𝑎
3

𝑎
4

𝑎
6

Рис. 6: 𝐻5
1

Отже, для кожного ненульового доданку ми можемо поставити у вiдпо-
вiднiсть орiєнтований каркасний пiдграф початкового графа G.

Тодi 𝑎1𝜎(1)𝑎2𝜎(2)...𝑎𝑛𝜎(𝑛) буде дорiвнювати добутку всiх ваг 𝑤(𝐻𝑘
𝑙 ).

Оскiльки ми маємо орiєнтований каркасний пiдграф, то цикл ми можемо
орiєнтувати двома способами (рисунок 7).

2

3

4

(а) За годинниковою стрiлкою

2

3

4

(б) Проти годинникової стрiлки

Рис. 7: Орiєнтованi графи

Таким чином, одному неорiєнтованому каркасному пiдграфу ставиться у
вiдповiднiсть 2𝑐(𝐻

𝑛
𝑙 ), де 𝑐(𝐻𝑛

𝑙 ) — кiлькiсть циклiв.
Вiдомо, що цикли парної довжини є непарними. Оскiльки транспозицiя —

це цикл довжини 2, то вона також є непарною. Через те, що на sign(𝜎) мають
вплив лише цикли парної довжини, ми можемо записати знак пiдстановки,
як (−1)𝑝(𝐻

𝑛
𝑙 ), де 𝑝(𝐻𝑛

𝑙 ) — кiлькiсть компонент зв’язностi 𝐻𝑛
𝑙 , що мiстять пар-

ну кiлькiсть вершин, тобто вигляду 𝐴2 та 𝐶𝑛 i 𝑛 — парне.�

Теорема 2 (Захса [11]).
Якщо 𝑃G(𝑥) =

∑︀𝑛
𝑘=0𝑐𝑘𝑥

𝑛−𝑘 = 𝑥𝑛+𝑐1𝑥
𝑛−1+𝑐2𝑥

𝑛−2+...+𝑐𝑛,— характеристичний
многочлен графа G = (𝐺,𝑤), то
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(1) 𝑐1 = 0;
(2) 𝑐2 = −

∑︀
𝑒∈𝐸(𝐺)𝑤(𝑒)

2

(3) 𝑐𝑘 =
∑︀

{𝐻𝑘
𝑙 }
(−1)𝑟(𝐻

𝑘
𝑙 )2𝑐(𝐻

𝑘
𝑙 )𝑤(𝐻𝑘

𝑙 ) для 𝑘 = 1, ..., 𝑛, 𝑙 ∈ N
Доведення.

� Добуток (−1)𝑖𝑐𝑖 дорiвнює сумi головних мiнорiв матрицi сумiжностi графа
G розмiр якої 𝑖× 𝑖, що вiдомо з курсу лiнiйної алгебри. Розглянемо значення
коефiцiєнтiв 𝑐1 та 𝑐2.

Для 𝑐1, добутком (−1)1𝑐1 є сума головних мiнорiв матрицi розмiру 1× 1,
що дорiвнює сумi елементiв матрицi на дiагоналi, в нашому випадку вони
дорiвнюють нулю, тому 𝑐1 = 0.

Для 𝑐2, добутком (−1)2𝑐2 є сума головних мiнорiв матрицi розмiру 2× 2,
тобто вигляду ( 0 0

0 0 ), якщо вершини не з’єднанi, i
(︀

0 𝑤𝑒
𝑤𝑒 0

)︀
, якщо з’єднанi, i 𝑤𝑒

— вага ребра, що з’єднує вершини, тому 𝑐2 = −
∑︀

𝑒∈𝐸(𝐺)𝑤(𝑒)
2.

Таким чином, кожен головний мiнор є визначником матрицi сумiжностi
пiдграфа, породженого 𝑖 вершинами. З урахуванням того, що (−1)𝑟(𝐻

𝑘
𝑙 ) =

(−1)𝑘(−1)𝑝(𝐻
𝑘
𝑙 ), це твердження випливає з попереднього.�

2.5 Приклади застосування теореми Харарi та Захса

Приклад 1.
Для графа 𝐺, зображеного на рисунку 8, використовуючи теорему 1(Ха-

рарi), знайдемо det𝐴(𝐺) та, використовуючи теорему 2(Захса), коефiцiєнти
характеристичного многочлена .

1

2

3

4

𝑎 1
𝑎
2

𝑎 3
𝑎
4

𝑎
5

𝑎6

Рис. 8: 𝐺

Випишемо всi каркаснi пiдграфи графа 𝐺, компоненти зв’язностi яких
цикли i 𝐴2.
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1

2

3

4

𝑎 1
𝑎
2

𝑎 3
𝑎
4

(а) 𝐻4
1

1

2

3

4

𝑎 1

𝑎 3

𝑎
5

𝑎6

(б) 𝐻4
2

1

2

3

4

𝑎
2

𝑎
4

𝑎
5

𝑎6

(в) 𝐻4
3

1

2

3

4

𝑎 1

𝑎 3

(г) 𝐻4
4

1

2

3

4

𝑎
2

𝑎
4

(д) 𝐻4
5

1

2

3

4

𝑎
5

𝑎6

(е) 𝐻4
6

Рис. 9

Маємо шiсть каркасних пiдграфiв (див. рисунок 9). При цьому 𝐻4
1 = 𝐻4

2 =

𝐻4
3 = 𝐶3 та 𝐻4

4 = 𝐻4
5 = 𝐻4

6 = 2𝐴2. Обчислимо числа 𝑝(𝐻𝑘
𝑙 ) та 𝑐(𝐻𝑘

𝑙 ):

𝑝(𝐻4
1) = 𝑝(𝐻4

2) = 𝑝(𝐻4
3) = 1, 𝑐(𝐻4

1) = 𝑐(𝐻4
2) = 𝑐(𝐻4

3) = 1

𝑝(𝐻4
4) = 𝑝(𝐻4

5) = 𝑝(𝐻4
6) = 2, 𝑐(𝐻4

4) = 𝑐(𝐻4
5) = 𝑐(𝐻4

6) = 0

За формулою det𝐴(G) =
∑︀

{𝐻𝑛
𝑙 }
(−1)𝑝(𝐻

𝑛
𝑙 )2𝑐(𝐻

𝑛
𝑙 )𝑤(𝐻𝑛

𝑙 ), отримаємо

det𝐴(G) = (−1)121𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 + (−1)121𝑎1𝑎3𝑎5𝑎6 + (−1)121𝑎2𝑎4𝑎5𝑎6+

+ (−1)220𝑎21𝑎
2
2 + (−1)220𝑎22𝑎

2
4 + (−1)220𝑎25𝑎

2
6 =

= 𝑎21𝑎
2
2 + 𝑎22𝑎

2
4 + 𝑎25𝑎

2
6 − 2(𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 + 𝑎1𝑎3𝑎5𝑎6 + 𝑎2𝑎4𝑎5𝑎6) (6)

За Теоремою Захса:
𝑐1 = 0

𝑐2 = −
∑︀

𝑒∈𝐸(𝐺)𝑤(𝑒)
2 = −(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25 + 𝑎26)

Для знаходження 𝑐3 та 𝑐4 використаємо формулу:

𝑐𝑘 =
∑︀

{𝐻𝑘
𝑙 }
(−1)𝑟(𝐻

𝑘
𝑙 )2𝑐(𝐻

𝑘
𝑙 )𝑤(𝐻𝑘

𝑙 ) для 𝑘 = 1, ..., 𝑛, 𝑙 ∈ N

Випишемо всi лiнiйнi пiдграфи, кiлькiсть вершин у яких дорiвнює 3, та об-
числимо 𝑐3.
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1

2

4

𝑎 1

𝑎
4

𝑎
5

(а) 𝐻3
1

1

2

3

𝑎 1
𝑎
2

𝑎6

(б) 𝐻3
2

2

3

4

𝑎
2

𝑎 3

𝑎
5

(в) 𝐻3
3

1 3

4
𝑎 3

𝑎
4

𝑎6

(г) 𝐻3
4

Рис. 10

Маємо чотири лiнiйних пiдграфа (див. рисунок 10). При цьому 𝐻3
1 = 𝐻3

2 =

𝐻3
3 = 𝐻3

4 = 𝐶3 . Обчислимо числа 𝑟(𝐻𝑘
𝑙 ) та 𝑐(𝐻𝑘

𝑙 ):

𝑟(𝐻3
1) = 𝑟(𝐻3

2) = 𝑟(𝐻3
3) = 𝑟(𝐻3

4) = 1, 𝑐(𝐻3
1) = 𝑐(𝐻3

2) = 𝑐(𝐻3
3) = 𝑐(𝐻3

4) = 1

𝑐3 = −2(𝑎1𝑎4𝑎5 + 𝑎1𝑎2𝑎6 + 𝑎2𝑎3𝑎5 + 𝑎3𝑎4𝑎6)

𝑐4 = det𝐴(G) = 𝑎21𝑎
2
2 + 𝑎22𝑎

2
4 + 𝑎25𝑎

2
6 − 2(𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 + 𝑎1𝑎3𝑎5𝑎6 + 𝑎2𝑎4𝑎5𝑎6)

Отримаємо:

𝑃G(𝜆) = 𝜆4−(𝑎21+𝑎22+𝑎23+𝑎24+𝑎25+𝑎26)𝜆
2−2(𝑎1𝑎4𝑎5+𝑎1𝑎2𝑎6+𝑎2𝑎3𝑎5+𝑎3𝑎4𝑎6)𝜆+

+ 𝑎21𝑎
2
2 + 𝑎22𝑎

2
4 + 𝑎25𝑎

2
6 − 2(𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 + 𝑎1𝑎3𝑎5𝑎6 + 𝑎2𝑎4𝑎5𝑎6) (7)

Обрахуємо визначник та характеристичний многочлен для окремих ви-
падкiв:
1. Усi ваги однаковi:
Нехай 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 𝑎4 = 𝑎5 = 𝑎6 = 𝑎. Пiдставимо у формулу (6), щоб
отримати визначник матрицi сумiжностi:

det𝐴(G) = 𝑎4 + 𝑎4 + 𝑎4 − 2(𝑎4 + 𝑎4 + 𝑎4) = 3𝑎4 − 6𝑎4 = −3𝑎4 (8)

Пiдставимо у формулу (7), щоб отримати характеристичний многочлен:

𝑃G(𝜆) = 𝜆4 − (𝑎2 + 𝑎2 + 𝑎2 + 𝑎2 + 𝑎2 + 𝑎2)𝜆2 − 2(𝑎3 + 𝑎3 + 𝑎3 + 𝑎3)𝜆− 3𝑎4 =

= 𝜆4 − 6𝑎2𝜆2 − 8𝑎3𝜆− 3𝑎4 (9)

2. Вага ребер дорiвнює 1.
Скористаємося попереднiми результатами. Нехай 𝑎 = 1, тодi пiдставимо у
формулу (8), щоб знайти визначник:

det𝐴(G) = −3 · 14 = −3
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Пiдставимо у формулу (9), щоб отримати характеристичний многочлен:

𝑃G(𝜆) = 𝜆4 − 6 · 12𝜆2 − 8 · 13𝜆 − 3 · 14 = 𝜆4 − 6𝜆2 − 8𝜆 − 3 (10)

Приклад 2.
Для графа 𝐺, зображеного на рисунку 11, використовуючи теорему 1(Ха-

рарi), знайдемо det𝐴(𝐺) та, використовуючи теорему 2(Захса), коефiцiєнти
характеристичного многочлена .

1

2

3

45

𝑎
1 𝑎 2

𝑎
3

𝑎
4𝑎 5

𝑎
6

Рис. 11: 𝐺

Випишемо всi каркаснi пiдграфи графа 𝐺, компоненти зв’язностi яких
цикли i 𝐴2.

1

2

3

45

𝑎 2

𝑎
3

𝑎
4

𝑎
6

(а) 𝐻5
1

1

2

3

45

𝑎
1

𝑎
3

𝑎 5

𝑎
6

(б) 𝐻5
2

Рис. 12

Маємо два каркасних пiдграфiв (див. рисунок 12). При цьому 𝐻5
1 = 𝐻5

2 =

𝐶3 ∪ 𝐴2. Обчислимо числа 𝑝(𝐻𝑘
𝑙 ) та 𝑐(𝐻𝑘

𝑙 ):

𝑝(𝐻5
1) = 𝑝(𝐻5

2) = 1, 𝑐(𝐻5
1) = 𝑐(𝐻5

2) = 1

За формулою det𝐴(G) =
∑︀

{𝐻𝑛
𝑙 }
(−1)𝑝(𝐻

𝑛
𝑙 )2𝑐(𝐻

𝑛
𝑙 )𝑤(𝐻𝑛

𝑙 ), отримаємо

det𝐴(G) = (−1)121𝑎2𝑎3𝑎4𝑎
2
6 + (−1)121𝑎1𝑎5𝑎6𝑎

2
3 = −2(𝑎2𝑎3𝑎4𝑎

2
6 + 𝑎1𝑎5𝑎6𝑎

2
3)

(11)
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За Теоремою Захса:
𝑐1 = 0

𝑐2 = −
∑︀

𝑒∈𝐸(𝐺)𝑤(𝑒)
2 = −(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25 + 𝑎26)

Для знаходження 𝑐3 та 𝑐4 використаємо формулу:

𝑐𝑘 =
∑︀

{𝐻𝑘
𝑙 }
(−1)𝑟(𝐻

𝑘
𝑙 )2𝑐(𝐻

𝑘
𝑙 )𝑤(𝐻𝑘

𝑙 ) для 𝑘 = 1, ..., 𝑛., 𝑙 ∈ N

Випишемо всi лiнiйнi пiдграфи, кiлькiсть вершин у яких дорiвнює 3, та об-
числимо 𝑐3.

2

3

4

𝑎 2

𝑎
3

𝑎
4

(а) 𝐻3
1

1

2

5

𝑎
1

𝑎 5

𝑎
6

(б) 𝐻3
2

Рис. 13

Маємо два каркасних пiдграфiв (див. рисунок 13). При цьому 𝐻3
1 = 𝐻3

2 =

𝐶3. Обчислимо числа 𝑟(𝐻𝑘
𝑙 ) та 𝑐(𝐻𝑘

𝑙 ):

𝑟(𝐻3
1) = 𝑟(𝐻3

2) = 1, 𝑐(𝐻3
1) = 𝑐(𝐻3

2) = 1

𝑐3 = −2(𝑎1𝑎5𝑎6 + 𝑎2𝑎3𝑎4)

Випишемо всi лiнiйнi пiдграфи, кiлькiсть вершин у яких дорiвнює 4, та об-
числимо 𝑐4.
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1

2 3

5

𝑎2

𝑎
6

(а) 𝐻4
1

1

2 4

5

𝑎4

𝑎
6

(б) 𝐻4
2

1 2

3

4

𝑎1 𝑎
3

(в) 𝐻4
3

2

3

4

5

𝑎
3

𝑎5

(г) 𝐻4
4

1 3

45

𝑎
3𝑎

6

(д) 𝐻4
5

Рис. 14

Маємо п’ять каркасних пiдграфiв (див. рисунок 14). При цьому 𝐻4
1 =

𝐻4
2 = 𝐻4

3 = 𝐻4
4 = 𝐻4

5 = 2𝐴2. Обчислимо числа 𝑟(𝐻𝑘
𝑙 ) та 𝑐(𝐻𝑘

𝑙 ):

𝑟(𝐻4
1) = 𝑟(𝐻4

2) = 𝑟(𝐻4
3) = 𝑟(𝐻4

4) = 𝑟(𝐻4
5) = 2,

𝑐(𝐻4
1) = 𝑐(𝐻4

2) = 𝑐(𝐻4
3) = 𝑐(𝐻4

4) = 𝑐(𝐻4
5) = 0

𝑐4 = (−1)220𝑎26𝑎
2
2 + (−1)220𝑎26𝑎

2
4 + (−1)220𝑎21𝑎

2
3 + (−1)220𝑎25𝑎

2
3 + (−1)220𝑎26𝑎

2
3 =

= 𝑎26𝑎
2
2 + 𝑎26𝑎

2
4 + 𝑎21𝑎

2
3 + 𝑎25𝑎

2
3 + 𝑎26𝑎

2
3

𝑐5 = − det𝐴(G) = 2(𝑎2𝑎3𝑎4𝑎
2
6 + 𝑎1𝑎5𝑎6𝑎

2
3)

Отримаємо:

𝑃G(𝜆) = 𝜆5 − (𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25 + 𝑎26)𝜆
3 − 2(𝑎1𝑎5𝑎6 + 𝑎2𝑎3𝑎4)𝜆

2+

+ (𝑎26𝑎
2
2 + 𝑎26𝑎

2
4 + 𝑎21𝑎

2
3 + 𝑎25𝑎

2
3 + 𝑎26𝑎

2
3)𝜆+ 2(𝑎2𝑎3𝑎4𝑎

2
6 + 𝑎1𝑎5𝑎6𝑎

2
3)

2.6 Невiд’ємнi, нерозкладнi матрицi, теорема Фробенi-

уса

Введемо деякi означення з теорiї матрицi, з якою докладнiше можна ознайо-
митися в книжках [12],[13].

Означення 18.
Матриця називається невiд’ємною, якщо всi елементи матрицi — невiд’ємнi
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числа, а iнакше, якщо всi елементи матрицi — додатнi числа, додатною.
Означення 19.

Вектор називається невiд’ємним, якщо всi його координати — невiд’ємнi чи-
сла, а iнакше, якщо всi його координати — додатнi числа, додатним.

Усi властивостi невiд’ємних матриць справедливi i для матриць сумiжно-
стi. Оскiльки у неї всi елементи — невiд’ємнi числа, то вона є невiд’ємною
матрицею.

Будемо використовувати такi позначення для матриць:
– якщо матриця невiд’ємна — 𝐴 ≥ 0.
– якщо матриця додатна — 𝐴 > 0.

Та для векторiв:
– якщо вектор невiд’ємний — 𝑥 ≥ 0.
– якщо вектор додатний — 𝑥 > 0.

Означення 20.
Розкладною матрицею називається така матриця, у якої при перестановцi
рядкiв, а потiм сповчикiв в однаковому порядку, можна отримати блочну
матрицю вигляду ( 𝐴 𝐵

0 𝐷 ), де 𝐴 i 𝐷 квадратнi матрицi, а iнакше, матриця на-
зивається нерозкладною.

У наступнiй теоремi сформулюванi важливi для нас властивостi.

Теорема Фробенiуса([12, с.355])
Невiд’ємна нерозкладна матриця 𝐴 завжди має додатне власне значення 𝑟,
що є простим коренем характеристичного рiвняння. Модуль будь-якого iншо-
го власного значення матрицi не бiльше за 𝑟. Найбiльшому власному значен-
ню 𝑟 вiдповiдає власний додатний вектор.

До того ж, якщо 𝐴 має ℎ власних значень, за модулем рiвних 𝑟, то цi
числа всi рiзнi мiж собою та є коренями рiвняння

𝜆ℎ − 𝑥ℎ = 0

Число ℎ називають iндексом iмпримiтивностi. Iмпримiтивною назива-
ється матриця, якщо ℎ > 1, в iншому випадку матриця називається примi-
тивною.

При ℎ > 1 перестановкою рядкiв можна звести матрицю 𝐴 до такого
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“циклiчного” вигляду:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 𝐴12 0 . . . 0

0 0 𝐴23 . . . 0
... . . .

0 0 0 . . . 𝐴ℎ−1,ℎ

𝐴ℎ1 0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, де вздовж головної дiагоналi розташованi квадратнi блоки.

Результати теореми Фробенiуса є справедливими для матрицi сумiжностi,
оскiльки вона є невiд’ємною, а також симетричною. З огляду на те, що у си-
метричної матрицi власнi значення є дiйсними числами, з теореми Фробенiуса
випливає наступна про спектральнi властивостi зважених графiв.

Теорема Фробенiуса для матрицi сумiжностi. ([14])
Нехай G = (𝐺,𝑤) — зв’язний зважений граф та 𝜆G = 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ . . . ≥ 𝜆𝑛 —
власнi значення графа розташованi в порядку не зростання. Тодi

(1) 𝜆G > 0, де 𝜆G — iндекс графа;

(2) |𝜆𝑖| ≤ 𝜆G;

(3) алгебраїчна кратнiсть власного значення 𝜆G дорiвнює одиницi;

(4) iснує додатнiй власний вектор, який вiдповiдає власному значенню 𝜆G;

2.7 Теорема парностi для реберно-зважених графiв

Нагадаємо означення дводольностi графа, яке знадобиться для теореми пар-
ностi.

Означення 21.
Дводольним називається граф, у якого множину вершин можна розбити на
двi частини так, щоб кiнцi кожного ребра належали рiзним частинам.
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5

6

Рис. 15: Дводольний граф

Твердження 4.
Граф дводольний тодi та лише тодi, коли вiн не мiстить циклiв непарної
довжини.

Теорема 1 (парностi [15]).
Граф G, який мiстить хоча б одне ребро, є дводольним тодi й лише тодi, коли
його спектр симетричний вiдносно нуля.

Доведення.

�⇒ Доведемо, що якщо граф дводольний, то його спектр симетричний вiдно-
сно нуля. Розглянемо значення коефiцiєнтiв характеристичного многочлена
з непарними iндексами, тобто (−1)2𝑙+1𝑐2𝑙+1. Для 𝑐2𝑙+1, добутком (−1)2𝑙+1𝑐2𝑙+1

є сума головних мiнорiв матрицi розмiру (2𝑙 + 1) × (2𝑙 + 1). Кожен голов-
ний мiнор є визначником матрицi сумiжностi пiдграфа, породженого 2𝑙 + 1

вершинами. Розглянемо серед доданкiв для кожного визначника тi, якi не
дорiвнюють нулю.

З попереднього твердження ми розумiємо, що дводольний граф i кожен
його пiдграф не мiстить циклiв непарної довжини. Тому ненульвими будуть
доданки виду sign(𝜎)𝑎1𝜎(1)𝑎2𝜎(2)...𝑎2𝑙+1𝜎(2𝑙+1), де 𝜎 — добуток незалежних ци-
клiв парної довжини та транспозицiй. Оскiльки такого не iснує, то

(−1)2𝑙+1𝑐2𝑙+1 = 0.

Таким чином, характеристичний многочлен графа G має вигляд:
–якщо 𝑛 парне, 𝑃G(𝜆) = 𝜆𝑛 + 𝑐2𝜆

𝑛−2 + 𝑐4𝜆
𝑛−4 + ..+ 𝑐𝑛−2𝜆

2 + 𝑐𝑛;
–якщо 𝑛 непарне, 𝑃G(𝜆) = 𝜆(𝜆𝑛−1 + 𝑐2𝜆

𝑛−3 + 𝑐4𝜆
𝑛−5 + ..+ 𝑐𝑛−3𝜆

2 + 𝑐𝑛−1).
Тодi числа −𝛼, 𝛼 будуть або не будуть власними значеннями матрицi су-

мiжностi цього графа одночасно. Отже, спектр графа буде симетричним вiд-
носно нуля.
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⇐ Доведемо, що коли спектр графа симетричний вiдносно нуля, то граф
є дводольним. Нехай 𝑟 — iндекс графа, тодi, оскiльки спектр графа симе-
тричний, то −𝑟 також буде належати йому. Модуль числа −𝑟 дорiвнює 𝑟,
тому матриця сумiжностi A графа G iмпримiтивна. З теореми Фробенiуса
зрозумiло, що iндекс iмпримiтивностi ℎ є парним числом, з чого випливає,
що граф G не мiстить циклiв непарної довжини. �

Наслiдок 1 (про парнiсть для дерева).
Нехай граф G є деревом. Тодi його спектр є симетричним вiдносно нуля.

Доведення.� Це твердження є наслiдком попередньої теореми, оскiльки
дерево є дводольним графом. �
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3 Висновки

У курсовiй роботi висвiтленi деякi результати з спектральної теорiї реберно-
зважених графiв для початку поглибленого вивчення цiєї галузi. Доданi не-
обхiднi означення та твердження для розумiння доведень. Також наявнi при-
клади для кращого розумiння матерiалу.

У 2 роздiлi було зроблено огляд прямих спектральних задач на зважених
графах, що включає в себе основнi означення з теорiї графiв, як нагадування
читачу (пiдроздiл 2.1), основнi означення спектральної теорiї зважених гра-
фiв (пiдроздiл 2.2) та вiдомостi з теорiї пiдстановок (пiдроздiл 2.2.1), якi необ-
хiднi для подальших доведень, теорема Харарi з бiльш детальним доведеням
та теорема Захса(пiдроздiл 2.4), теорема Фробенiуса для реберно-зважених
графiв (пiдроздiл 2.5) та теорема парностi з доведенням (пiдроздiл 2.6). Та-
кож є практична частина: приклади знаходження спектра графа (пiдроздiл
2.3) та приклади застосування теорема Харарi та Захса (пiдроздiл 2.5).
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