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ВСТУП

1 Мета

Метою даної роботи є вивчення моделi взаємодiї трирiвневого атома iз

двома модами електромагнiтного поля, що базується на усередненнi рiвнянь

Гейзенберга у стандартнiй квантовомеханiчнiй моделi, i подальша побудова

iнтегровної динамiчної моделi, що еволюцiонує згiдно таких самих рiвнянь.

Пiсля опису квантовомеханiчної моделi взаємодiї трирiвневого атома iз

двомодовим електромагнiтним полем та здiйсненням його усереднення, ви-

вчимо розв’язки динамiчної моделi, отриманої усередненням. Розв’язки зна-

йдемо чисельно для рiвнянь руху, отриманих усередненням рiвнянь Гейзен-

берга. Таким чином здiйснимо перевiрку вiдповiдностi знайдених рiвнянь до

реальної фiзичної картини. Це дає пiдставу покласти рiвняння в основу по-

будови iнтегровної моделi.

2 Актуальнiсть задачi

Моделi, що описують зв’язок псевдо-спiнових та бозонних динамiчних

об’єктiв дуже розповсюдженi у фiзицi з двох причин:

• вони достатньо точно охоплюють важливi компоненти дослiджуваних

фiзичних систем;

• вони дозволяють отримати еволюцiю фiзичної системи у виглядi систе-

ми диференцiальних рiвнянь, що в бiльшостi випадкiв досить просто

вирiшується чисельно, а в деколи навiть можна отримати аналiтичнi

розв’язки. Це полегшує моделювання фiзичних процесiв.

Список направлень експериментальних робiт, в яких задiянi такi моде-

лi, включає у себе: фiзика твердих речовин, ядерно-магнiтний резонанс, спi-
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йманi йони, конденсати Бозе-Ейнштейна, квантова оптика, атомна оптика

та квантова електродинамiка резонаторiв[1]. Найпростiший приклад експе-

риментального застосування таких моделей – атом у резонаторi з одномо-

довим полем, частота якого пiдiбрана так, що активний лише один перехiд

мiж двома рiвнями, тодi ефективна модель вiдповiдає взаємодiї дворiвне-

вої частинки з гармонiчним осцилятором. Якщо можна знехтувати рухом

атома та застосувати наближення хвилi що обертається, то еволюцiя опи-

сується аналiтично iнтегровною моделлю Джейнса-Каммiнгса[2]. На осно-

вi цiєї моделi пророблено багато теоретичної та експериментальної роботи.

Зокрема були зробленi такi передбачення: затухання-вiдновлення[3], атомне

розходження[4–7], зтискання поля[8–10], неруйнуючi вимiри[11, 12], вiднов-

лення стану[13, 14], однофотоннi стани Фока[15], суперпозицiї когерентних

станiв з великою амплiтудою[16, 17], декогерентнiсть[18, 19]. Серед цих перед-

бачень чимало пiдтвердилися експериментально. Крiм цього подiбнi моделi

можуть застосовуватися у квантовiй iнформатицi при моделюваннi поведiнки

кубiтiв[20].
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Роздiл 1

Огляд лiтератури

1.1 Початкова модель Джейнса-Каммiнгса

Джейнс та Каммiнгс у своїй статтi [2] дослiджували атом, що може пе-

ребувати тiльки у двох станах та знаходиться в одномодовому полi фотонiв.

Вони переслiдували двi мети: 1. Прояснити взаємозв‘язок мiж квантовою тео-

рiєю випромiнення (в якiй електромагнiтне поле описується операторами) та

напiвкласичною теорiєю (в якiй електромагнiтне поле вважається визначе-

ною функцiєю вiд часу). Вони встановили, що можна додати взаємодiю поля

на молекулу та молекули на поле у напiвкласичну теорiю та отримати зако-

номiрностi обмiну енергiї мiж молекулою та полем i когерентнi властивостi

майже такi самi як i в квантовiй теорiї. Зокрема показано, що напiвкласична

теорiя передбачає спонтанне випромiнення з таким самим коефiцiєнтом роз-

паду як i в квантовiй електродинамiцi. 2. Напiвкласична теорiя застосована

до мазера у випадку довiльного розподiлу швидкостей молекул. Виявилося,

що вимiрюванi параметри мазера залежать лише вiд 5-10% найповiльнiших

молекул. Крiм цього вони вирахували теоретичний вплив амплiтуди та ча-

стоти малих збурень на мазер.

1.2 Розширенi варiанти моделi Джейнса-Каммiнгса

Рiзноманiтнi розширенi варiанти моделi Джейнса-Каммiнгса використову-

ються у резонанснiй квантовiй електродинамiцi [1]. Найпоширенiшi варiанти:

багаторiвнева модель Дж-К, часозалежна модель Дж-К, та модель Дж-К з

квантованим рухом.

1.2.1 Часозалежна модель Джейнса-Каммiнгса
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В початковiй моделi Джейнса-Каммiнгса атом вважався замкнутим на

одному мiсцi впродовж взаємодiї, тому не вводили параметрiв залежних вiд

часу, еволюцiя отримувалася у виглядi

|Ψ(t)〉 = e−iHt|Ψ(t = 0)〉 (1.1)

Для врахування такого руху до Гамiльтонiану додають доданок атомар-

ного руху разом з варiацiями деяких мод поля. Але в багатьох випадках

можна замiнити оператор iмпульсу на класичний iмпульс p=mv та позицiю

на x=vt, де mv = p0 = 〈p〉t=0. Оскiльки кiнетична енергiя замiнюється се-

реднiм значенням, то p з невеликою похибкою буде константою руху, або

змiна p буде невеликою у порiвняннi зi енергiєю процеса взаємодiї. Якщо

dp/dt p/T , для деякого часу T, достатньо мала, то можна вважати про-

цес досить адiабатичним. Переходячи до наближення хвилi що обертається

exp(−ip20/2m)Hexp(ip20/2m), рiвняння Шрьодiнгера для моделi ДК набуває

вигляду

i
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = H(t)|Ψ(t)〉 (1.2)

для деякої моди збудження отримуємо 2× 2 блок

i
∂

∂t


a+(n,t)
a−(n,t)


 =


∆/2 g

√
n

g
√
n −∆/2




a+(n,t)
a−(n,t)


 (1.3)

де ∆ та g можуть залежати вiд часу. Незважаючи на простий вигляд рiв-

няння (1.3) рiдко вирiшується аналiтично. Зазвичай знаходять асимптотичнi

рiшення для t=inf при деякого вiдомого початкового стану системи. Найча-

стiше обирають простi початковi стани вигляду |a0−(n)| = 1. Розв’язок може

бути представлений у виглядi матрицi розсiювання що з’єднує початковий та

кiнцевий стани.
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i
∂

∂t


a

∞
+ (n,t)

a∞− (n,t)


 =




√
ωn e−iφn

√
1− ωn

−eiφn
√
1− ωn

√
ωn




a

0
+(n,t)

a0−(n,t)


 (1.4)

У Табл. 1.1 представленi деякi розв’язанi моделi та вигляд залежностi їх

параметрiв вiд часу.

Модель ∆(t)/2 g(t)
√
n

Нульовий детюнинг[21] ∆(t)/2 ≡ 0 будь-яке g(t)

Landau-Zener[22, 23] ∆0t g0
√
n

Rozen-Zener[24] ∆0 g0
√
nsech(t/T )

Demkov-Kunike 1[25] Ē + E0tanh(t/T ) g0
√
n

Demkov-Kunike 2[25] Ē + E0tanh(t/T ) g0
√
nsech(t/T )

Табл. 1.1: Вигляд часозалежних параметрiв для деяких розрахованих 2 × 2

моделей.

1.2.2 Моделi Джейнса-Каммiнгса з квантованим рухом

У бiльшостi експериментiв кiнетична енергiя атома набагато бiльша за

енергiю взаємодiї, можна використати напiвкласичний пiдхiд, кiнетична енер-

гiя вiдкидається та позицiя атома вважається часозалежною. Але завдяки

лазерному охолодженню можливi експерименти з надхолодними атомами з

температурами близько 1 мкК. Такi енергiї руху атомiв досить близькi до

енергiй взаємодiї, їх не можна викидати з Гамiльтонiану. Рiвняння Шрьодiн-

гера для набору квантових чисел Σ



p2 +


∆/2 g

√
n

g
√
n −∆/2




 |φΣ〉 = EΣ|φΣ〉 (1.5)

Коли атом проходить через резонатор перпендикулярно до повздовжньої

моди Фабрi-Перо резонатора параметр взаємодiї має вигляд Гауссiану. Такий
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розподiл ускладнює аналiтичний розв’язок задачi, тому пiдбирають спроще-

нi варiанти розподiлу g(x). Якщо представити стан атома i поля у виглядi

{|ψ±〉 = 1√
2
(|n−1,+〉±|n,−〉)} задача зводиться до задачi розсiяння частинки

на потенцiальнiй ямi або бар’єрi. |ψ+〉 вiдчуває бар’єр, |ψ−〉 вiдчуває яму. Ма-

ємо чотири амплiтуди розсiяння для поєднаного стану: вiдбиття збудженого

атома Rn−1,+, вiдбиття незбудженого атома Rn,−, та вiдповiднi проходження

Tn−1,+, Tn,−. Вони пов’язанi з амплiтудами розсiяння ρ±n та τ±n

Rn−1,+ =
1

2
(ρ+n + ρ−n ),

Rn,− =
1

2
(ρ+n − ρ−n ),

Tn−1,+ =
1

2
(τ+n + τ−n ),

Tn,− =
1

2
(τ+n − τ−n )

(1.6)

Для розподiлу g(x) у виглядi функцiї Меса

g(x) =



g0, x ∈ (0,L)

0, x /∈ (0,L)
(1.7)

та для початкових умов при яких атом у збудженому станi розв’язок [26]

ρ±n = i∆±
n sin(k

±
nL),

τ±n = [cos(k±nL)− iΣ±
n sin(k

±
nL)]

−1,
(1.8)

де

k±n = (k ∓ κ2
n)

1/2,

∆±
n =

1

2
(
k±n
k

− k

k±n
),

Σ±
n =

1

2
(
k±n
k

+
k

k±n
),

κn = 4

√
g20(n+ 1).

(1.9)
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1.2.3 Багаторiвневi варiанти моделi Джейнса-Каммiнгса

Багаторiвневi варiанти моделi Джейнса-Каммiнгса вiдрiзняються вiд ба-

зової або бiльшою кiлькiстю рiвнiв атома, або бiльшою кiлькiстю мод поля,

або комбiнацiєю з обох.

1.2.3.1 Дворiвневий атом з двома iдентичними модами Модель

дворiвневого атома з двома модами що мають iдентичнi частоти та поляри-

зацiю задається Гамiльтонiаном[27]

Ĥ2m =
Ω

2
σz + ωa†1a1 + ωa†2a2 + g1(a

†
1σ

− + a1σ
+) + g2(a

†
2σ

− + a2σ
+)

Вводять оператори бозонiв у виглядi

A = K12(g2a1 − g1a2), (1.10)

B = K12(g1a1 + g2a2), (1.11)

де K12 = (g21 + g22)
−1/2, пiсля цього Гамiльтонiан можна подати у виглядi

Ĥ2m =
Ω

2
σz +K−1

12 (Bσ+ + B†σ−).

В такому виглядi задача вирiшується аналогiчно до звичайної моделi Джейнса-

Каммiнгса, у якiй одномодовий стан поля |n〉 замiнено на двомодовий |j〉 =
(B†)j√

j!
|0,0〉.

1.2.3.2 Два iдентичнi дворiвневi атоми у одномодовому полi

Описується задача Гамiльтонiаном

Ĥ2a = ∆a†a+ g[a†(σ−
1 + σ−

2 ) + a(σ+
1 + σ+

2 )]
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де використано N = a†a+ 1
2σz1+

1
2σz2 = const, цю задачу iнколи називають

моделлю Тревiса-Каммiнгса або моделлю Дiкке[28]. Стан системи розклада-

ється по чотирьом базовим станам

{|n− 1,+ ,−〉,|n,− ,−〉,|n− 1,− ,+〉,|n− 2,+ ,+〉}

Гамiльтонiан у матричному представленнi

Ĥ2a =




(n− 1)∆ g
√
n 0 g

√
n− 2

g
√
n n∆ g

√
n 0

0 g
√
n (n− 1)∆ g

√
n− 1

g
√
n− 2 0 g

√
n− 1 (n− 2)∆




.
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Роздiл 2

Трирiвнева модель взаємодiї атома з електромагнiтним

полем

2.1 Постановка задачi

Взаємодiю сталого електромагнiтного поля E (завжди можна перейти до

такої системи вiдлiку, де залишається тiльки електричне поле) з атомом мо-

жна описати у дипольному наближеннi таки гамiльтонiаном

H = HA +HF − erE,

Тут HF та HA — енергiї поля та атома за вiдсутностi взаємодiї. В диполь-

ному наближеннi поле вважається однорiдним у всьому атомi.

Енергiю вiльного поля можна виразити через оператори народженнi i зни-

щення мод iз частотами ωk:

HF =
∑
k

�ωkâ
†
kâk.

Оператори HA та er можна записати через оператори атомних переходiв

σij = |i〉〈j| з рiвня j на рiвень i, де {|i〉} — повний набiр власних енергетичних

станiв атома, тобто
∑

i |i〉〈i|=1. Позначимо власнi значення оператора HA

через Ei, тобто HA|i〉=Ei|i〉 i можемо записати

HA =
∑
i

Ei|i〉〈i| =
∑
i

Eiσii.

Позначаючи через Pij = e〈i|r|j〉 матричний елемент електричного диполь-

ного переходу, запишемо оператор er. Оператор електричного поля E запи-

шемо через оператори народженнi i знищення мод iз частотами ωk. А саме:
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er =
∑
i,j

Pijσij, E =
∑
k

ekEk
(
âk + âk†

)
,

де Ek =
√
�ωk/(2ε0V ), {ek} — базис дiйсних одиничних векторiв поляри-

зацiї.

Збираючи докупи усi доданки, матимемо

H =
∑
i

Eiσii +
∑
k

�ωkâ
†
kâk + �

∑
i�=j

∑
k

gijk σij
(
âk + â†k

)
, gijk = −PijEkek/�.

Якщо вважати, що стала взаємодiї атома iз полем однакова для усiх рiвнiв

gk = gijk = gjik , то останнiй доданок набуває вигляду

�
∑
i<j

∑
k

gk
(
σij + σji

)(
âk + â†k

)
.

Для кожного набору σii, σjj, σji, σij, де Ei<Ej, зручно використовувати

позначення:

2σz = σii − σjj, σ− = σij, σ+ = σji.

Оператор σ+ переводить атом iз нижнього стану |i〉 з енергiєю Ei у верхнiй

стан |j〉 з енергiєю Ej. Оскiльки Ei<Ej, то Ei−Ej =−Ωij�, де Ωij — часто-

та переходу |i〉→ |j〉. Оператори σ+, σ−, σz утворюють sl(2)-трiйку i вони

задовольняють такi комутацiйнi спiввiдношення:

[σz,σ+] = 2σ+, [σz,σ−] = −2σ−, [σ+,σ−] = σz

i в матричному виглядi для дворiвневого атома можуть бути реалiзованi та-

кими матрицями:

σ+ =


0 1

0 0


 , σ− =


0 0

1 0


 , σz =


1 0

0 −1


 .
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У нових позначення гамiльтонiан набуває вигляду

H = −
∑
a

�Ωaσ
a
z +

∑
k

�ωkâ
†
kâk + �

∑
a

∑
k

gk
(
σa
+ + σa

−
)(
âk + â†k

)
,

де iндекс a пробiгає усi атомнi переходи. У виразi для гамiльтонiану нехтуємо

сталим доданком.

В останнiй сумi, що описує взаємодiю електромагнiтного поля з атомом,

кожен доданок мiстить чотири члени: σ+âk, σ−â†k, σ+â
†
k, σ−âk. Член σ+âk опи-

сує процес поглинання фотону моди k i переведення атома з нижнього рiвня

|i〉 у верхнiй рiвень |j〉, член σ−â
†
k описує зворотнiй процес переходу атома з

верхнього рiвня |j〉 у нижнiй |i〉 та випромiнювання фотону моди k. Енергiя

зберiгається в обох випадках. Член σ+â
†
k описує процес переходу атома у стан

з бiльшою енергiєю та випромiнення фотону, що потребує збiльшення енергiї

на �(Ωa+ωa). Аналогiчно член σ−âk описує процес, який проходить iз втра-

тою енергiї �(Ωa+ωa). Тут враховано, що частота моди поля та резонансна

частота атома можуть не збiгатися, тобто є розстройка. В наближенiй хви-

лi, яка обертається (RWA), нехтують доданками, якi не зберiгають енергiю.

Наближений гамiльтонiан має вигляд

H = −
∑
a

�Ωaσ
a
z +

∑
k

�ωkâ
†
kâk + �

∑
a

∑
k

gk
(
σa
+âk + σa

−â
†
k

)
.

2.2 Трирiвнева модель

У трирiвневiй моделi атома з усiх його рiвнiв видiляють три, якi беруть

участь у атомних переходах, збуджених свiтлом певних частот. Поставимо у

вiдповiднiсть цим рiвням квантовi стани:

• |n1,l1,m1〉 або простiше |1〉 з енергiєю1 E1=−Z2/(2n2
1),

1Нагадаємо, що енергiя атомного стану визначається так: E =−Z2/(2n2), де через Z позначено заряд

атома, а n — головне квантове число, яке набуває значень 1, 2, . . . , тобто E =−Z2/2 є енергiєю першого най-
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• |n2,l2,m2〉 або |2〉 з енергiєю E2=−Z2/(2n2
2),

• |n3,l3,m3〉 або |3〉 з енергiєю E3=−Z2/(2n2
3),

якi є власними для атомного гамiльтонiана HA. Надалi будемо вважати, що

E1< E2< E3.

Модель Джейнса—Каммiнгса працює з дипольним наближенням взаємо-

дiї атома з електромагнiтним полем. Як показує обчислення матричних еле-

ментiв оператора електричного дипольного момента, у дипольнiй взаємодiї

беруть участь лише тi пари станiв, для яких орбiтальнi квантовi числа вiдрi-

зняються на одиницю. Серед набору з трьох рiвнiв можна знайти не бiльше

двох пар таких станiв. Тодi третя пара рiвнiв буде мати або однаковi орбi-

тальнi числа, або їх орбiтальнi числа вiдрiзнятимуться на 2. Якщо орбiтальнi

квантовi числа рiвнi, то ... Мiж парою рiвнiв, якi мають рiзницю в орбiталь-

них квантових числах рiвну 2, можуть реалiзуватись квадрупольнi переходи,

iнтенсивнiсть яких ... менша за iнтенсивнiсть дипольних переходiв. Тому у

моделях типу Джейнса—Каммiнгса такi переходи не розглядають — просто

«забороняють» таке випромiнювання.

Будемо розглядати таку комбiнацiю трьох атомних рiвнiв, серед яких двi

пари зв’язанi дипольними переходами. В залежностi вiд того, як спiввiд-

носяться енергiї цих рiвнiв, можливi три схеми процесiв випромiнювання-

поглинання: їх називають Λ, V та Ξ-конфiгурацiями:

Λ-конфiгурацiя
E1

E2

E3

�
�
�
��

�
�
�
��

�
��

�
�
��

Ω13
Ω23

V -конфiгурацiя
E1

E2

E3

�
�
�
��

�
�
�
�� ���

���

Ω13

Ω12

Ξ-конфiгурацiя
E1

E2

E3 �

�

�

�

Ω23

Ω12

нижчого рiвня. Наведена формула дає енергiю в атомних одиницях енергiї εa = e2/a=µe4/�2 ≈ 27,21 еВ, де

e — заряд електрона, µ — зведена маса системи ядро—електрон. Тодi реальне значення енергiї становить

Eεa.
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На схемах переходiв позначенi лише дипольнi атомнi переходи та вказано

частоти переходiв: �Ω12= E2−E1, �Ω13= E3−E1, �Ω23= E3−E2.

Найкраще вивчена Λ-конфiгурацiя [29–34].

Для опису процесiв випромiнювання та поглинання фотонiв будемо ви-

користовувати оператори народження â†k та знищення âk фотона з частотою

ωk, тобто k-ї моди електромагнiтного поля; вони задовольняють стандартнi

комутацiйнi спiввiдношення

[âk,â
†
m] = δkm, [âk,âm] = [â†k,â

†
m] = 0.

2.3 Зв’язок з алгеброю sl(3)

Нагадаємо, що в базисi {|i〉} власних станiв атомного гамiльтонiна HA

атомний перехiд з рiвня |j〉 на рiвень |i〉 описує оператор σ̂ij = |i〉〈j|. Нас бу-

дуть цiкавити лише оператори переходiв мiж трьома обраними рiвнями. Вiд-

носно операцiї комутування [σ̂ij,σ̂kl] = σ̂ilδkj−σ̂kjδil такi оператори утворюють

алгебру sl(3):

[σ̂12,σ̂21] = σ̂11 − σ̂22, [σ̂13,σ̂31] = σ̂11 − σ̂33, [σ̂23,σ̂32] = σ̂22 − σ̂33,

[σ̂11,σ̂12] = σ̂12, [σ̂11,σ̂21] = −σ̂21, [σ̂11,σ̂13] = σ̂13, [σ̂11,σ̂31] = −σ̂31,

[σ̂22,σ̂12] = −σ̂12, [σ̂22,σ̂21] = σ̂21, [σ̂22,σ̂23] = σ̂23, [σ̂22,σ̂32] = −σ̂32,

[σ̂33,σ̂13] = −σ̂13, [σ̂33,σ̂31] = σ̂31, [σ̂33,σ̂23] = −σ̂23, [σ̂33,σ̂32] = σ̂32,

[σ̂12,σ̂13] = 0, [σ̂12,σ̂31] = −σ̂32, [σ̂21,σ̂13] = σ̂23, [σ̂21,σ̂31] = 0

[σ̂13,σ̂23] = 0, [σ̂13,σ̂32] = σ̂12, [σ̂23,σ̂31] = σ̂21, [σ̂31,σ̂32] = 0.

Цю властивiсть операторiв атомних переходiв для трирiвневої моделi атома

було зауважено у статтях [30, 35]. У монографiї [36] алгебраїчну структуру

цих операторiв показано бiльш загально. Так, оператори якi зв’язують пару
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рiвнiв: σ̂ik, σ̂ki, σ̂ii− σ̂kk утворюють sl(2)-трiйку, а саме:

[σ̂ik,σ̂ki] = σ̂ii − σ̂kk, [σ̂ii − σ̂kk, σ̂ik] = 2σ̂ik, [σ̂ii − σ̂kk, σ̂ki] = −2σ̂ki.

(2.1)

Цi спостереження узагальнюються на n-рiвневу модель атома — оператори

вiдповiдних атомних переходiв утворюють алгебру Лi sl(n).

Такий зв’язок мiж набором операторiв атомних переходiв та алгеброю Лi

дозволяє використати матричне представлення алгебри Лi, алгебри sl(3) у

випадку трирiвневої моделi:

X̂+
1 =




0 1 0

0 0 0

0 0 0


 , X̂−

1 =




0 0 0

1 0 0

0 0 0


 , Ĥ1 =




1 0 0

0 −1 0

0 0 0


 ,

X̂+
2 =




0 0 0

0 0 1

0 0 0


 , X̂−

2 =




0 0 0

0 0 0

0 1 0


 , Ĥ2 =




0 0 0

0 1 0

0 0 −1


 ,

X̂+
3 =




0 0 1

0 0 0

0 0 0


 , X̂−

3 =




0 0 0

0 0 0

1 0 0


 , Ĥ3 = Ĥ1 + Ĥ2 =




1 0 0

0 0 0

0 0 −1


 ,

[X̂+
1 ,X̂

−
1 ] = Ĥ1,

[Ĥ1,X̂
+
1 ] = 2X̂+

1 ,

[Ĥ1,X̂
−
1 ] = −2X̂−

1 ;

[X̂+
2 ,X̂

−
2 ] = Ĥ2,

[Ĥ2,X̂
+
2 ] = 2X̂+

2 ,

[Ĥ2,X̂
−
2 ] = −2X̂−

2 ;

[X̂+
3 ,X̂

−
3 ] = Ĥ3,

[Ĥ3,X̂
+
3 ] = 2X̂+

3 ,

[Ĥ3,X̂
−
3 ] = −2X̂−

3 .

(2.2)

Тут елементи алгебри згрупованi у sl(2)-трiйки, причому комутацiйнi спiв-

вiдношення збiгаються з (2.1).
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Випишемо явно всi комутацiйнi спiввiдношення алгебри sl(3):

[X̂+
1 ,X̂

−
1 ] = Ĥ1, [Ĥ1,X̂

+
1 ] = 2X̂+

1 , [Ĥ1,X̂
−
1 ] = −2X̂−

1 ,

[Ĥ1,X̂
+
3 ] = X̂+

3 , [Ĥ1,X̂
−
3 ] = −X̂−

3 , [Ĥ1,X̂
+
2 ] = −X̂+

2 ,

[Ĥ1,X̂
−
2 ] = X̂−

2 , [X̂+
1 ,X̂

+
3 ] = [X̂−

1 ,X̂
−
3 ] = 0, [X̂−

1 ,X̂
+
3 ] = X̂+

2 ,

[X̂+
1 ,X̂

−
3 ] = −X̂−

2 [X̂+
2 ,X̂

−
2 ] = Ĥ2, [Ĥ2,X̂

+
2 ] = 2X̂+

2 ,

[Ĥ2,X̂
−
2 ] = −2X̂−

2 , [Ĥ2,X̂
+
3 ] = X̂+

3 , [Ĥ2,X̂
−
3 ] = −X̂−

3 ,

[Ĥ2,X̂
+
1 ] = −X̂+

1 , [Ĥ2,X̂
−
1 ] = X̂−

1 , [X̂+
2 ,X̂

−
1 ] = [X̂−

2 ,X̂
+
1 ] = 0,

[X̂+
2 ,X̂

+
1 ] = −X̂+

3 , [X̂−
2 ,X̂

−
1 ] = X̂−

3 , [X̂+
3 ,X̂

−
3 ] = Ĥ3,

[Ĥ3,X̂
+
3 ] = 2X̂+

3 , [Ĥ3,X̂
−
3 ] = −2X̂−

3 , [Ĥ3,X̂
+
2 ] = X̂+

2 ,

[Ĥ3,X̂
−
2 ] = −X̂−

2 , [Ĥ3,X̂
+
1 ] = X̂+

1 , [Ĥ3,X̂
−
1 ] = −X̂−

1 ,

[X̂+
3 ,X̂

+
2 ] = [X̂−

3 ,X̂
−
2 ] = 0, [X̂+

3 ,X̂
−
2 ] = X̂+

1 , [X̂−
3 ,X̂

+
2 ] = −X̂−

1 .

Атомнi стани будемо представляти через стандартний базис у C3:

|1〉 =




1

0

0


 , |2〉 =




0

1

0


 , |3〉 =




0

0

1


 .

Безпосередня перевiрка виявляє: X̂+
1 |2〉= |1〉, X̂−

1 |1〉= |2〉. В подальшому бу-

демо асоцiювати з матрицею X̂+
1 оператор σ̂12 опускання зi стану |2〉 у стан

|1〉, з матрицею X̂−
1 — оператор σ̂21 пiдняття зi стану |1〉 у стан |2〉, а з ма-

трицею Ĥ1 — оператор σ̂11− σ̂22, який описує iнверсну заселенiсть станiв |1〉

та |2〉. Замiсть позначень σ̂12, σ̂21, σ̂11− σ̂22 будемо використовувати Ŝ−
1 , Ŝ+

1 ,

−Ŝz
1 . Аналогiчнi зв’язки та змiну позначень використаємо для iнших пар рiв-

нiв. Набiр операторiв {Ŝa} теж утворює алгебру sl(3), причому служить в нiй

дуальним базисом. В цьому проглядається стандартна схема побудови iнте-

гровних систем, для яких фазовим простором служить простiр дуальний до

алгебри петель, побудованої на алгебрi Лi.
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З огляду на матричне представлення алгебри Лi, будемо зв’язувати iндекс

1 з переходом 1↔ 2, iндекс 2 — з переходом 2↔ 3, iндекс 3 — з переходом

1↔ 3. Опишемо всi три конфiгурацiї, використовуючи спiльнi позначення та

фiксоване розташування рiвнiв: E1< E2< E3.

2.3.1 Λ-конфiгурацiя

Розглянемо конфiгурацiю з переходами 1→ 3, 3→ 2. Позначимо резонан-

снi частоти переходiв через

Ω13= �−1(E3−E1), Ω23= �−1(E3−E2).

З усiх мод електромагнiтного поля доцiльно видiлити двi з частотами ω13, ω23,

близькими до резонансних частот атома: Ω13−ω13=∆13, Ω23−ω23=∆23, де

через ∆13, ∆23 позначено розстройку (або детюнiнг). Позначаючи атомнi рiвнi

через квантовi числа:

для лiнiйно поляризованого свiтла
|n1,l,m〉 → |n3,l + 1,m〉 → |n2,l,m〉 або

|n1,l,m〉 → |n3,l + 1,m〉 → |n2,l + 2,m〉 або

|n1,l,m〉 → |n3,l − 1,m〉 → |n2,l − 2,m〉 або

|n1,l,m〉 → |n3,l − 1,m〉 → |n2,l,m〉.
запишемо в матричному представленнi оператор, який описує дипольну вза-

ємодiю:

erE =




0 0 〈n3,l + 1,m|ẑ|n1,l,m〉

0 0 〈n3,l + 1,m|x̂−|n2,l,m+ 1〉

〈n1,l,m|ẑ|n3,l + 1,m〉 〈n2,l,m+ 1|x̂+|n3,l + 1,m〉 0


 =

4πg




0 0
Rn1,l,n3,l+1

(2l+3)(2l+1)
(l+m+1)!
(l−m)!

√
ω13

0 0 − Rn2,l,n3,l+1

(2l+3)(2l+1)
(l+m+2)!
(l−m)!

√
ω23

Rn1,l,n3,l+1

(2l+3)(2l+1)
(l+m+1)!
(l−m)!

√
ω13 − Rn2,l,n3,l+1

(2l+3)(2l+1)
(l+m+2)!
(l−m)!

√
ω23 0


 .

Бачимо, що два недiагональнi елементи зануляються, i запису такого оператора до-

статньо векторiв X̂±
2 , X̂±

3 з базису (2.2). Тому для запису дiагонального оператора заселе-
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ностей атомних рiвнiв в данiй конфiгурацiї вiзьмемо на роль базису в пiдалгебрi Картана

вiдповiднi елементи: Ĥ2, Ĥ3, тодi Ĥ1 = Ĥ3 − Ĥ2.

Модельний гамiльтонiан Λ-конфiгурацiї в наближеннi хвилi, що обертається, має ви-

гляд
ĤΛ = E1σ̂11 + E2σ̂22 + E3σ̂33 + �ω13â

†
3â3 + �ω23â

†
2â2+

�g13
(
σ̂31â3 + σ̂13â

†
3

)
+ �g23

(
σ̂32â2 + σ̂23â

†
2

)
.

(2.3)

З наведених вище комутацiйних спiввiдношень дiстаємо

X̂+
3 ∼ σ̂13 = Ŝ−

3 , X̂−
3 ∼ σ̂31 = Ŝ+

3 , Ĥ3 ∼ σ̂11 − σ̂33 = −Ŝz
3 ,

X̂+
2 ∼ σ̂23 = Ŝ−

2 , X̂−
2 ∼ σ̂32 = Ŝ+

2 , Ĥ2 ∼ σ̂22 − σ̂33 = −Ŝz
2 ,

X̂+
1 ∼ σ̂12 = Ŝ−

1 , X̂−
1 ∼ σ̂21 = Ŝ+

3 , Ĥ1 ∼ σ̂11 − σ̂22 = Ŝz
2 − Ŝz

3 .

(2.4)

Розв’язуючи систему рiвнянь на σ̂11, σ̂22, σ̂33, знаходимо:




Ŝz
3 = σ̂33 − σ̂11

Ŝz
2 = σ̂33 − σ̂22

σ̂11 + σ̂22 + σ̂33 = I3

⇒





σ̂11 =
1
3

(
I3 − 2Ŝz

3 + Ŝz
2

)

σ̂22 =
1
3

(
I3 + Ŝz

3 − 2Ŝz
2

)

σ̂33 =
1
3

(
I3 + Ŝz

2 + Ŝz
3

)

Тодi дiагональна частина гамiльтонiана набуває вигляду:

E1σ̂11 + E2σ̂22 + E3σ̂33 =
1
3
(E2 + E3 − 2E1) Ŝz

3 +
1
3
(E1 + E3 − 2E2) Ŝz

2 +
1
3
(E1 + E2 + E3) I3 =

= 1
3
�
(
2Ω13 − Ω23

)
Ŝz
3 +

1
3
�
(
2Ω23 − Ω13

)
Ŝz
2 = 1

3
�Ω13

(
2Ŝz

3 − Ŝz
2) +

1
3
�Ω23

(
2Ŝz

2 − Ŝz
3).

Сталий доданок 1
3
(E1 + E2 + E3) в подальшому будемо вiдкидати.

Зауважимо, що набiр операторiв {Ŝ−
1 , Ŝ+

1 , Ŝ−
2 , Ŝ+

2 , 1
3
(2Ŝz

2 − Ŝz
3), Ŝ

−
3 , Ŝ+

3 , 1
3
(2Ŝz

3 − Ŝz
2)},

якщо використати для нього те саме матричне представлення (2.2), є дуальними вiдносно

скалярного добутку 〈A,B〉= TrAB до базису матриць {X̂+
1 , X̂−

1 , X̂+
2 , X̂−

2 , Ĥ2, X̂+
3 , X̂−

3 ,

Ĥ3}. У цьому легко переконатися безпосереднiм обчисленням:

Ĥ2 =




0 0 0

0 1 0

0 0 −1


 , (Ĥ2)

∗ = 1
3

(
2Ĥ2 − Ĥ3

)
=

1

3




−1 0 0

0 2 0

0 0 −1


 ,

Ĥ3 =




1 0 0

0 0 0

0 0 −1


 , (Ĥ3)

∗ = 1
3

(
2Ĥ3 − Ĥ2

)
=

1

3




2 0 0

0 −1 0

0 0 −1


 .

2.3.1.1 Гамiльтонiан та рiвняння руху в Λ-конфiгурацiї Остато-

чно, модельний гамiльтонiан Λ-конфiгурацiї набуває вигляду2

2Надалi покладемо �=1.
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ĤΛ = 1
3
�
(
2Ω13 − Ω23

)
Ŝz
3 +

1
3
�
(
2Ω23 − Ω13

)
Ŝz
2 + �ω13â

†
3â3 + �ω23â

†
2â2+

+ �g13
(
â†3Ŝ

−
3 + â3Ŝ

+
3

)
+ �g23

(
â†2Ŝ

−
2 + â2Ŝ

+
2

)
. (2.5)

Запишемо рiвняння руху у форму Гайзенберга: i�dŜa/dt= [Ŝa,ĤΛ] для цiєї конфiгура-

цiї:

i
dŜ−

2

dt
= Ω23Ŝ

−
2 + g13â3Ŝ

+
1 − g23â2Ŝ

z
2 (2.6)

i
dâ2
dt

= ω23â2 + g23Ŝ
−
2

i
dŜ+

2

dt
= −Ω23Ŝ

+
2 − g13â

†
3Ŝ

−
1 + g23â

†
2Ŝ

z
2 (2.7)

i
dâ†2
dt

= −ω23â
†
2 − g23Ŝ

+
2

i
dŜz

2

dt
= −g13

(
â†3Ŝ

−
3 − â3Ŝ

+
3

)
− 2g23

(
â†2Ŝ

−
2 − â2Ŝ

+
2

)
(2.8)

i
dŜ−

3

dt
= Ω13Ŝ

−
3 − g13â3Ŝ

z
3 + g23â2S

−
1 (2.9)

i
dâ3
dt

= ω13â3 + g13Ŝ
−
3

i
dŜ+

3

dt
= −Ω13Ŝ

+
3 + g13â

†
3Ŝ

z
3 − g23â

†
2S

+
1 (2.10)

i
dâ†3
dt

= −ω13â
†
3 − g13Ŝ

+
3

i
dŜz

3

dt
= −2g13

(
â†3Ŝ

−
3 − â3Ŝ

+
3

)
− g23

(
â†2Ŝ

−
2 − â2Ŝ

+
2

)
;

i
dŜ−

1

dt
= (Ω13 − Ω23)Ŝ

−
1 − g13â3Ŝ

+
2 + g23â

†
2Ŝ

−
3 , Ω13 − Ω23 = Ω12

i
dŜ+

1

dt
= −(Ω13 − Ω23)Ŝ

+
1 + g13â

†
3Ŝ

−
2 + g23â2Ŝ

+
3

Рiвняння для змiнних Ŝ−
2 , Ŝ+

2 , Ŝz
2 , Ŝ

−
3 , Ŝ+

3 , Ŝz
3 , якi присутнi у гамiльтонiанi HΛ, виявляються

незамкненими, оскiльки у правiй частинi з’являються оператори Ŝ−
1 , Ŝ+

1 — додамо також

рiвняння для цих операторiв. Зауважимо, що доданки з операторами Ŝ−
1 , Ŝ+

1 суперечать

закону збереження енергiї i їх можна вiдкинути.

2.3.2 V -конфiгурацiя
Розглянемо конфiгурацiю з переходами 3→ 1, 1→ 2. Позначимо резонанснi частоти

переходiв Ω12 = �−1(E2 −E1), Ω13 = �−1(E3 −E1). Так само виберемо моди електромагнiтного

поля з частотами ω12, ω13, близькими до резонансних частот атома, детюнiнг позначимо

через ∆12, ∆13.
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1 : |n1,l,m〉, 2 : |n2,l + 1,m+ 1〉, 3 : |n3,l + 1,m〉,

erE =




0 〈n2,l + 1,m+ 1|x̂+|n1,l,m〉 〈n3,l + 1,m|ẑ|n1,l,m〉

〈n1,l,m|x̂−|n2,l + 1,m+ 1〉 0 0

〈n1,l,m|ẑ|n3,l + 1,m〉 0 0


 =

4πg




0 − Rn1,l,n2,l+1

(2l+3)(2l+1)
(l+m+2)!
(l−m)!

√
ω12

Rn1,l,n3,l+1

(2l+3)(2l+1)
(l+m+1)!
(l−m)!

√
ω13

− Rn1,l,n2,l+1

(2l+3)(2l+1)
(l+m+2)!
(l−m)!

√
ω12 0 0

Rn1,l,n3,l+1

(2l+3)(2l+1)
(l+m+1)!
(l−m)!

√
ω13 0 0


 .

Для запису такого оператора достатньо векторiв X̂±
1 , X̂±

3 , вiдповiдно виберемо базис

в пiдалгебрi Картана: Ĥ1, Ĥ3, тодi Ĥ2 = Ĥ3 − Ĥ1.

Модельний гамiльтонiан в наближеннi хвилi, що обертається

ĤV = E1σ̂11 + E2σ̂22 + E3σ̂33 + �ω12â
†
1â1 + �ω13â

†
3â3 + �g12

(
σ̂21â1 + σ̂12â

†
1

)
+ �g13

(
σ̂31â3 + σ̂13â

†
3

)
.

(2.11)

Використаємо спiввiдношення (2.4), єдиною вiдмiннiстю буде iнший базис в пiдалгебрi

Картана:

Ĥ1 ∼ σ̂11 − σ̂22 = −Ŝz
1 , Ĥ3 ∼ σ̂11 − σ̂33 = −Ŝz

3 , Ĥ2 ∼ σ̂22 − σ̂33 = Ŝz
1 − Ŝz

3 ;


Ŝz
1 = σ̂22 − σ̂11

Ŝz
3 = σ̂33 − σ̂11

σ̂11 + σ̂22 + σ̂33 = I3

⇒




σ̂11 =
1
3

(
I3 − Ŝ1 − Ŝ3

)

σ̂22 =
1
3

(
I3 − Ŝ3 + 2Ŝ1

)

σ̂33 =
1
3

(
I3 − Ŝ1 + 2Ŝ3

)

перетворимо атомний гамiльтонiан:

E1σ̂11 + E2σ̂22 + E3σ̂33 =
1
3
(2E2 − E1 − E3) Ŝz

1 +
1
3
(2E3 − E1 − E2) Ŝz

3 +
1
3
(E1 + E2 + E3) I3 =

= 1
3
�
(
2Ω12 − Ω13

)
Ŝz
1 +

1
3
�
(
2Ω13 − Ω12

)
Ŝz
3 = 1

3
�
(
2Ŝz

1 − Ŝz
3

)
Ω12 +

1
3
�
(
2Ŝz

3 − Ŝz
1

)
Ω13.

Також можна зауважити, що набiр операторiв {Ŝ−
1 , Ŝ+

1 , 1
3
(2Ŝz

1 − Ŝz
3), Ŝ

−
2 , Ŝ+

2 , Ŝ−
3 , Ŝ+

3 ,
1
3
(2Ŝz

3 − Ŝz
1)}, якщо використати для нього матричне представлення (2.2), є дуальними

вiдносно скалярного добутку 〈A,B〉= TrAB до базису матриць {X̂+
1 , X̂−

1 , Ĥ1, X̂+
2 , X̂−

2 ,

X̂+
3 , X̂−

3 , Ĥ3}.
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2.3.2.1 Гамiльтонiан та рiвняння руху у V -конфiгурацiї Модель-

ний гамiльтонiан V -конфiгурацiї набуває вигляду

ĤV = 1
3
�
(
2Ω12 − Ω13

)
Ŝz
1 +

1
3
�
(
2Ω13 − Ω12

)
Ŝz
3 + �ω12â

†
1â1 + �ω13â

†
2â2+

+ �g12
(
â†1Ŝ

−
1 + â1Ŝ

+
1

)
+ �g13

(
â†3Ŝ

−
3 + â3Ŝ

+
3

)
. (2.12)

Запишемо рiвняння руху у формi Гайзенберга: i�dŜa/dt= [Ŝa,ĤV ] для цiєї конфiгурацiї:

i
dŜ−

1

dt
= Ω12Ŝ

−
1 − g12â1Ŝ

z
1 − g13â3Ŝ

+
2 , (2.13)

i
dâ1
dt

= ω12â1 + g12Ŝ
−
1

i
dŜ+

1

dt
= −Ω12Ŝ

+
1 + g12â

†
1Ŝ

z
1 + g13â

†
3Ŝ

−
2 (2.14)

i
dâ†1
dt

= −ω12â
†
1 − g12Ŝ

+
1

i
dŜz

1

dt
= −2g12

(
â†1Ŝ

−
1 − â1Ŝ

+
1

)
− g13

(
â†3Ŝ

−
3 − â3Ŝ

+
3

)
(2.15)

i
dŜ−

3

dt
= Ω13Ŝ

−
3 − g12â1Ŝ

−
2 − g13â3S

z
3 (2.16)

i
dâ3
dt

= ω13â3 + g13Ŝ
−
3

i
dŜ+

3

dt
= −Ω13Ŝ

+
3 + g12â

†
1Ŝ

+
2 + g13â

†
3S

z
3 (2.17)

i
dâ†3
dt

= −ω13â
†
3 − g13Ŝ

+
3

i
dŜz

3

dt
= −g12

(
â†1Ŝ

−
1 − â1Ŝ

+
1

)
− 2g13

(
â†3Ŝ

−
3 − â3Ŝ

+
3

)
;

i
dŜ−

2

dt
= (Ω13 − Ω12)Ŝ

−
2 − g12â

†
1Ŝ

−
3 + g13â3S

+
1 Ω13 − Ω12 = Ω23

i
dŜ+

2

dt
= −(Ω13 − Ω12)Ŝ

+
2 + g12â1Ŝ

+
3 − g13â

†
3S

−
1

Рiвняння для змiнних Ŝ−
1 , Ŝ+

1 , Ŝz
1 , Ŝ

−
3 , Ŝ+

3 , Ŝz
3 , якi входять у гамiльтонiан HΛ, виявляються

незамкненими — у правiй частинi з’являються оператори Ŝ−
2 , Ŝ+

2 , для яких також записа-

но рiвняння руху. Хоча доданки з операторами Ŝ−
2 , Ŝ+

2 можна вiдкинути, оскiльки вони

суперечать закону збереження енергiї.

2.3.3 Ξ-конфiгурацiя
Для повноти картини розглянемо ще одну можливу конфiгурацiю з переходами 3→ 2,

2→ 1. Позначимо резонанснi частоти обраних переходiв

Ω12 = �−1(E2 −E1), Ω23 = �−1(E3 −E2).
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Моди електромагнiтного поля з частотами ω12, ω23, близькими до резонансних частот

атома, детюнiнг позначимо через ∆12, ∆23.

Для запису оператора дипольного момента достатньо векторiв X̂±
1 , X̂±

2 , вiдповiдно

виберемо базис в пiдалгебрi Картана: Ĥ1, Ĥ2, тодi Ĥ3 = Ĥ1 + Ĥ2.

Модельний гамiльтонiан в наближеннi хвилi, що обертається

ĤΞ = E1σ̂11 + E2σ̂22 + E3σ̂33 + �ω12â
†
1â1 + �ω23â

†
2â2 + �g12

(
σ̂21â1+

σ̂12â
†
1

)
+ �g23

(
σ̂32â2 + σ̂23â

†
2

)
.

(2.18)

Використаємо спiввiдношення (2.4) з iншим базисом в пiдалгебрi Картана:

Ĥ1 ∼ σ̂11 − σ̂22 = −Ŝz
1 , Ĥ2 ∼ σ̂22 − σ̂33 = −Ŝz

2 , Ĥ3 ∼ σ̂11 − σ̂33 = −Ŝz
1 − Ŝz

2 ;



Ŝz
1 = σ̂22 − σ̂11

Ŝz
2 = σ̂33 − σ̂22

σ̂11 + σ̂22 + σ̂33 = I3

⇒





σ̂11 =
1
3

(
I3 − 2Ŝ1 − Ŝ2

)

σ̂22 =
1
3

(
I3 + Ŝ1 − Ŝ2

)

σ̂33 =
1
3

(
I3 + Ŝ1 + 2Ŝ2

)

i запишемо атомний гамiльтонiан:

E1σ̂11 + E2σ̂22 + E3σ̂33 =
1
3
(E2 + E3 − 2E1)Ŝz

1 +
1
3
(2E3 − E1 − E2)Ŝz

2 +
1
3
(E1 + E2 + E3)I3 =

= 1
3
�
(
2Ω12 + Ω23

)
Ŝz
1 +

1
3
�
(
2Ω23 + Ω12

)
Ŝz
2 = 1

3
�
(
2Ŝz

1 + Ŝz
2

)
Ω12 +

1
3
�
(
2Ŝz

2 + Ŝz
1

)
Ω23.

2.3.3.1 Гамiльтонiан та рiвняння руху у Ξ-конфiгурацiї Остато-

чно, модельний гамiльтонiан Ξ-конфiгурацiї набуває вигляду

ĤΞ = 1
3
�
(
2Ω12 + Ω23

)
Ŝz
1 +

1
3
�
(
2Ω23 + Ω12

)
Ŝz
2 + �ω12â

†
1â1 + �ω23â

†
2â2+

+ �g12
(
â†1Ŝ

−
1 + â1Ŝ

+
1

)
+ �g23

(
â†2Ŝ

−
2 + â2Ŝ

+
2

)
. (2.19)

Запишемо також рiвняння руху у формi Гайзенберга:

i�dŜa/dt= [Ŝa,ĤΞ] для цiєї конфiгурацiї:
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i
dŜ−

1

dt
= Ω12Ŝ

−
1 − g12â1Ŝ

z
1 + g23â

†
2Ŝ

−
3 (2.20)

i
dâ1
dt

= ω12â1 + g12Ŝ
−
1

i
dŜ+

1

dt
= −Ω12Ŝ

+
1 + g12â

†
1Ŝ

z
1 − g23â2Ŝ

+
3 (2.21)

i
dâ†1
dt

= −ω12â
†
1 − g12Ŝ

+
1

i
dŜz

1

dt
= −2g12

(
â†1Ŝ

−
1 − â1Ŝ

+
1

)
+ g23

(
â†2Ŝ

−
2 − â2Ŝ

+
2

)

i
dŜ−

2

dt
= Ω23Ŝ

−
2 − g12â

†
1Ŝ

−
3 − g23â2Ŝ

z
2 (2.22)

i
dâ2
dt

= ω23â2 + g23Ŝ
−
2

i
dŜ+

2

dt
= −Ω23Ŝ

+
2 + g12â1Ŝ

+
3 + g23â

†
2Ŝ

z
2 (2.23)

i
dâ†2
dt

= −ω23â
†
2 − g23Ŝ

+
2

i
dŜz

2

dt
= g12

(
â†1Ŝ

−
1 − â1Ŝ

+
1

)
− 2g23

(
â†2Ŝ

−
2 − â2Ŝ

+
2

)
(2.24)

i
dŜ−

3

dt
= (Ω12 + Ω23)Ŝ

−
3 − g12â1S

−
2 + g23â2S

−
1 Ω12 + Ω23 = Ω13

i
dŜ+

3

dt
= −(Ω12 + Ω23)Ŝ

+
3 + g12â

†
1S

+
2 − g23â

†
2S

+
1

2.3.4 Загальний гамiльтонiан
Усi три конфiгурацiї є частковими випадками моделi

Ĥ = E1σ̂11 + E2σ̂22 + E3σ̂33 + �ω12â
†
1â1 + �ω23â

†
2â2 + �ω13â

†
3â3+

+ �g12
(
â†1Ŝ

−
1 + â1Ŝ

+
1

)
+ �g23

(
â†2Ŝ

−
2 + â2Ŝ

+
2

)
+ �g13

(
â†3Ŝ

−
3 + â3Ŝ

+
3

)
, (2.25)

де присутнi три моди поля i оператори усiх трьох переходiв. Очевидно, лише два пере-

ходи можуть бути дипольними, третiй є квадрупольним. Iнверснi заселеностi дипольних

переходiв пропонується брати в якостi базиса пiдалгебри Картана, яка описує дiагональну

частину матрицi.

Атомний гамiльтонiан записаний у загальному виглядi. Працюючи в контекстi алгебри

sl(3) безслiдових матриць, ми обирали базис для кожної моделi свiй, однак кожний базис

пiдходить i для всiх iнших. Водночас можна працювати в контекстi алгебри gl(3), тодi σ̂ii

є цiлком прийнятним базисом.

Запишемо рiвняння руху для загальної моделi, беручи дипольнi переходи як у Λ-

моделi, тобто з дiагональною частиною вигляду 1
3
�
(
2Ω13 − Ω23

)
Ŝz
3 +

1
3
�
(
2Ω23 − Ω13

)
Ŝz
2 .
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i
dŜ−

1

dt
= Ω12Ŝ

−
1 − g12â1Ŝ

z
1 + g23â

†
2Ŝ

−
3 − g13â3Ŝ

+
2 (2.26)

i
dâ1
dt

= ω12â1 + g12Ŝ
−
1

i
dŜ+

1

dt
= −Ω12Ŝ

+
1 + g12â

†
1Ŝ

z
1 − g23â2Ŝ

+
3 + g13â

†
3Ŝ

−
2 (2.27)

i
dâ†1
dt

= −ω12â
†
1 − g12Ŝ

+
1

i
dŜ−

2

dt
= Ω23Ŝ

−
2 − g12â

†
1Ŝ

−
3 − g23â2Ŝ

z
2 + g13â3Ŝ

+
1 (2.28)

i
dâ2
dt

= ω23â2 + g23Ŝ
−
2

i
dŜ+

2

dt
= −Ω23Ŝ

+
2 + g12â1Ŝ

+
3 + g23â

†
2Ŝ

z
2 − g13â

†
3Ŝ

−
1 (2.29)

i
dâ†2
dt

= −ω23â
†
2 − g23Ŝ

+
2

i
dŜz

2

dt
= g12

(
â†1Ŝ

−
1 − â1Ŝ

+
1

)
− 2g23

(
â†2Ŝ

−
2 − â2Ŝ

+
2

)
− g13

(
â†3Ŝ

−
3 − â3Ŝ

+
3

)
(2.30)

i
dŜ−

3

dt
= Ω13Ŝ

−
3 − g12â1S

−
2 + g23â2S

−
1 − g13â3Ŝ

z
3 (2.31)

i
dâ3
dt

= ω13â3 + g13Ŝ
−
3

i
dŜ+

3

dt
= −Ω13Ŝ

+
3 + g12â

†
1S

+
2 − g23â

†
2S

+
1 + g13â

†
3Ŝ

z
3 (2.32)

i
dâ†3
dt

= −ω13â
†
3 − g13Ŝ

+
3

i
dŜz

3

dt
= −g12

(
â†1Ŝ

−
1 − â1Ŝ

+
1

)
− g23

(
â†2Ŝ

−
2 − â2Ŝ

+
2

)
− 2g13

(
â†3Ŝ

−
3 − â3Ŝ

+
3

)
.

Порiвнюючи отриманi рiвняння з рiвняннями Гейзенберга для Λ-конфiгурацiї (2.8),

бачимо, що останнi можна отримати з (2.30) покладанням g12 =0 та вiдкиданням рiвнянь

для â1, â†1, оскiльки цi оператори зникають iз системи рiвнянь. Подiбним чином, рiвняння

Гейзенберга для V -конфiгурацiї (2.15) отримують з (2.30) покладанням g23 =0 та вiдки-

данням рiвнянь для â2, â†2, а рiвняння Гейзенберга для Ξ-конфiгурацiї (2.24) отримують з

(2.30) покладанням g13 =0 та вiдкиданням рiвнянь для â3, â†3.

Усi три конфiгурацiї трирiвневої моделi атома мiстяться в задачi iз гамiльтонiаном

загального вигляду (2.25). Таку постановку слiд вважати бiльш реалiстичною, оскiльки

«заборони» переходiв природа не розумiє. Мiж третьою парою станiв реалiзується ква-

друпольний перехiд, який має меншу iнтенсивнiсть i тому його не було помiчено в експе-

риментi.

Розв’яжемо рiвняння (2.30) чисельно.
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2.4 Усереднення i перехiд до класичної моделi

Перехiд до класичної моделi здiйснимо усередненням по станах

|1,n2,n3〉, |2,n2,n3〉, |3,n2,n3〉,

якi є прямим добутком власних станiв атомного гамiльтонiана: позначаємо їх |1〉, |2〉, |3〉,

та власних станiв |n2〉, |n3〉 операторiв кiлькостi фотонiв N̂2 = â†2â2, N̂3 = â†3â3, що вiдпо-

вiдають модам, пов’язаним iз переходами 2 − 3 та 1 − 3. Стан системи будемо описувати

вектором

|ψ〉=
∑
n2,n3

(
c1(n2,n3)|1,n2,n3〉+ c2(n2,n3)|2,n2,n3〉+ c3(n2,n3)|3,n2,n3〉

)
.

Коефiцiєнти ck(n2,n3) є комплекснозначними функцiями кiлькостi фотонiв n2, n3 двох мод.

При усередненнi нехтуємо квантовими кореляцiями мiж змiнними операторами електро-

магнiтного поля та атомними операторами, тобто

〈ψ|âŜ|ψ〉 ≈ 〈ψ|â|ψ〉 · 〈ψ|Ŝ|ψ〉.

Усередненi величини 〈ψ|â|ψ〉 та 〈ψ|Ŝ|ψ〉 будемо iнтерпретувати наступним чином. Усе-

редненi оператори знищення a−k = axk + i ayk та народження a+k = axk − i ayk фотонiв моди k

дають вектор напруженостi електричного поля ak =(axk,a
y
k,0), вiднесений до центра атома.

Усередненi оператори переходу мiж парою рiвнiв S−
k =Sx

k + iSy
k та S+

k =Sx
k − iSy

k дають

вектор дипольного моменту dk = (Sx
k ,S

y
k ,0), який описує орiєнтацiю електронної хмари

при переходi електрона з одного стану в iнший. До вектора дипольного момента можна

приєднати в якостi третьої компоненти усереднений оператор Sz
k , який описує iнверсну

заселенiсть вiдповiдної пари рiвнiв. Можна вважати, що вектор Sk =(Sx
k ,S

y
k ,S

z
k) «слiдкує»

за електроном пiд час переходу.

Усереднення рiвняння Гейзенберга дає аналогiчнi рiвняння на усередненi величини

〈ψ|â|ψ〉 та 〈ψ|Ŝ|ψ〉. Цi рiвняння визначають класичну модель системи, що розглядається.

2.4.1 Чисельний розв’язок Λ-моделi
Вивчимо чисельний розв’язок рiвнянь (2.8) Λ-конфiгурацiї за рiзних початкових умов.

Вiзьмемо систему, електроннi рiвнi якої мають значення E1 = 1, E2 = 4, E3 = 5. Покладемо

� = 1 i частоти випромiнювання вiзьмемо резонансними: ωk = Ωk.

2.4.1.1 Збудження з одним електроном i одним фотоном Обере-

мо початковi умови, що вiдповiдають одному надлишковому електрону на одному з рiвнiв
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i один фотон певної моди. При збудженнi моди 1 − 3 та наявностi одного надлишкового

електрона на рiвнi |2〉 взаємодiя мiж електромагнiтним полем i атомом вiдсутня. Так само

як i при збудженнi моди 2− 3 та наявностi одного надлишкового електрона на рiвнi |1〉.

Iнтерес представляє еволюцiя системи, коли 1) надлишковий електрон знаходиться на

рiвнi |1〉 i збуджується мода 1 − 3, графiки iнверсних заселеностей рiвнiв 1 − 3 та 2 − 3

показано на рис. 2.1, 2) надлишковий електрон знаходиться на рiвнi |2〉 i збуджується мода

2− 3, графiки iнверсних заселеностей показано на рис. 2.2.
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Рис. 2.1: Графiки залежностi iнверсних заселеностей Sz
2(t) та Sz

3(t) вiд часу

t, коли один надлишковий електрон знаходиться на рiвнi |1〉 i збуджене поле

моди, що вiдповiдає переходу 1− 3;

початковi умови: a3(0) = (1,0,0), S3(0) = (0,0,− 1).
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Рис. 2.2: Графiки залежностi iнверсних заселеностей Sz
2(t) та Sz

3(t) вiд часу

t, коли один надлишковий електрон знаходиться на рiвнi |2〉 i збуджене поле

моди, що вiдповiдає переходу 2− 3;

початковi умови: a3(0) = (1,0,0), S3(0) = (0,0,− 1).

В обох випадках електрон переходить на верхнiй рiвень |3〉 i «зависає» протягом майже
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всього циклу Рабi i далi швидко опускається на нижнiй рiвень, i так само швидко пiднiма-

ється на верхнiй рiвень, починаючи новий цикл. На рис. 2.3 показано поведiнку вектора

S3 переходу 1−3 протягом циклу Рабi та сумiщенi графiки a3 i d3 протягом половини ци-

клу Рабi, коли один надлишковий електрон знаходиться на рiвнi |1〉. Аналогiчно поведiнку

вектора S2 переходу 2−3 протягом циклу Рабi та сумiщенi графiки a2 i d2 протягом поло-

вини циклу Рабi, коли один надлишковий електрон знаходиться на рiвнi |2〉 представлено

на рис. 2.4. Спостерiгаємо, що вектор напруженостi електромагнiтного поля a3, зобра-

S3(t) a3(t) (зелена лiнiя) та d3(t) (синя

лiнiя)

Рис. 2.3: Графiки залежностi векторiв S3(t), a3(t) та d3(t) вiд часу t, коли

один надлишковий електрон знаходиться на рiвнi |1〉 i збуджене поле моди,

що вiдповiдає переходу 1− 3;

початковi умови: a3(0) = (1,0,0), S3(0) = (0,0,− 1).

жений у системi кординат атома, рухається у протифазi до вектора дипольного момента

d3. Так само зв’язанi вектори a2(t) та d2(t). Водночас вектори напруженостi електрома-

гнiтного поля та дипольного моменту прецесують навколо осi вздовж орiєнтацiї атомного

переходу, як бачимо на графiках рис. 2.5. Отже, вiдбувається сильна скорельована вза-

ємодiя електромагнiтного поля з електронною густиною атома. Зауважимо, що вектори

a3(t) та a2(t) в обох випадках лежать всерединi одиничного диску, який окреслює область

атома. Iншими словами, динамiка iз «зависанням» на верхньому рiвнi характеризується

тим, що вектор напруженостi електромагнiтного поля не виходить за межi атома.

Якщо у систему вкачується бiльше енергiї, нiж потрiбно для переведення електрона

на верхнiй рiвень, то електрон здiйснює швидкi осциляцiї Рабi i не затримується на верх-

ньому рiвнi, графiки iнверсних заселеностей рiвнiв 1− 3 та 2− 3, коли один надлишковий

електрон знаходиться на рiвнi |3〉 показано на рис. 2.6, а також графiки залежностей S3(t),
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S2(t) a2(t) (зелена лiнiя) та d2(t) (синя

лiнiя)

Рис. 2.4: Графiки залежностi векторiв S2(t), a2(t) та d2(t) вiд часу t, коли

один надлишковий електрон знаходиться на рiвнi |2〉 i збуджене поле моди,

що вiдповiдає переходу 2− 3;

початковi умови: a2(0) = (1,0,0), S2(0) = (0,0,− 1).

a3(t) вiд часу t. Таку саму поведiнку спостерiгаємо, коли надлишковий електрон сидить

на одному з нижнiх рiвнiв i збiльшена потужнiсть електромагнiтного поля. Частоту коли-

вань Рабi можна зменшити, зменшуючи iнтенсивнiсть електромагнiтного поля, i навпаки:

збiльшити, збiльшуючи iнтенсивнiсть поля. Швидкi осциляцiї Рабi супроводжуються на-

пруженiстю електромагнiтного поля, яка виходить за межi атома.

Розглянемо також випадки, коли частота випромiнювання не є резонансною, а вiдрi-

зняється на 10% вiд частоти атомного переходу. Це показано на графiках рис. 2.7. В усiх

випадках вектора S3(t) та S2(t) не досягають верхньої позицiї, iншими словами, електрон

не переходить повнiстю на верхнiй рiвень. Коливання електронної густини мiж крайнiми

позицiями вiдбувається осциляторно. А вектор ak не перетворюється на нуль i лежить

зовнi певного околу центра атома.

Наведенi вище приклади еволюцiї системи стосувались збудження лише однiєї моди

електромагнiтного поля. В цьому випадку дiстаємо картину, близьку до поведiнки дворiв-

невої моделi.

2.4.1.2 Збудження двох мод з одним електроном Тепер розглянемо

випадок, коли збудженi обидвi моди iз резонансними частотами: ω13 = Ω13, ω23 = Ω23.

При одному надлишковому електронi на рiвнi |1〉 пiд дiєю випромiнювання цей електрон

пiднiмається на перехiд 1−3 i досягає позицiї, коли електронна рiдина рiвномiрно розподi-
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а) електрон на рiвнi |1〉

S3(t) a3(t)

б) електрон на рiвнi |2〉

S2(t) a2(t)

Рис. 2.5: Графiки залежностi вiд часу t, з початковими умовами: а) a3(0) =

(1,0,0), S3(0) = (0,0,− 1) б) a2(0) = (1,0,0), S2(0) = (0,0,− 1).

ляється мiж рiвнями |1〉 та |3〉, де затримується бiльше половини цикла Рабi, див. графiк

для Sz
3(t) на рис. 2.8 а). При цьому частина електронної рiдини вiдтягається з рiвня |3〉

на рiвень |2〉, графiк для Sz
2(t) на рис. 2.8 а), так що виникає осциляторне коливання мiж

рiвнями |1〉 i |2〉, див. графiк для Sz
1(t) на рис. 2.8 а). Схожа картина спостерiгається, коли

один надлишковий електрон розташований на рiвнi |2〉, графiки на рис. 2.8 б). Динамiку

векторiв S1, S2, S3 для випадкiв а) надлишкового електрона на рiвнi |1〉, б) надлишкового

електрона на рiвнi |2〉, в) надлишкових електронiв на рiвнях |1〉 та |2〉, г) надлишкового

електрона на рiвнi |3〉 показано на рис. 2.9. За наявностi одного надлишкового електрона

на рiвнi |1〉 або |2〉, випадки а) та б), найбiльше коливання електронної рiдини спостерi-

гається мiж рiвнями |1〉 i |2〉. Це означає, що електрон не досягає верхнього рiвня, тобто

випромiнювання другої моди блокує перехiд. Бiльш виразно ця ситуацiя спостерiгається,

якщо взяти початковi умови iз двома електронами на рiвнi |1〉, див. рис. 2.10
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Рис. 2.6: Графiки злежностей вiд часу t, коли один надлишковий електрон

знаходиться на рiвнi |3〉 i збуджене поле моди, що вiдповiдає переходу 1− 3;

початковi умови: a3(0) = (1,0,0), S2(0) = (1,0,0), S3(0) = (1,0,0).

Повноцiнний перехiд на верхнiй рiвень не вiдбувається навiть, коли на обох рiвнях |1〉

та |2〉 розташовано по одному надлишковому електрону, випадок в). Електрони здiйснють

синхроннi осциляторнi коливання вздовж переходiв 1 − 3 та 2 − 3, однак не досягають

верхнього рiвня. При цьому електронна заселенiсть рiвнiв |1〉 i |2〉 залишається однако-

вою. Режим iз зависанням не верхньому рiвнi спостерiгається, якщо розмiстити на рiвнях

|1〉 i |2〉 по два електрони. Верхнього рiвня досягає по одному електрону з кожного пере-

ходу, при цьому електронна заселенiсть рiвнiв |1〉 i |2〉 залишається однаковою, як видно

з графiкiв рис. 2.11.

Випадок г) наявностi надлишкового електрона на рiвнi |3〉 вiдрiзняється тим, що пе-

реходи 1 − 3 та 2 − 3 не завершуються повним змiщенням електрона на жоден з нижнiх

рiвнiв. Та якщо розташувати на рiвнi |3〉 два надлишкових електрона, то вони здiйснять

синхронний перехiд на нижнi рiвнi, так що на кожен з рiвнiв |1〉 i |2〉 прийде по одному

електрону, причому електронна заселенiсть рiвнiв |1〉 i |2〉 залишиться однаковою.
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електрон на рiвнi |1〉

а) S3(t), ω13 = 1.1Ω13 a3(t), ω13 = 1.1Ω13

S3(t), ω13 = 0.9Ω13 a3(t), ω13 = 0.9Ω13

електрон на рiвнi |2〉

б) S2(t), ω23 = 1.1Ω23 a2(t), ω23 = 1.1Ω23

S2(t), ω23 = 0.9Ω23 a2(t), ω23 = 0.9Ω23

Рис. 2.7: Графiки залежностей вiд часу t з початковими умовами: а) a3(0) =

(1,0,0), S3(0) = (0,0,− 1) б) a2(0) = (1,0,0), S2(0) = (0,0,− 1).
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а) електрон на рiвнi |1〉
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б) електрон на рiвнi |2〉
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Рис. 2.8: Змiна в часi iнверсної заселеностi рiвнiв.
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а) електрон на рiвнi |1〉

S1(t) S2(t) S3(t)

б) електрон на рiвнi |2〉

S1(t) S2(t) S3(t)

в) електрони на рiвнях |1〉 та |2〉

S1(t) S2(t) S3(t)

г) електрон на рiвнi |3〉

S1(t) S2(t) S3(t)

Рис. 2.9: Часова динамiка векторiв S1, S2, S3.
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Два електрони на рiвнi |1〉
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Часова динамiка iнверсних заселеностей рiвнiв.
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Рис. 2.10: Часова динамiка векторiв S1, S2, S3 впродовж одного циклу Рабi.
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По два електрони на рiвнях |1〉 та |2〉
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Часова динамiка iнверсних заселеностей рiвнiв.

S1(t) S2(t) S3(t)

Рис. 2.11: Часова динамiка векторiв S1, S2, S3 впродовж одного циклу Рабi.
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2.4.2 Побудова iнтегровної моделi в Λ-конфiгурацiї
Побудуємо загальну модель типу Джейнса—Каммiнгса для трирiвневого атома на ко-

приєднанiй орбiтi алгебри петель g̃ = sl(3,C)⊗ P(λ,λ−1). Алгебра петель є прямим добу-

тком алгебри sl(3,C) та рядiв Лорана P(λ,λ−1). Для побудови iнтегровних моделей вико-

ристовують функцiї зi сiнченною кiлькiстю доданкiв.

Спочатку будемо враховувати всi переходи i введемо базис алгебрi sl(3,C) наступним

чином

X1 =




0 1 0

0 0 0

0 0 0


 Y1 =




0 0 0

1 0 0

0 0 0


 ,

X2 =




0 0 0

0 0 1

0 0 0


 , Y2 =




0 0 0

0 0 0

0 1 0


 , H2 =




0 0 0

0 1 0

0 0 −1


 ,

X3 =




0 0 1

0 0 0

0 0 0


 , Y3 =




0 0 0

0 0 0

1 0 0


 , H3 =




1 0 0

0 0 0

0 0 −1


 .

Базис орiєнтований на Λ-конфiгурацiю, бо в пiдалгебрi Картана (яка є максимальною

комутативною пiдалгеброю) в якостi базисних елементiв обрано H2 та H3. Очевидно, ко-

мутацiйнi спiввiдношення мають вигляд:

[X2,Y2] = H2, [H2,X2] = 2X2, [H2,Y2] = −2Y2,

[H2,X3] = X3, [H2,Y3] = −Y3, [H2,X1] = −X1, [H2,Y1] = Y1,

[X3,Y3] = H3, [H3,X3] = 2X3, [H3,Y3] = −2Y3,

[H3,X2] = X2, [H3,Y2] = −Y2, [H3,X1] = X1, [H3,Y1] = −Y1,

[X3,Y2] = X1, [X3,Y1] = −X1, [Y3,X2] = −Y1, [Y3,X1] = Y1.

всi iншi комутатори нульовi.

Введення бiлiнiйної форми на алгерi Лi

〈A,B〉 = TrAB
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дозволяє визначити дуальний базис:

X∗
1 =




0 0 0

1 0 0

0 0 0


 Y ∗

1 =




0 1 0

0 0 0

0 0 0


 ,

X∗
2 =




0 0 0

0 0 0

0 1 0


 , Y ∗

2 =




0 0 0

0 0 1

0 0 0


 , H∗

2 =
1

3




−1 0 0

0 2 0

0 0 −1


 ,

X∗
3 =




0 0 0

0 0 0

1 0 0


 , Y ∗

3 =




0 0 1

0 0 0

0 0 0


 , H∗

3 =
1

3




2 0 0

0 −1 0

0 0 −1


 .

Елемент простору g̃∗, дуального g̃, запишемо у виглядi

ξ̂ = λξ̂(−2) + ξ̂(−1) +
1

λ
ξ̂(0), ξ̂(k).

Величини S = {S+
1 , S−

1 , S+
2 , S−

2 , Sz
2 , S

+
3 , S

−
3 , S

z
3} розташуємо на полицi ξ̂(0), вони утворюють

алгебру sl(3). Величини a = {a+1 , a−1 , a+2 , a−2 , a+3 , a−3 } розташуємо на полицi ξ̂(−1), пари a−k ,

a+k утворюють алгебру Гейзенберга. При цьому

ξ̂(0) = S+
1 Y

∗
1 + S−

1 X
∗
1 + S+

2 Y
∗
2 + S−

2 X
∗
2 + Sz

2H
∗
2 + S+

3 Y
∗
3 + S−

3 X
∗
3 + Sz

3H
∗
3 ,

λξ̂(−1) = a+1 Y
∗
1 + a−1 X

∗
1 + a+2 Y

∗
2 + a−2 X

∗
2 + a+3 Y

∗
3 + a−3 X

∗
3 ,

λ2ξ̂(−2) = c2H
∗
2 + c3H

∗
3 .

Тодi

ξ̂ =


1
3
(2c3 − c2)λ+ 1

3
(2Sz

3 − Sz
2)λ

−1 S+
1 λ

−1 + a+3 S+
3 λ

−1 + a+3

S−
1 λ

−1 + a−3
1
3
(2c2 − c3)λ+ 1

3
(2Sz

2 − Sz
3)λ

−1 S+
2 λ

−1 + a+2

S−
3 λ

−1 + a−3 S−
2 λ

−1 + a−2 −1
3
(c2 + c3)λ− 1

3
(Sz

2 + Sz
3)λ

−1


 .

Невiдомими величинами в динамiчнiй системi, що конструюється, служать S та a. Ви-

значимо простiр M, координатами якого є змiннi S та a. Конфiгурацiю даного простору

визначимо нижче. Величини c2 та c3 є сталими параметрами, якi ми побачимо нижче.

Визначимо бiлiнiйну форму в алгебрi петель за правилом

〈A(λ), B(λ)〉0 = res
λ=0

TrA(λ)B(λ).



40

Обраному набору змiнних в дуальному просторi вiдповiдають такi базиснi елементи алге-

бри петель g̃:

Z =
{
Y1, X1, Y2, X2, H2, Y3, X3, H3

}
, B = λ−1

{
Y1, X1, Y2, X2, Y3, X3

}
,

Sk = 〈ξ̂, Zk〉0, ak = 〈ξ̂, Bk〉0,

S = {S+
1 , S

−
1 , S

+
2 , S

−
2 , S

z
2 , S

+
3 , S

−
3 , S

z
3}, a = {a+1 , a−1 , a+2 , a−2 , a+3 , a−3 }.

Простiр гладких функцiй на M служить фазовим простором для майбутньої динамiчної

системи. Введемо дужку Пуассона за правилом

{F1,F2} =
8∑

a,b=0

Pab
∂F1

∂γa

∂F2

∂γb
+

3∑
k=1

(
∂F1

∂a−k

∂F2

∂a+k
− ∂F1

∂a+k

∂F2

∂a−k

)
, Pab = 〈ξ̂, [Za,Zb]〉0.

Як показано в [37], наведена система має достатню кiлькiсть iнтегралiв руху. Знайдемо

їх за допомогою iнварiантних функцiй ξ̂-оператора, якi виникають як полiноми по λ в

рiвняннi спектральної кривої

det(ξ̂ − w I) = 0 ⇔ w3 − I2(λ)w − I3(λ) = 0. (2.33)

Iснує зв’язок мiж полiномами I2, I3 та iнварiантними функцiями ξ̂-оператора:

I2(λ) =
1

2
Tr ξ2 = h2λ

2 + h1λ+ h0 + h−1λ
−1 + h−2λ

−2,

I3(λ) =
1

3
Tr ξ3 = f3λ

3 + f2λ
2 + f1λ+ f0 + f−1λ

−1 + f−2λ
−2 + f−3λ

−3.

Iнварiантними функцiями на M служать коефiцiєнти при ступенях λ у I2 та I3, якi по-

значенi через hk та fk. Випишемо функцiї hk:

h2 =
1

3

(
c22 − c2c3 + c23

)
,

h1 = 0,

h0 = a+1 a
−
1 + a+2 a

−
2 + a+3 a

−
3 + 1

3
(2c2 − c3)S

z
2 +

1
3
(2c3 − c2)S

z
3 ,

h−1 = S−
1 a

+
1 + S+

1 a
−
1 + S−

2 a
+
2 + S+

2 a
−
2 + S−

3 a
+
3 + S+

3 a
−
3 ,

h−2 = S+
1 S

−
1 + S+

2 S
−
2 + S+

3 S
−
3 + 1

3

(
(Sz

2)
2 − Sz

2S
z
3 + (Sz

3)
2
)
.

З них h2, h1 — сталi, бо їм вiдповiдають нульовi потоки всiх гамiльтонiанiв, оскiльки

градiєнти цих функцiї перетворюються на нуль

∇h2 = 0, ∇h1 = 0.

Отже, величини c2, c3 є сталими. Функцiя h−2 є анулятором дужки Пуассона, тобто для

довiльної функцiї F на M

{h−2,F} = 0.



41

Функцiї h0 та h−1 можна обрати на роль гамiльтонiанiв, оскiльки вони породжують нетри-

вiальнi фазовi потоки i знаходяться в iнволюцiї вiдносно дужки Пуассона: {h0, h−1} = 0.

Серед iнварiантних функцiй fk двi

f3 =
1

27

(
2c32 − 3c22c3 − 3c2c

2
3 + 2c33

)
,

f2 = 0

є сталими. Функцiї f1, f0, f−1, f−2 виконують роль гамiльтонiанiв, оскiльки породжують

нетривiальнi потоки на M. Цiкавою є функцiя

f−3 =
1

27

(
2(Sz

2)
3 − 3(Sz

2)
2Sz

3 − 3Sz
2(S

z
3)

2 + 2(Sz
3)

3
)
+

1

3
Sz
2

(
S+
1 S

−
1 + S+

2 S
−
2 − 2S+

3 S
−
3

)

+
1

3
Sz
2

(
S+
1 S

−
1 − 2S+

2 S
−
2 + S+

3 S
−
3

)
+ S+

1 S
+
2 S

−
3 + S−

1 S
−
2 S

+
3 .

яка служить анулятором дужки Пуассона. Функцiї h−2 та f−3 визначають многовид M,

який служить фазовим простором даної динамiчної системи, а саме:

h−2 = c−2, f−3 = c−3.

В термiнах векторiв S1, S2, S3

h−2 = S2
1 + S2

2 + S2
3 −

5

6

(
(Sz

2)
2 − Sz

2S
z
3 + (Sz

3)
2
)
,

f−3 =
1

3
(Sz

2 + Sz
3)S

2
1 +

1

3
(Sz

2 − 2Sz
3)S

2
2 +

1

3
(Sz

3 − 2Sz
2)S

2
3

+
8

27
(Sz

2 + Sz
3)(S

z
2 − 2Sz

3)(S
z
3 − 2Sz

2) + 2Sx
1 (S

x
2S

x
3 + Sy

2S
y
3 ) + Sy

1 (S
x
2S

y
3 − Sy

2S
x
3 ).

Перевiрка на чисельних розв’язках усереднених рiвнянь Гейзенберга пiдтверджує наяв-

нiсть таких сталих величин у данiй моделi.

Далi покладено рiвними нулю змiннi a+1 , a−1 , оскiльки перехiд 1-2 є забороненим. По-

будуємо гамiльтонiан наступним чином

H = ωh0 + gh−1

= ω
(
a+2 a

−
2 + a+3 a

−
3

)
+ ω

3
(2c2 − c3)S

z
2 +

ω
3
(2c3 − c2)S

z
3 + g

(
S−
2 a

+
2 + S+

2 a
−
2 + S−

3 a
+
3 + S+

3 a
−
3

)
.

(2.34)

Якщо покласти

c2 = Ω23/ω, c3 = Ω13/ω,

то запропонований гамiльтонiан (2.34) служитиме для опису трирiвневої системи, яку

опромiнюють когерентним електромагнiтним полем з частотою ω.
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Рiвняння руху такої системи мають вигляд

∂Sk

∂t
= {Sk,H}, ∂ak

∂t
= {ak,H}.

Вони збiгаються з усередненням рiвнянь (2.8), якщо ω13 = ω23 = ω, g13 = g23 = g. Розв’язок

такої системи можна отримати в термiнах Абелевих функцiй на тригональнiй кривiй ро-

да 5, що задається рiвнянням (2.33). Побудова такого розв’язку є предметом окремого

дослiдження. Бiльш загальна постановка задачi розглянута у [37].
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2.5 Результати

1. Вивчено квантовомеханiчну модель взаємодiї трирiвневого атома iз двомодовим еле-

ктромагнiтним полем. Зокрема, опановано зв’язок мiж алгеброю операторiв еле-

ктронних переходiв в атомi та алгеброю sl(3) у випадку трирiвневого атома, i пря-

мим обчисленням отримано рiвняння Гейзенберга для всiх трьох можливих конфi-

гурацiй даної моделi (Λ, V , та каскадної Ξ)

2. Методом усереднення по власних станах оператора Гамiльтона отримано динамi-

чнi рiвняння, якi є класичним аналогом рiвнянь Гейзенберга, та проведено ана-

лiз чисельних розв’язкiв таких рiвнянь для Λ-конфiгурацiї. Проведено порiвняння

отриманих розв’язкiв iз вiдомими в лiтературi результатами експериментальних до-

слiджень в рамках згаданої моделi.

3. Запропоновано iнтегровну модель, яка дає тi самi динамiчнi рiвняння. Модель по-

будовано за стандартною схемою орбiтного методу в теорiї iнтегровних систем. Така

модель є мультигамiльтоновою, її динамiка вiдбувається на коприєднанiй орбiтi ал-

гебри петель (в даному випадку sl(3) ⊗ P(λ,λ−1)), що є Пуассоновим простором.

За спецiального вибору гамiльтонiана i дужки Пуассона дiстаємо динамiчнi рiвня-

ння аналогiчнi отриманим з квантомеханiчної моделi. Схема побудови динамiчної

моделi гарантує її повну iнтегровнiсть. Однак iнтегрування є окремою задачею i

потребує застосування теорiї абелевих функцiй на алгебраїчнiй кривiй, яка виникає

як спектральна крива запропонованої моделi.

2.6 Висновки

1. На основi аналiзу чисельних розв’язкiв динамiчних рiвнянь бачимо, що модель є

дiєвою i дозволяє описувати широке коло нелiнiйних процесiв, пов’язаних iз взає-

модiєю трирiвневого атома iз двомодовим електромагнiтним полем.

Зокрема,

• у випадку збудження лише однiєї моди електромагнiтного поля, поведiнка

системи аналогiчна дворiвневiй моделi. Режим iз «зависанням» електрона на

верхньому рiвнi виникає, коли енергiї випромiнювання не бiльше, нiж для

переведення електрона не верхнiй рiвень.
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• При включеннi обох мод в резонансному режимi спостерiгається 1) запиран-

ня електронiв, коли вони розташованi лише на одному з нижнiх рiвнiв, i 2)

режим «зависання» електрона на верхньому рiвнi при балансi енергiй випро-

мiнювання та переходiв.

2. Iнтегровна модель дає опис фазового простору в термiнах змiнних, що є усереднен-

ням операторiв електронних переходiв i якi можемо вважати проекцiями власного

моменту електронних переходiв атома.
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