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Aнотацiя
Нехай G – зв’язний неорiєнтований граф. Обходом сторожа на G називається

мiнiмальний замкнений домiнуючий шлях. Довжину такого шляху позначають
w(G) i називають числом сторожа. У цiй роботi ми розглядаємо обхiд сторожа
на неорiєнтованих та орiєнтованих графах. Особливу увагу придiляємо повним
мультичнастковим орграфам, даємо характеризацiю цьому класу графiв, а також
знаходимо верхню оцiнку числа сторожа через домiнуюче число γ(D) i число не-
залежностi α(D).

Ключовi слова: обхiд сторожа, число сторожа, повнi мультичастковi графи,
орграфи
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Вступ
В музеї потрiбно регулярно оглядати кiмнати. Кожна кiмната з’єднана кори-

дором (коридорами) з однiєю або кiлькома iншими. Будемо називати такi кiмнати
сусiднiми. З кожної кiмнати в музеї можна побачити всi її сусiднi кiмнати.

У музеї працює сторож, обов’язком якого є обхiд музей i оглядання усiх його
кiмнат. Задача сторожа – знайти оптимальний шлях (з поверненням в початкову
кiмнату), який дозволить йому оглянути всi кiмнати в музеї.

Проблему обходу сторожа була запропонована в статтi Гартнелла, Рола та
Вайтгеда [6], яка вийшла у 1998 роцi.

Позаяк метою цiєї роботи є дослiдження повних мультичасткових орграфiв,
велику увагу придiлено статтi Даєра [2], що була опублiкована у 2021 роцi. У
цiй статтi знайдена верхня оцiнка числа сторожа для турнiрiв, сформульовано i
доведено ряд теорем про повнi мультичастковi орграфи.

У данiй роботi ми показуємо i доводимо характеристику повних мультичас-
ткових орграфiв, показуємо верхню оцiнку числа сторожа для повних мультичас-
ткових орграфiв, а також, даємо характеризацiю класу графiв, для яких будь-яка
проста орiєнтацiя, що не має джерел, мiстить обхiд сторожа.

В кiнцi роботи наведена реалiзацiя (на мовi Python) алгоритмiв знаходження
сильнозв’язних компонент, сюр’єктивної конденсацiї орграфа, та деякi iншi базовi
алгоритми, необхiднi для знаходження замкненого домiнуючого шляху в орiєнто-
ваному графi.

У першому роздiлi ми наводимо основнi означення з теорiї графiв.
У другому роздiлi показуємо основнi вiдомi результати дослiдження проблеми

обходу сторожа на неорiєнтованих графах.
У третьому роздiлi ми також показуємо основнi вiдомi результати дослiдже-

ння проблеми обходу сторожа на орiєнтованих графах, а також заглиблюємось
у дослiдження повних мультичасткових орграфiв. Крiм цього, у цьому роздiлi,
ми даємо характеристику класу графiв, для якого будь-яка проста орiєнтацiя без
джерел мiстить обхiд сторожа.

У четвертому роздiлi ми показуємо ряд алгоритмiв, необхiдних для знахо-
дження замкненого домiнуючого шляху у орiєнтованому графi. Серед них: алго-
ритм знаходження сильнозв’язних компонент Тар’яна [4], а також, знаходження
сюр’єктивної конденсацiї орграфа.

Частину результатiв, описаних у цiй роботi нами було презентовано i доведено
на XI Всеукраїнськiй конференцiї молодих математикiв [7] у травнi 2023.
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1 Основнi означення
Означення 1.1. Неорiєнтований граф G — це впорядкована пара (V,E), де V

— множина вершин, E — множина невпорядкованих пар вершин з V , якi назива-
ються ребрами.

Означення 1.2. Орiєнтований граф D — це впорядкована пара (V,A), де V —
множина вершин, A — множина впорядкованих пар вершин з V , якi називаються
дугами.

Означення 1.3. Пара вершин неорiєнтованого графа u, v графа G називається
сумiжними, якщо {u, v} ∈ E.

Означення 1.4. Вершина u орiєнтованого графа D називається сумiжною з
v, якщо (u, v) ∈ A.

Означення 1.5. Граф H є породженним пiдграфом графа G, якщо V (H) ⊆
V (G), та ∀ u, v ∈ V (H) : {u, v} ∈ E(H) ⇔ {u, v} ∈ E(G).

Означення 1.6. Орграф H є породженним пiдграфом орграфа D, якщо V (H) ⊆
V (G), та ∀ u, v ∈ V (H) : (u, v) ∈ A(H) ⇔ (u, v) ∈ A(D).

Означення 1.7. Граф називається зв’язним, якщо мiж будь-якими його двома
вершинами iснує шлях.

Означення 1.8. Послiдовнiсть вершин v1, v2, . . . , vn називають шляхом.

Означення 1.9. Шлях v1, v2, . . . , vn називається ланцюгом, якщо вiн мiстить
вершину графа не бiльше одного разу. Тобто vi ̸= vj, 1 ≤ i < j ≤ n.

Означення 1.10. Ланцюг називають гамiльтоновим, якщо вiн мiстить всi вер-
шини графа.

Означення 1.11. Граф є деревом, якщо вiн не мiстить циклiв.

Означення 1.12. Висячi вершини дерева називають листками.

Означення 1.13. Граф, у якого кожна пара вершин з’єднана ребром, назива-
ється повним i позначається Kn, де n — кiлькiсть вершин.

Означення 1.14. Повний орiєнтований граф називають турнiром.

Означення 1.15. Числом незалежностi α(G) графа G називають потужнiсть
максимальної за включенням множини взаємно несумiжних вершин.
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2 Неорiєнтованi графи
Означення 2.1. Вiдкритим околом вершини v ∈ V графа G(V,E) називають

множину
N(v) = {u ∈ V | {u, v} ∈ E}.

Означення 2.2. Замкненим околом вершини v ∈ V графа G(V,E) називають
множину

N [v] = N(v) ∪ {v}.

Означення 2.3. Вешина v графа G називається унiверсальною, якщо N [v] =
V (G).

Означення 2.4. Вiдкритим околом множини U ⊆ V графа G(V,E) назива-
ють сукупнiсть околiв усiх вершин, що входять в U i позначають N(U).

Означення 2.5. Замкненим околом множини U ⊆ V графа G(V,E) назива-
ють множину

N [U ] = N(U) ∪ U.

Означення 2.6. Мiнiмальною домiнуючою множиною графа G(V,E) назива-
ють мiнiмальну за включенням множину Γ ⊆ V , для якої N [Γ] = V . При цьому
домiнуючим числом γ(G) називають потужнiсть Γ.

Означення 2.7. Обходом сторожа на графi називають найкоротший замкне-
ний домiнуючий шлях. При цьому його довжину називають числом сторожа
w(G).

Означення 2.8. Кiстяковим деревом графа G називають максимальний за
включенням його зв’язний ациклiчний пiдграф.

Теорема 2.9. [3] Нехай T — кiстякове дерево графа G, а T ′(V ′, E ′) — дерево,
що одержується з T видаленням листкiв. Тодi w(G) ≤ 2|E ′|.

2.1 Число сторожа для рiзних класiв графiв
Теорема 2.10. [3] Нехай T — дерево, а T ′(V ′, E ′) — дерево, що одержується

з T видаленням листкiв. Тодi w(T ) = 2|E ′|.

Теорема 2.11. [3] Нехай Cn — цикл на n вершинах. Тодi

w(Cn) =

{
2(n− 3), 3 ≤ n < 6

n, n ≥ 6
. (1)
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Теорема 2.12. [3] Нехай G — граф. w(G) = 0 тодi i тiльки тодi, коли G
мiстить домiнуючу вершину (тобто γ(G) = 1).

Наслiдок 2.13. Нехай Kn — повний граф на n вершинах. Тодi w(Kn) = 0.

Теорема 2.14. [3] Нехай G — повний мультичастковий граф. Якщо вiн не
мiстить унiверсальної вершини, то w(G) = 2. Iнакше, w(G) = 0.

3 Орiєнтованi графи
На вiдмiну вiд неорiєнтованих графiв, в оргафах не завжди iснує обхiд сторожа.

Одним з найпростiших прикладiв може слугувати орiєнтацiя P2.

v1 v2 v3

Рис. 1: Приклад орграфа, на якому немає обходу сторожа.

Означення 3.1. Вiдкритим вхiдним околом вершини v ∈ V орграфа D(V,A)
називають множину

N−(v) = {u ∈ V | (u, v) ∈ A}.
Замкненим вхiдним околом v називають множину

N−[v] = N−(v) ∪ {v}.

Означення 3.2. Вiдкритим вихiдним околом вершини v ∈ V орграфа D(V,A)
називають множину

N+(v) = {u ∈ V | (v, u) ∈ A}.
Замкненим вихiдним околом v називають множину

N+[v] = N+(v) ∪ {v}.

Означення 3.3. Вiдкритим вхiдним (вихiдним) околом множини U ⊆ V
орграфа D(V,A) називають сукупнiсть вiдкритих вхiдних (вихiдних) околiв усiх
вершин, що входять в U i позначають N−(U) (N+(U)).

Означення 3.4. Замкненим вхiдним (вихiдним) околом множини U ⊆ V
орграфа D(V,A) називають сукупнiсть замкнених вхiдних (вихiдних) околiв усiх
вершин, що входять в U i позначають N−[U ] (N+[U ]).

Означення 3.5. Вешина u домiнує вершину v, якщо v ∈ N(u) (тобто є домi-
нуючою для v). При цьому v є вершиною, домiнованою вершиною u.
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Означення 3.6. Вешина v орграфа D називається джерелом, якщо N−(v) =
∅.

Означення 3.7. Вешина v орграфа D називається стоком, якщо N+(v) = ∅.

Означення 3.8. Мiнiмальною домiнуючою множиною орграфа D(V,A) на-
зивають мiнiмальну за включенням множину Γ ⊆ V , для якої N+[Γ] = V . При
цьому домiнуючим числом γ(D) називають потужнiсть Γ.

Означення 3.9. Обходом сторожа на орiєнтованому графi називають найко-
ротший замкнений домiнуючий шлях. При цьому його довжину називають числом
сторожа w(D).

Означення 3.10. Нехай D — орграф, i A — деяка пiдмножина його вершин.
Множиною унiкально домiнованих вершин орграфа D вершиною v ∈ A називає-
ться множина

UA(v) = N+[v] \N+[A \ {v}].

Лема 3.11. У кожної вершини з мiнiмальної домiнуючої множини iснує не-
порожня множина унiкально домiнованих вершин.

Означення 3.12. Орграф називається сильнозв’язним, якщо мiж будь-якими
двома вершинами iснує шлях.

Означення 3.13. Сильнозв’язною компонентою орграфа називається макси-
мальний за включенням сильнозв’язний породжений пiдграф

Означення 3.14. Конденсацiєю D∗(V ∗, A∗) орграфа D(V,A) називається ор-
граф, вершинами якого є сильнозв’язнi компоненти D, а (u∗, v∗) ∈ A∗, якщо
у сильнозв’язнiй компонентi u∗ iснує вершина u така, що (u, v) ∈ A для деякої
вершини v сильнозв’язної компоненти v∗.

Означення 3.15. Сюр’єктивною конденсацiєю D∗
sur(V

∗
sur, A

∗
sur) орграфа D(V,A)

називається орграф, вершинами якого є сильнозв’язнi компоненти D, а (u∗, v∗) ∈
A∗

sur, якщо для кожної вершини v сильнозв’язної компоненти v∗ iснує вершина u
з сильнозв’язної компоненти u∗ така, що (u, v) ∈ A.

Таким чином, сюр’єктивна конденсацiя є пiдграфом конденсацiї.

Лема 3.16. [7] Орграф D мiстить обхiд сторожа тодi i тiльки тодi, коли
D∗

sur мiстить унiверсальну вершину.
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Доведення. Нехай D(V,A) — орiєнтований граф i D∗
sur(V

∗
sur, A

∗
sur) — його сюр’єктивна

конденсацiя, i f : V → V ∗
sur – функцiя, що ставить у вiдповiднiсть вершинi її силь-

нозв’язну компоненту.
D мiстить обхiд сторожа тодi i тiльки тодi, коли iснує послiдовнiсть вершин

W = (v1, v2, ..., vm = v1) така, що (vi, vi+1) ∈ A i N+[W ] = V . Очевидно, що W
лежить у сильнозв’язнiй компонентi v∗ ∈ V ∗

sur i ∀ u ∈ V \W ∃ v ∈ W : u ∈ N+[v].
Це еквiвалентно тому, що ∀ u∗ ∈ V ∗

sur − v∗ : (v∗, u∗) ∈ A∗
sur, тобто D∗

sur мiстить
унiверсальну вершину.

Наслiдок 3.17. Якщо на орiєнтованому графi D iснує обхiд сторожа, то
вiн мiститься в сильнозв’язнiй компонентi, що вiдповiдає домiнуючiй вершинi
в D∗

sur.

3.1 Орiєнтацiї повних мультичасткових графiв
Теорема 3.18. [2] Нехай D – повний мультичастковий орграф. Якщо δ−(D) ≥

1, то конденсацiя D має джерело i D мiстить обхiд сторожа.

Доведення. Нехай D – орiєнтацiя повного мультичасткового графа без джерел.
Нехай {T1, T2, ... Tk} – сильнозв’язнi компоненти D. Розглянемо конденсацiю D∗ =
{t1, t2, ... tk}, де вершина ti вiдповiдає сильнозв’язнiй компонентi Ti. Розглянемо
довiльну вершину t, i нехай P – найдовший ланцюг, що закiнчується в t. Нехай u –
початкова вершина P . Будь-який цикл у D∗ вiдповiдатиме бiльшiй сильнозв’язнiй
компонентi в D, що суперечить вибору {Ti}. Отже, u не має вхiдних сусiднiх
вершин з P . Позаяк P – найдовший ланцюг, то P також не має вхiдних сусiднiх
вершин з D∗ \ P . Це означає, що кожна вершина в сильнозв’язнiй компонентi
U не має вхiдних сусiдiв з будь-якої iншої сильнозв’язної компоненти. Позаяк
кожна вершина має хоча б одну вхiдну дугу, то U мiстить не менше 2 вершин.
А отже, U мiстить вершини з бiльш, нiж однiєї частки, i, звiдси, дуги до всiх
сильнозв’язних компонент. З цього випливає, що у D∗ iснує дуга мiж u та кожною
iншою сильнозв’язною компонентою. Позаяк u – джерело в D∗, компонента U є
домiнуючою. А отже, обхiд сторжа мiститься у сильнозв’язнiй компонентi U .

Ми отримали наступне узагальнення попередньої теореми.

Теорема 3.19. [7] Для зв’язного графа G наступнi умови еквiвалентнi:
1) G – повний мультичастковий граф
2) Кожна узагальнена орiєнтацiя G без джерел мiстить обхiд сторожа
3) Кожна узагальнена орiєнтацiя G без одновершинних сильнозв’язних ком-

понент мiстить обхiд сторожа
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Доведення.
1) ⇒ 2). Нехай G – повний мультичастковий граф. i D – його узагальнена орiєн-
тацiя без джерел. Розглянемо конденсацiю D∗ та джерело A в нiй. Якщо |A| = 1,
то D мiстить джерело, а отже, |A| = 2. Оскiльки A породжує в D сильнозв’язну
компоненту, то A – зв’язна в G. Тому ∃uv ∈ E(G[A]). Оскiльки G – повний муль-
тичастковий, то uv – домiнуюче в G. Зокрема, ∀x ∈ V (G) \A : x ∈ N(u)∪N(v).
Нехай xu ∈ E(G). Тодi ребро xu орiєнтоване в G лише як u → x. Тому A буде
домiнуючою вершиною в D∗

sur, а отже, за лемою 3.16, D має обхiд сторожа.
2) ⇒ 3). Очевидно, що якщо кожна узагальнена орiєнтацiя G без джерел мiстить
обхiд сторожа, то i кожна узагальнена орiєнтацiя G без джерел i стокiв мiстить
обхiд сторожа.
3) ⇒ 1). Доведемо методом вiд супротивного. Нехай кожна узагальнена орiєн-
тацiя G без одновершинних сильнозв’язних компонент мiстить обхiд сторожа,
але G – не повний мультичастковий граф. Тодi G мiстить недомiнуюче ребро
uv ∈ E(G) i вершину w /∈ N [u] ∪ N [v]. Побудуємо узагальнену орiєнтацiю D
графа G наступним чином: мiж вершинами u та v – двостороння орiєнтацiя,
∀ x ∈ N(u) : (u, x) ∈ A(D), ∀ y ∈ N(v) : (u, y) ∈ A(D). Якщо для деякої
вершини x ∈ N(u) ∪N(v) : N(x) ⊆ {u, v}, то орiєнтуємо ребра xu та xv в обидва
боки. Усi iншi ребра в графi орiєнтуємо в обидва боки. Таким чином, ми отримали
орграф без джерел, на якому немає обходу сторожа. Це суперечить припущенню
про те, що G – не повний мультичастковий граф.

Твердження 3.20. [7] Нехай G – зв’язний граф. Розглянемо наступнi умови:
1) G – повний мультичастковий
2) Кожна проста орiєнтацiя G без джерел мiстить обхiд сторожа
3) Кожна проста орiєнтацiя G без одновершинних сильнозв’язних компо-

нент мiстить обхiд сторожа
Тодi 1) ⇒ 2) ⇒ 3), причому жодну iмплiкацiю не можна обернути.

Доведення.
1) ⇒ 2). За теоремою 3.18.
2) ⇒ 3). Очевидно, що якщо кожна проста орiєнтацiя G без джерел мiстить обхiд
сторожа, то i кожна проста орiєнтацiя G без джерел i стокiв мiстить обхiд сторожа.

Приклад 3.21. Обернення першої iмплiкацiї (2 ⇒ 1) не працює для циклiв на
бiльш, нiж 4 вершинах.

Приклад 3.22. Граф, для якого не виконується обернення другої iмплiкацiї (3
⇒ 2).

Будь, яка орiєнтацiя такого графа без джерел i стокiв мiстить обхiд сторожа,
проте iснує орiєнтацiя без джерел, в якiй немає такого обходу.
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Рис. 2: C5 – орграф, для якого не працює обернення першої iмплiкацiї.

Рис. 3: Граф G, для якого не працює обернення другої iмплiкацiї.

Рис. 4: Орiєнтацiя G без джерел, яка не мiстить обходу сторожа.

Твердження 3.23. Кожна проста орiєнтацiя G без джерел мiстить обхiд
сторожа тодi, i тiльки тодi, коли в G кожен цикл домiнуючий.

Доведення.
(⇒) Доведення здiйснюватимемо методом вiд супротивного. Нехай G – граф. При-
пустимо, що в G iснує цикл Cn = v1...vnv1, який не є домiнуючим. Отже, iснує
така вершина w, що ∀v ∈ Cn : wv /∈ V (G). Побудуємо орiєнтацiю D графа G без
джерел, при якому не iснуватиме обхiд сторожа. Орiєнтуємо цикл Cn наступним
чином: v1 → ... → vn → v1, а усi iншi ребра орiєнтуємо "вiд"Cn. Очевидно, що в
такому разi в D не буде джерел, а обхiд сторожа мусить мiститись у Cn. Проте, w
не з’єднана дугою з жодною з вершиною з Cn. А отже, на D немає обходу сторожа.

(⇐) Доведення подiбне до доведення теореми 3.18. Нехай G – граф, у якого ко-
жен цикл домiнуючий, а D – орiєнтацiя G без джерел. Нехай {T1, T2, ... Tk} –
сильнозв’язнi компоненти D. Розглянемо конденсацiю D∗ = {t1, t2, ... tk}, де вер-
шина ti вiдповiдає сильнозв’язнiй компонентi Ti. Розглянемо довiльну вершину t,
i нехай P – найдовший ланцюг, що закiнчується в t. Нехай u – початкова вершина
P . Будь-який цикл у D∗ вiдповiдатиме бiльшiй сильнозв’язнiй компонентi в D,
що суперечить вибору {Ti}. Отже, u не має вхiдних сусiднiх вершин з P . Позаяк
P – найдовший ланцюг, то P також не має вхiдних сусiднiх вершин з D∗ \ P . Це
означає, що кожна вершина в сильнозв’язнiй компонентi U не має вхiдних сусiдiв
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з будь-якої iншої сильнозв’язної компоненти. Позаяк кожна вершина має хоча б
одну вхiдну дугу, то U мiстить не менше 2 вершин. А отже, U мiстить цикл, i,
звiдси, дуги до всiх сильнозв’язних компонент. З цього випливає, що у D∗ iснує
дуга мiж u та кожною iншою сильнозв’язною компонентою. Позаяк u – джерело в
D∗, компонента U є домiнуючою. А отже, обхiд сторжа мiститься у сильнозв’язнiй
компонентi U .

3.2 Число сторожа для турнiрiв
Теорема 3.24. [1] Кожен турнiр мiстить гамiльтонiв ланцюг.

Теорема 3.25. [2] Нехай T — турнiр на бiльш нiж 2 вершинах. Якщо γ(T ) >
1, то w(T ) = γ(T ) або w(T ) = γ(T ) + 1.

Доведення. Нехай T (V,A) — турнiр порядку n. Нехай γ(T ) = k для деякого 1 <
k < n. Згiдно з Теоремою 3.24 кожен турнiр мiстить гамiльтонiв ланцюг. Очевидно,
що мiнiмальна домiнуюча множина Γ = {v1, v2, ..., vk} також породжує турнiр
T ′. А отже, вiн теж мiстить гамiльтьонiв ланцюг. Без втрати загальностi будемо
вважати H = v1, v2, ..., vk цим ланцюгом.

v1 v2 vk

Рис. 5: Обхiд сторожа, при якому w(T ) = γ(T ).

Якщо (vk, v1) ∈ A, то маємо w(T ) = γ(T ) (Рис. 5).

v1 v2 vk u

Рис. 6: Обхiд сторожа, при якому w(T ) = γ(T ) + 1.

Iнакше, ∃u ∈ UΓ(vk), а отже, (u, v1) ∈ A i w(T ) = γ(T ) + 1 (Рис. 6).
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3.3 Число сторожа для повних мультичастковi орграфiв
Теорема 3.26. Нехай D — повний мультичастковий орграф, що не мiстить

джерел. Якщо його найменша домiнуюча множина Γ породжує турнiр, то

w(D) ≤ γ(D) + 3.

Доведення. Позаяк Γ = {v1, v2, ..., vk} породжує турнiр, то у нiй iснує гамiльтонiв
ланцюг. Без втрати загальностi будемо вважати H = v1, v2, ..., vk цим ланцюгом.

v1 v2 vk

Рис. 7: Обхiд сторожа, при якому w(T ) = γ(T ).

Якщо (vk, v1) ∈ A, то маємо w(D) = γ(D) (Рис. 7).

v1 v2 vk u

Рис. 8: Обхiд сторожа, при якому w(T ) = γ(T ) + 1.

Iнакше, ∃u ∈ UΓ(vk). Якщо v1 та u належать до рiзних часток, то (u, v1) ∈ A i
w(T ) = γ(T ) + 1 (Рис. 8).

Якщо v1 та u належать до однiєї частки, то ∃x ∈ V : (x, v1) ∈ A.

v1 v2 x vk u

Рис. 9: Обхiд сторожа, при якому w(T ) = γ(T ) + 2.

Якщо при цьому x ∈ Γ, то (u, x) ∈ A i w(D) = γ(D) + 2 (Рис. 9).
Якщо при цьому x /∈ Γ, то ∃vi, 2 ≤ i ≤ k − 1 : (vi, x) ∈ A i w(D) = γ(D) + 3

(Рис. 10).
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x v1 v2 vi vk u

Рис. 10: Обхiд сторожа, при якому w(T ) = γ(T ) + 3.

Теорема 3.27. Нехай D — повний мультичастковий орграф. Якщо D не мi-
стить джерел, то w(D) ≤ γ(D) + 3α(D) .

Доведення. Нехай D(V,A) — повний мультичастковий орграф i Γ — його мiнi-
мальна домiнуюча множина. Очевидно, що при цьому Γ породжує в D повний
мультичастковий орграф.

Нехай m — кiлькiсть вершин у найбiльшiй частцi D[Γ]. Очевидно, що m =
α(D[Γ]) ≤ α(D). Тодi Γ можна розбити на m неперетинних частин таким чином,
що кожна з них буде породжувати в D[Γ] турнiр T1, T2, ..., Tm. Будемо називати цi
турнiри домiнуючими.

Порядок першого турнiру T1 буде дорiвнювати кiлькостi часток в D[Γ]. Поря-
док T2 буде дорiвнювати кiлькостi часток в D[Γ\V (T1)], порядок Tk дорiвнюватиме
кiлькостi часток в D[Γ \ (

⋃k−1
i=1 V (Ti))] i так далi.

Для доведення теореми нам тепер достатньо показати побудову переходiв мiж
турнiрами Ti, Ti+1, 1 ≤ i ≤ m− 1, а також мiж турнiрами Tm та T1. Такi переходи
пiдпадають пiд наступнi класи:

1) перехiд вiд турнiру на не менш, нiж 2 вершинах до турнiру з будь-якою
кiлькiстю вершин;

2) перехiд мiж двома одновершинними турнiрами;
3) перехiд вiд одновершинного домiнуючого турнiру до будь-якого домiнуючого

турнiру.
Спочатку покажемо перехiд вiд турнiру Ti на не менш нiж 2 вершинах до

будь-якого домiнуючого турнiру Ti+1.
Припустимо, що |V (Ti)| ≥ 2 i |V (Ti+1)| ≥ 1. Нехай

V (Ti) = {u1, u2, ..., ut},
V (Ti+1) = {v1, ..., vs},

де t = |V (Ti)|, s = |V (Ti+1)|.
Згiдно з Теоремою 3.24, кожен турнiр мiстить гамiльтонiв ланцюг. Без втрати

загальностi будемо вважати, що u1, u2, ..., ut i v1, ..., vs — гамiльтононовi ланцюги
Ti i Ti+1 вiдповiдно (Рис. 11).
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u1 ut−1 ut

v1 vs

Рис. 11: Гамiльтоновi ланцюги турнiрiв Ti та Ti+1.

u1 ut−1 ut

v1 vs

y

Рис. 12: Перехiд вiд Ti до Ti+1.

Згiдно з Лемою 3.11, iснує непорожня множина унiкально домiнованих вершин
UΓ(ut). Якщо iснує така вершина y ∈ UΓ(ut), що y i v1 лежать в рiзних частках,
то (y, v1) ∈ A, i ми завершили побудову шляху з Ti до Ti+1 (Рис. 12).

u1 ut−1 ut

v1 vs

x y

Рис. 13: Перехiд вiд Ti до Ti+1.

Розглянемо тепер випадок, коли усi y ∈ UΓ(ut) лежать в тiй же частцi, що i
v1. Згiдно з умовою, D не мiстить джерел, а отже, iснує така вершина x ∈ V , що
(x, v1) ∈ A.

Якщо при цьому x ∈ Γ, то ∀ y ∈ UΓ(ut) : (y, x) ∈ A, i ми завершили побудову
шляху з Ti до Ti+1 (Рис. 13).

Iнакше, якщо x /∈ Γ та iснує така вершина y ∈ UΓ(ut), що (y, x) ∈ A, то ми
знову завершили побудову шляху з Ti до Ti+1 (Рис. 13).

Якщо ж x /∈ Γ але для всiх y ∈ UΓ(ut) маємо (y, x) /∈ A, то, зважаючи, на те, що
x та y належать до рiзних часток, маємо (x, y) ∈ A. В такому разi UΓ(ut) ⊆ N+(x)
i ми можемо перебудувати мiнiмальну домiнуючу множину:

Γ′ = (Γ \ {ut}) ∪ {x}.

У новiй мiнiмальнiй домiнуючiй множинi Γ′ iснує непорожня множина UΓ′(ut−1)
(Рис. 14).
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u1 ut−1 ut

v1 vs

x z ∈ UΓ′(ut−1)

Рис. 14: Перебудова Γ′.

u1 ut−1 ut

v1 vs

x z ∈ UΓ′(ut−1)

Рис. 15: Шлях вiд Ti до Ti+1.

Оскiльки x /∈ Γ, то iснує вершина w ∈ Γ, що домiнує x. Тобто, (w, x) ∈ A.
Оскiльки w та x належать новiй мiнiмальнiй домiнуючiй множинi Γ′, i вони, оче-
видно, належать до рiзних часток, то iснує як мiнiмум одна з дуг {(z, w), (z, x)}.
А отже, ми побудували шлях з Ti до Ti+1 (Рис. 15).

Таким чином ми показали побудову переходiв вiд турнiрiв Ti на не менш нiж
2 вершинах до будь-яких домiнуючх турнiрiв Ti+1.

Тепер покажемо побудову переходiв мiж одновершинними домiнуючими тур-
нiрами.

u v

y

Рис. 16: Шлях вiд Ti до Ti+1.

Припустимо, що V (Ti) = {u} i V (Ti+1) = {v}. Очевидно, що u та v лежать в
однiй частцi. Якщо ∃ y ∈ UΓ(u) : (y, v) ∈ A, то ми побудували шлях з Ti до Ti+1

(Рис. 16).
Розглянемо випадок, коли UΓ(u) = {u}. Згiдно з умовою, D не мiстить джерел,

а отже, iснує w ∈ V : (w, v) ∈ A. Якщо w ∈ Γ, то (u,w) ∈ A, i ми знову побудували
шлях мiж турнiрами.

Якщо ж w /∈ Γ, то ∃ s ∈ Γ : (s, w) ∈ A (Рис. 17). Якщо при цьому u та s лежать
в рiзних частках, то (u, s) ∈ A.

Iнакше, якщо u та s лежать в однiй частцi i при цьому (w, u) ∈ A, то розглянемо
останню домiнуючу вершину t, з якої ми сконструювали шлях до u (Рис. 18).
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u v

s w

Рис. 17: Шлях вiд Ti до Ti+1.

t u v

s w

Рис. 18: Шлях вiд Ti до Ti+1.

t u v

z w

Рис. 19: "Обхiдний" шлях вiд Ti−1 до Ti+1.

Оскiльки UΓ(u) = {u}, ми можемо перебудувати мiнiмальну домiнуючу мно-
жину:

Γ′ = (Γ \ {u}) ∪ {w}.
У новiй мiнiмальнiй домiнуючiй множинi Γ′ iснує непорожня множина UΓ′(t), а
отже, ∃ z ∈ UΓ′(t) : (z, s) ∈ A або (z, w) ∈ A. Таким чином, ми сконструювали
"обхiдний" шлях з Ti−1 до Ti+1, при цьому зберiгаючи усi УДВ для Ti (Рис. 19).

Таким чином ми показали побудову переходiв мiж одновершинними турнiрами.
Отже, залишилось розглянути побудову переходу вiд одновершинного турнiру до
домiнуючого турнiру з бiльш нiж одною вершиною.

Нехай
V (Ti) = {u},
V (Ti+1) = {v1, ..., vt},

де t = |V (Ti+1)|. Якщо u та v1 лежать в однiй частцi, то механiзм побудови шляху
спiвпадає з описаним вище. Тому припустимо, що u та v1 лежать в рiзних частках.

Якщо u ∈ UΓ(u), то (u, v1) ∈ A, i побудову завершено.
Розглянемо випадок, коли u /∈ UΓ(u). Якщо ∃ y ∈ UΓ(u) : y та v1 лежать в

рiзних частках, то (y, v1) ∈ A, а отже, побудову завершено.
Припустимо, що ∀ y ∈ UΓ(u) : y та v1 лежать в однiй частцi. Згiдно з умовою,

iснує така вершина w ∈ V , що (w, v1) ∈ A. Якщо w ∈ Γ, то (y, w) ∈ A.
Iнакше, ∃ s ∈ Γ : (s, w) ∈ A. Якщо при цьому ∃ y ∈ UΓ(u) : y та s лежать в

рiзних частках, то (y, s) ∈ A i ми побудували шлях з Ti до Ti+1 (Рис. 20).
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u v1 vt

y s w

Рис. 20: Шлях вiд Ti до Ti+1.

Якщо при цьому ∀ y ∈ UΓ(u) : y та s лежать в однiй частцi, а також, ∀ y ∈
UΓ(u) : (w, y) ∈ A, то ми можемо перебудувати мiнiмальну домiнуючу множину:

Γ′ = (Γ \ {u}) ∪ {w}.

Розглянемо останню домiнуючу вершину t∗, з якої ми сконструювали шлях до

t∗ u v1 vt

z w

Рис. 21: "Обхiдний" шлях вiд Ti−1 до Ti+1.

u. Очевидно, що iснує z ∈ UΓ′(t∗) : (z, s) ∈ A або (z, w) ∈ A. Ми сконструювали
"обхiдний" шлях з Ti−1 до Ti+1, при цьому зберiгаючи усi УДВ для Ti (Рис. 21).

Таким чином, ми показали усi можливi конструкцiї шляхiв мiж турнiрами.
Щоб пiдрахувати верхню межу числа сторожа на D скористаємось фактом, що
кiлькiсть переходiв мiж турнiрами, якi нас цiкавлять, дорiвнює m. При цьому
сумарна довжина гамiльтонових ланцюгiв цих турнiрiв дорiвнює γ(D)−m. Легко
перевiрити, що найдовший перехiд мiж домiнуючими турнiрами зображений на
Рис. 20 i його довжина дорiвнює 4. Таким чином, сумарна довжина обходу сторожа
на D не перевищує γ(D)−m+ 4m, а отже,

w(D) ≤ γ(D) + 3m = γ(D) + 3α(D[Γ]) ≤ γ(D) + 3α(D).
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4 Алгоритми
Згiдно з Наслiдком 3.17 Леми 3.16, якщо обхiд сторожа iснує, то вiн знаходи-

ться в домiнуючiй вершинi сюр’єктивної конденсацiї орграфа. А отже, знаходже-
ння замкненого домiнуючого шляху можна роздiлити на такi етапи:

1) знаходження сильнозв’язних компонент графа;
2) знаходження сюр’єктивної конденсацiї [3.15];
3) знаходження домiнуючої вершини v∗ в конденсацiї;
4) побудова замкненого шляху в сильнозв’язнiй компонентi, що вiдповiдає v∗.
Слiд зазначити, що отриманий замкнений домiнуючий шлях не обов’язково

буде мiнiмальним, а отже, можливо, не буде обходом сторожа.

4.1 Знаходження сильнозв’язних компонент
Для початку розглянемо знаходження сильнозв’язних компонент орiєнтовано-

го графа. Можна виокремити алгоритми Тар’яна [4] та Косараджу-Шарiра [5].
Тут наведена реалiзацiя пошуку сильнозв’язних компонент алгоритмом Тар’яна

(реалiзацiя на мовi Python). Функцiя отримує на вхiд орграф в структурi словни-
ка i повертає список сильнозв’язних компонент.

1 def tarjan_scc(graph):
2 """
3 Finds strongly connected components of a digraph
4

5 Parameters:
6 ----------
7 graph : a dictionary representing the directed graph
8

9 Return:
10 ------
11 scc : a list of strongly connected components
12 """
13 index_counter = [0]
14 stack = []
15 lowlinks = {}
16 index = {}
17 scc = []
18

19 def strongconnect(node):
20 # set the depth index for this node to the smallest unused index
21 index[node] = index_counter [0]
22 lowlinks[node] = index_counter [0]
23 index_counter [0] += 1
24 stack.append(node)
25

26 successors = graph[node]
27

28 for successor in successors:
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29 if successor not in lowlinks:
30 # Successor has not yet been visited -> recurse on it
31 strongconnect(successor)
32 lowlinks[node] = min(lowlinks[node],lowlinks[successor ])
33 elif successor in stack:
34 # The successor is in the stack and hence
35 # in the current strongly connected component (SCC)
36 lowlinks[node] = min(lowlinks[node], index[successor ])
37

38 # If ‘node ‘ is a root node , pop the stack and generate an SCC
39 if lowlinks[node] == index[node]:
40 connected_component = []
41 while True:
42 successor = stack.pop()
43 connected_component.append(successor)
44 if successor == node: break
45 scc.append(connected_component)
46

47 for node in graph:
48 if node not in lowlinks:
49 strongconnect(node)
50

51 return scc

4.2 Знаходження сюр’єктивної конденсацiї
Наступним ми розглянемо знаходження сюр’єктивної конденсацiї [3.15]. Фун-

кцiя приймає на вхiд орграф та список сильнозв’язних компонент i повертає ор-
граф сюр’єктивної конденсацiї.

1 def digraph_sur_condensation(digraph , strongly_connected_components):
2 # create a new directed graph
3 surjective_condensed_digraph = dict()
4

5 # add each strongly connected component as a node in the new graph
6 for component in strongly_connected_components:
7 surjective_condensed_digraph[component] = []
8

9 # add edges between the strongly connected components
10 for component_i in surjective_condensed_digraph:
11 for vertex in component_i:
12 successors = digraph[vertex]
13 for component_j in surjective_condensed_digraph:
14 if component_i != component_j and all(succ in component_j for

succ in successors):
15 # add edge from component_i to component_j
16 surjective_condensed_digraph[component_i ]. append(component_j)
17

18 return surjective_condensed_digraph
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4.3 Знаходження домiнуючого сильнозв’язного пiдграфа
Далi нам потрiбно визначити домiнуючу вершину в сюр’єктивнiй конденсацiї.

Наступна функцiя приймає на вхiд орграф i повертає домiнуючу вершину.

1 def get_universal_vertex(digraph):
2 for node in digraph:
3 if len(digraph[node]) == len(digraph) -1:
4 return node
5 return None

Щоб визначити домiнуючу сильнозв’язну компоненту, нам потрiбно знайти пiд-
граф, який вiдповiдає домiнуючiй вершинi в сюр’єктивнiй конденсацiї. Наступна
функцiя отримує на вхiд орграф та множину вершин шуканого пiдграфа.

1 def subdigraph(digraph , subvertices):
2 subdigraph = {}
3 for node in subvertices:
4 if node in digraph:
5 subdigraph[node] = []
6 for succ in digraph[node]:
7 if succ in subvertices:
8 subdigraph[node]. append(succ)
9 return subdigraph
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Висновки
В роботi дослiджено проблему обходу сторожа на орiєнтованих i орiєнтованих

графах. Показано i доведено характеристику повних мультичасткових орграфiв,
показано верхню оцiнку числа сторожа для повних мультичасткових орграфiв, а
також, охарактеризовано клас графiв, для яких будь-яка проста орiєнтацiя, що не
має джерел, мiстить обхiд сторожа. В кiнцi роботи наведена реалiзацiя (на мовi
Python) алгоритмiв знаходження сильнозв’язних компонент, сюр’єктивної конден-
сацiї орграфа, та деякi iншi базовi алгоритми, необхiднi для знаходження замкне-
ного домiнуючого шляху в орiєнтованому графi.

У першому роздiлi були введенi основнi означення з теорiї графiв, у другому
роздiлi показано основнi вiдомi результати дослiдження проблеми обходу сторо-
жа на неорiєнтованих графах, у третьому роздiлi ми також показуємо основнi
вiдомi результати дослiдження проблеми обходу сторожа на орiєнтованих графах,
а також заглиблюємось у дослiдження повних мультичасткових орграфiв. Крiм
цього, даємо характеристику класу графiв, для якого будь-яка проста орiєнта-
цiя без джерел мiстить обхiд сторожа. У четвертому роздiлi ми показуємо ряд
алгоритмiв, необхiдних для знаходження замкненого домiнуючого шляху у орi-
єнтованому графi. Серед них: алгоритм знаходження сильнозв’язних компонент
Тар’яна ??, а також, знаходження сюр’єктивної конденсацiї орграфа.
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[1] L. Rédei, Ein kombinatorischer satz, Acta Litteraria Szeged 7 (1934), 39–43.

[2] D. Dyer, The watchman’s walk problem on directed graphs, Australas. J. Comb.
80(2) (2021), 197–216.

[3] Hartnell, B.L., Rall, D.F., and Whitehead, C.A., The watchman’s walk problem:
An introduction, Cong. Numer. 130 (1998), 149–155.

[4] Tarjan, R.E., Depth-first search and linear graph algorithms, SIAM Journal on
Computing. Vol. 1, no. 2 (13 May) (1972), 146–160.

[5] Micha Sharir, A strong-connectivity algorithm and its applications to data flow
analysis., Computers and Mathematics with Applications. 7(1) (1981), 67–72.

[6] B. L. Hartnell, D. F. Rall and C. A. Whitehead, The watchman’s walk problem:
An introduction, Congr. Numer. 130 (1998), 149–155.

[7] С.О. Козеренко, Б.Ю. Романчук, Орiєнтацiї графiв i проблема обходу сторо-
жа, XI Всеукраїнська конференцiя молодих математикiв, травень 2023, Київ,
Україна.


