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Îïóêëèé ïðîñòið

Îçíà÷åííÿ

Ñiì'ÿ ïiäìíîæèí C ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ îïóêëiñòþ íà X ÿêùî
íàñòóïíi àêñiîìè ïðàâäèâi:

1 Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ òà ñàì X âõîäÿòü â C.
2 C çàêðèòà âiäíîñíî ïåðåòèíiâ.

3 C çàêðèòà âiäíîñíî âêëàäåíèõ îá'¹äíàíü.

Òîäi ïàðó (X, C) íàçèâàþòü îïóêëèì ïðîñòîðîì, à åëåìåíòè C �
îïóêëèìè ìíîæèíàìè.
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Îïóêëèé ïðîñòið

Îçíà÷åííÿ

Ãðàôîâèì îïóêëèì ïðîñòîðîì ¹ ïàðà (G, C), äå G ¹ çâ'ÿçíèì
ãðàôîì ç ìíîæèíîþ âåðøèí V òà îïóêëiñòþ íà C, ùî ïàðà (V, C) ¹
îïóêëèì ïðîñòîðîì, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïîïåðåäíi àêñiîìè
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Iíòåðâàëüíà ôóíêöiÿ

Ðîçãëÿíåìî íà ìíîæèíi X ôóíêöiþ I : X ×X → 2X , ùî ìà¹
íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1 Äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ åëåìåíòiâ a, b ∈ X ñïðàâäæó¹òüñÿ
a, b ∈ I(a, b).

2 Ôóíêöiÿ ¹ ñèìåòðè÷íîþ I(a, b) = I(b, a).

Îçíà÷åííÿ

Òîäi I íàçèâàþòü iíòåðâàëüíèì îïåðàòîðîì íà X, a I(a, b) ¹
iíòåðâàëîì ìiæ a òà b.
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Iíòåðâàëüíèé ïðîñòið

Îçíà÷åííÿ

Ïàðó (X, I) íàçèâàþòü iíòåðâàëüíèì ïðîñòîðîì

Îçíà÷åííÿ

Ïiäìíîæèíó C ìè íàçèâà¹ìî îïóêëîþ òiëüêè òîäi, êîëè I(x, y) ⊆ C

äëÿ âñiõ x, y ∈ C
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Îïóêëîñòi

Ïðèêëàä

Ãåîäåòè÷íà îïóêëiñòü ¹ îïóêëiñòþ, ùî ïîðîäæåíà iíòåðâàëüíîþ
ôóíêöi¹þ, äå äëÿ ïàðè âåðøèí x, y iíòåðâàëîì ¹ âñi íàéêîðîòøi
øëÿõè ìiæ íèìè.

Ïðèêëàä

Äëÿ digital îïóêëîñòi ìíîæèíà S ¹ îïóêëîþ ìíîæèíîþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè iñíó¹ W ⊆ V , ùî S = V \N [W ]
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All-path îïóêëiñòü

Îçíà÷åííÿ

All-path îïóêëiñòü ¹ îïóêëiñòþ, ùî ïîðîäæåíà iíòåðâàëüíîþ
ôóíêöi¹þ, äå äëÿ ïàðè âåðøèí x, y iíòåðâàëîì ¹ âñi ïðîñòi øëÿõè
ìiæ íèìè.
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All-path îïóêëiñòü

Ïðèêëàä

a b

Ðèñ.: Ãðàô G ç iíòåðâàëîì I(a, b)
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Õàðàêòåðèçàöiÿ AP-îïóêëèõ ìíîæèí

Òåîðåìà

(Fabio Protti, and Joao VC Thompson, 2020) Çàôiêñó¹ìî S ⊂ V .

Òîäi S ¹ AP-îïóêëîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè S = V , àáî äëÿ êîæíîãî

çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè Gi, ùî V (Gi) ⊂ V (G− S), iñíó¹ òiëüêè îäíà

ñóñiäíÿ âåðøèíà ç S.
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Õàðàêòåðèçàöiÿ AP-îïóêëèõ ìíîæèí

Îçíà÷åííÿ

Áëîêîì ãðàôà G íàçèâàþòü éîãî ìàêñèìàëüíèé äâîçâ'ÿçíèé
ïiäãðàô.

Òåîðåìà

Íåõàé G ¹ çâ'ÿçíèì ãðàôîì, A ⊂ V (G) òà |A| ≥ 2. Òîäi ìíîæèíà A ¹

AP -îïóêëîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïîðîäæåíèé ïiäãðàô G[A] ¹
çâ'ÿçíèì îá'¹äíàííÿì áëîêiâ â G.
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Õàðàêòåðèçàöiÿ AP-îïóêëèõ ìíîæèí

Îçíà÷åííÿ

Íåõàé A ⊂ V (G) ìíîæèíà âåðøèí ó çâ'ÿçíîìó ãðàôi G òà x ∈ V (G).
Ñèëüíèìè âîðîòàìè äëÿ x ó A íàçèâà¹òüñÿ âåðøèíà g ∈ A òàêà,
ùî äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè a ∈ A, âñi íàéêîðîòøi øëÿõè âiä x äî a
ìiñòèòü g.

Òåîðåìà

Íåõàé G ¹ çâ'ÿçíèì ãðàôîì, A ⊂ V (G) òà |A| ≥ 2. Òîäi ìíîæèíà A ¹

AP -îïóêëîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîæíà âåðøèíà x ∈ V (G) ìà¹
ñèëüíi âîðîòà â A.
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Õàðàêòåðèçàöiÿ ãðàôiâ áëîêiâ

Òåîðåìà

Äëÿ çâ'ÿçíîãî ãðàôà G íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1 G ¹ ãðàôîì áëîêiâ.

2 NG[u] ¹ ap-îïóêëîþ äëÿ ∀u ∈ V (G).

3 NG[u] ¹ ìíîæèíîþ iç ñèëüíèìè âîðîòàìè äëÿ ∀u ∈ V (G).
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Àëãîðèòì ïåðåâiðêè íà ap-îïóêëiñòü
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Àëãîðèòì ïåðåâiðêè íà ap-îïóêëiñòü

T (G) = |V \ S|O(1) + |S|O(1) + 2|ES |+ 2|EV \S |+ 4
|EV \S |

2 + 3O(1) ≤
|V |O(1) + 4|E|+ 4|E|+ 3O(1) = |V |O(1) + 8|E|+ 3O(1)

O(G) = |V |+ |E|
M(G) = |E|+ |V |+ |S| ≤ |E|+ 2|V |
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Àëãîðèòì ïåðåâiðêè íà ap-îïóêëiñòü

O(x) � êiëüêiñòü âåðøèí ãðàôà
O(y) � ÷àñ ðîáîòè àëãîðèòìà (ñåê.)

� íîâèé àëãîðèòì
� æàäiáíèé àëãîðèòì 1
� æàäiáíèé àëãîðèòì 2
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