
Кл а с и ф іка ц ія д е я ки х с ім е й с тв
з л іче н н и х гр а ф ів Ко кс те р а  
в ід н о с н о з н а че н н я ін д е кс у

Лучка  Ка те р и н а
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З а сто сув а н н я с п е ктр а л ьн о ї те о р ії 
гр а ф ів : [2]
 У чи с л е н н и х н а ука х: хім ії, ф із и ц і, 

ко м п ’ю те р н и х н а ука х, б іо л о гії, 
е ко н о м іц і, с о ц іа л ьн и х н а ука х

 Те о р ія  п р е д с та в л е н н я

Вс туп
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Граф Кок стера G — ц е  п а р а  (G, f), д е  G — гр а ф , f — в ід о б р а ж е н н я  
м н о ж и н и  р е б е р  гр а ф а  G у м н о ж и н у, щ о  с кл а д а є тьс я  з  н а тур а л ьн и х 
чи с е л , б іл ьш и х з а  2, та  с и м в о л у ∞.
Індек с графа — ц е  м а кс и м а л ьн е  в л а с н е з н а че н н я  𝜆𝜆𝐺𝐺 м а тр и ц і
сум іж н о сті гр а ф а  G.
Зліченний граф Кок стера — ц е  гр а ф  Ко кс те р а  з і з л іче н н о ю  м н о ж и н о ю  
в е р ш и н .
Індек сом зліченного графа н а з и в а є м о  д о д а тн е  чи с л о  а б о  с и м в о л  ∞, 
в и з н а че н і р ів н іс тю : 

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑮𝑮 = sup
Г∈𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑮𝑮)

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 Г

Ос н о в н і п о н я ття
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Твердж ення 1[4 ; 5]
𝑮𝑮 — з л іче н н и й  з в ’я з н и й  гр а ф . Пр и  в и д а л е н н і в е р ш и н и  а б о  р е б р а , 
з м е н ш е н н і м ітки  н а  р е б р і гр а ф а 𝑮𝑮 й о го  ін д е кс  н е  з б іл ьш ує тьс я .

Твердж ення 2 [4 ; 5]
Не ха й  𝑮𝑮 — з л іче н н и й  з в ’я з н и й  гр а ф . Пр и  п ід р о з б и тті в н утр іш н ьо го  р е б р а  
ін д е кс  н е  з б іл ьш ує тьс я .

Наслідок  1[4 ; 5]
Не ха й  𝑮𝑮𝟏𝟏, 𝑮𝑮𝟐𝟐 — з л іче н н і гр а ф и . 𝑮𝑮𝟏𝟏 ⊂ 𝑮𝑮𝟐𝟐. То д і 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑮𝑮𝟏𝟏 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑮𝑮𝟐𝟐.

Ос н о в н і тв е р д ж е н н я
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Твердж ення 3 [4 ; 5]
Не ха й  𝑮𝑮 - з л іче н н и й  гр а ф , {𝐺𝐺𝑛𝑛}𝑛𝑛=1∞ — п о с л ід о в н іс ть  й о го  
с к ін че н н и х п ід гр а ф ів , щ о  з а д о в о л ьн я є  ум о в а м :

• 𝐺𝐺𝑛𝑛 ⊂ 𝐺𝐺𝑛𝑛+1,
• ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ
• ⋃𝑛𝑛∈ℕ𝐺𝐺𝑛𝑛 = 𝑮𝑮

То д і 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑮𝑮 = lim
𝑛𝑛→∞

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐺𝐺𝑛𝑛

Ос н о в н і тв е р д ж е н н я
4

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐷𝐷𝑛𝑛 = 2 cos 𝜋𝜋
2(𝑛𝑛−1)

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐷𝐷∞ = lim
𝑛𝑛→∞

2 cos 𝜋𝜋
2(𝑛𝑛−1)

= 2 [4; 5]

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐴𝐴𝑛𝑛 = 2 cos 𝜋𝜋
𝑛𝑛+1

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐴𝐴∞ = lim
𝑛𝑛→∞

2 cos 𝜋𝜋
𝑛𝑛+1

= 2 [4; 5]

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐵𝐵𝑛𝑛 = 2 cos 𝜋𝜋
2𝑛𝑛

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐵𝐵∞ = lim
𝑛𝑛→∞

2 cos 𝜋𝜋
2𝑛𝑛

= 2 [4; 5]
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐴𝐴ℤ = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐴𝐴∞ = 2 [4; 5]



Теорема 1 [4 ; 5]
Не ха й  з л іче н н и й  гр а ф  (Г, x) с кл а д а є тьс я  з  с к ін че н н о го  
гр а ф а  Г та  н е с к ін че н н о го  л а н ц ю га . То д і:
• Якщ о  Г, 𝑥𝑥 ∈ {𝐴𝐴∞,𝐷𝐷∞, 𝐵𝐵∞}, то 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 Г, 𝑥𝑥 = 2
• Якщ о  Г, 𝑥𝑥 ∉ 𝐴𝐴∞,𝐷𝐷∞, 𝐵𝐵∞ , то 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 Г, 𝑥𝑥 > 2 та  є  

м а кс и м а л ьн и м  ко р е н е м  р ів н я н н я
𝑃𝑃Г−𝑥𝑥(𝜆𝜆)
𝑃𝑃Г(𝜆𝜆)

=
𝜆𝜆 + 𝜆𝜆2 − 4

2

Ін д е к с  гр а ф а , щ о  с к л а д а є ть с я  з і 
с к ін ч е н н о го  гр а ф а  та  н е с к ін ч е н н о го  
л а н ц ю га
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По в н а  кл а с и ф іка ц ія  з л іче н н и х гр а ф ів  Ко кс те р а  у 
п р о м іж ку 2, 5 + 2
Теорема [4 ; 5]
Не ха й  𝑮𝑮 – з л іче н н и й  з в ’я з н и й  гр а ф  Ко кс те р а , то д і

• 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑮𝑮 ≥ 2
• Якщ о  𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑮𝑮 = 2, то  𝑮𝑮 – о д и н  із  н а с туп н и х гр а ф ів :

Кл а с и ф ік а ц ія  з л іч е н н и х гр а ф ів  
Ко к с те р а
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• Якщ о  𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑮𝑮 ∈ 2, 5 + 2 , то  𝑮𝑮 – о д и н  із  гр а ф ів  с е р ії:

Кл а с и ф ік а ц ія  з л іч е н н и х гр а ф ів  
Ко к с те р а [6 ]
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• Якщ о  𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑮𝑮 = 5 + 2, то  𝑮𝑮 – о д и н  із  гр а ф ів :



По в н а  кл а с и ф іка ц ія  з л іче н н и х гр а ф ів  Ко кс те р а  у п р о м іж ку 5 + 2, 3
2

д л я  п ід п о р я д ко в а н о го  гр а ф у 𝐴𝐴∞
Теорема [6]
Не ха й  𝑮𝑮 – з л іче н н и й  з в ’я з н и й  гр а ф  Ко кс те р а  з  п ід п о р я д ко в а н и м  гр а ф о м  𝐴𝐴∞, то
• Якщ о  𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑮𝑮 ∈ 5 + 2, 3

2
, то  𝑮𝑮 – о д и н  із  гр а ф ів  с е р ії:

Кл а с и ф ік а ц ія  з л іч е н н и х гр а ф ів  
Ко к с те р а
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• Якщ о  𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑮𝑮 = 3
2
, то  𝑮𝑮 – гр а ф :



По в н а  кл а с и ф іка ц ія  з л іче н н и х гр а ф ів  Ко кс те р а  у п р о м іж ку 5 + 2, 3
2

д л я  п ід п о р я д ко в а н о го  гр а ф а  𝐴𝐴ℤ
Теорема [6]

Не ха й  𝑮𝑮 – з л іче н н и й  з в ’я з н и й  гр а ф  Ко кс те р а  з  п ід п о р я д ко в а н и м  гр а ф о м  𝐴𝐴ℤ та  й о го  ін д е кс  
н а л е ж и ть  п р о м іж ку 5 + 2, 3

2
, то д і 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑮𝑮 = 3

2
та  𝑮𝑮 – ц е  гр а ф :

Кл а с и ф ік а ц ія  з л іч е н н и х гр а ф ів  
Ко к с те р а
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По в н а  кл а с и ф іка ц ія  з л іче н н и х гр а ф ів  Ко кс те р а  у п р о м іж ку 5 + 2, 3
2

д л я п ід п о р я д ко в а н и х гр а ф ів  
𝑇𝑇1,𝑘𝑘,∞ з  п о з н а чко ю  з  кр а ю .
Теорема [6]

Не ха й  𝑮𝑮 – з л іче н н и й  з в ’я з н и й  гр а ф  Ко кс те р а  з  п ід п о р я д ко в а н и м и гр а ф а м и  𝑇𝑇1,𝑘𝑘,∞ з  п о з н а чко ю  з  
кр а ю , то д і

Якщ о  𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑮𝑮 ∈ 5 + 2, 3
2

, то  𝑮𝑮 – о д и н  із  гр а ф ів  с е р ії:

Кл а с и ф ік а ц ія  з л іч е н н и х гр а ф ів  
Ко к с те р а
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Якщ о  𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑮𝑮 = 3
2
, то  𝑮𝑮 – гр а ф :



Вл а с ти в о с ті з л іч е н н о го  гр а ф а  
Ко к с те р а  з  ін д е к с о м  у  п р о м іж к у 

5 + 2, 3
2
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Теорема
Не ха й  𝑮𝑮 – з л іче н н и й  з в ’я з н и й  гр а ф  Ко кс те р а  з  п ід п о р я д ко в а н и м  

гр а ф о м  𝑇𝑇𝑙𝑙,k+1,∞
4 , то д і:



Вл а с ти в о с ті з л іч е н н о го  гр а ф а  
Ко к с те р а  з  ін д е к с о м  у  п р о м іж к у 

5 + 2, 3
2

12

Теорема
Не ха й  𝑮𝑮 – з л іче н н и й  з в ’я з н и й  гр а ф  Ко кс те р а  з  п ід п о р я д ко в а н и м  

гр а ф о м  𝑇𝑇1,n+m+1,∞
4 , то д і:



Вл а с ти в о с ті з л іч е н н о го  гр а ф а  
Ко к с те р а  з  ін д е к с о м  у  п р о м іж к у 

5 + 2, 3
2
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Теорема
Не ха й  𝑮𝑮 – з л іче н н и й  з в ’я з н и й  гр а ф  Ко кс те р а  з  п ід п о р я д ко в а н и м  

гр а ф о м  𝑇𝑇2,n+m+1,∞
4 , то д і:



Те о р е м а  5.1. (п р о  к л а с и ф iк а ц iю гр а ф iв Ко к с те р а  з  
п iд п о р я д к о в а н и м и T-гр а ф а м и  з  iн д е к с а м и в  п р о м iж к у

5 + 2, 3
2

, м iтк и н а я к и х н е  п е р е в и щ ую ть  4 .)
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Не ха й  𝑮𝑮 – з л iче н н и й з в ’я з н и й гр а ф  Ко кс те р а  з  п iд п о р я д ко в а н и м и н е з в а ж е н и м и  T-гр а ф а м и , то



Те о р е м а  5.1. (п р о  к л а с и ф iк а ц iю гр а ф iв Ко к с те р а  з  
п iд п о р я д к о в а н и м и T-гр а ф а м и  з  iн д е к с а м и в  п р о м iж к у

5 + 2, 3
2

, м iтк и н а я к и х н е  п е р е в и щ ую ть  4 .)
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Сп и с о к  л іте р а тур и
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Д я к ую  з а  ув а гу!
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