
ОРIЄНТАЦIЇ ГРАФIВ 
I ПРОБЛЕМА ОБХОДУ СТОРОЖА 



Неорієнтовані графи

Обхід сторожа 
мінімальний замкнений домінуючий шлях
𝑊 = 𝑢1– … – 𝑢𝑚– 𝑢1 ∀ 𝑣 ∈ 𝑉 ∃ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 ∶  𝑢𝑣 ∈ 𝐸

Обхід сторожа існує тоді і тільки тоді, коли 𝐺 – звʼязний.

𝐺 = (𝑉, 𝐸)



Орієнтовані графи

Обхід сторожа 
мінімальний замкнений домінуючий шлях
𝑊 = 𝑢1– … – 𝑢𝑚– 𝑢1 ∀ 𝑣 ∈ 𝑉 ∃ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 ∶  (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐴

Якщо 𝐷 – слабкозвʼязний, то обхід сторожа не обовʼязково існує.

Ациклічний орграф 𝐷 містить обхід сторожа  𝐷 містить універсальну вершину.

Кожен сильнозвʼязний орграф містить обхід сторожа.

𝐷 = (𝑉, 𝐴)



Орієнтовані графи

Конденсація
𝐷∗ = (𝑉∗, 𝐴∗)

Вершини 𝐷∗ – сильнозвʼязні компоненти 𝐷.
Дуга (𝑢∗, 𝑣∗) ∈ 𝐴∗, якщо для деякої 𝑣 ∈  𝑣∗ існує така 𝑢 ∈ 𝑢∗, що 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐴

Cюрʼєктивна конденсація
𝐷𝑠𝑢𝑟

∗ = (𝑉𝑠𝑢𝑟
∗ , 𝐴𝑠𝑢𝑟

∗ )

Вершини 𝐷∗ – сильнозвʼязні компоненти 𝐷. 
Дуга (𝑢∗, 𝑣∗) ∈ 𝐴∗, якщо для всіх 𝑣 ∈  𝑣∗ існує така 𝑢 ∈ 𝑢∗, що 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐴

Лема 1 
Орграф 𝐷 містить обхід сторожа 𝐷𝑠𝑢𝑟

∗ містить універсальну вершину

𝐷 = (𝑉, 𝐴)



Орієнтовані графи
𝐷 = (𝑉, 𝐴)

𝐷 = (𝑉, 𝐴) 𝐷∗ = (𝑉∗, 𝐴∗) 𝐷𝑠𝑢𝑟
∗ = (𝑉𝑠𝑢𝑟

∗ , 𝐴𝑠𝑢𝑟
∗ )



Орієнтовані графи
𝐷 = (𝑉, 𝐴)

𝐷 = (𝑉, 𝐴) 𝐷∗ = (𝑉∗, 𝐴∗) 𝐷𝑠𝑢𝑟
∗ = (𝑉𝑠𝑢𝑟

∗ , 𝐴𝑠𝑢𝑟
∗ )



Орієнтовані графи
𝐷 = (𝑉, 𝐴)

𝐷 = (𝑉, 𝐴) 𝐷∗ = (𝑉∗, 𝐴∗) 𝐷𝑠𝑢𝑟
∗ = (𝑉𝑠𝑢𝑟

∗ , 𝐴𝑠𝑢𝑟
∗ )



Повні мультичасткові орграфи

Повний мультичастковий граф
𝐺 = (𝑉, 𝐸)

Множина вершин розбивається на 𝑘 неперетинних множин: 𝑉 =  𝑉1 ⊔ ⋯ ⊔ 𝑉𝑘.
∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉𝑖  ∀ 𝑤 ∈ 𝑉 ∖ 𝑉𝑖  ∶  𝑢𝑣 ∉  𝐸, 𝑢𝑤 ∈  𝐸, 𝑣𝑤 ∈  𝐸

Проста орієнтація
𝑢, 𝑣 ∈  𝐴 → 𝑣, 𝑢 ∉  𝐴

Узагальнена орієнтація
𝑢, 𝑣 ∈  𝐴 ↛ 𝑣, 𝑢 ∉  𝐴

𝐷 = (𝑉, 𝐴)



Повні мультичасткові орграфи

Теорема 1
Для звʼязного графа 𝐺 наступні умови еквівалентні:
1) 𝐺 – повний мультичастковий
2) кожна узагальнена орієнтація 𝐺 без джерел має обхід сторожа
3) кожна узагальнена орієнтація 𝐺 без одновершинних СЗК має обхід сторожа

Твердження 1
Нехай 𝐺 – звʼязний граф. Розглянемо наступні умови:
1) 𝐺 – повний мультичастковий
2) кожна проста орієнтація 𝐺 без джерел має обхід сторожа
3) кожна проста орієнтація 𝐺 без одновершинних СЗК має обхід сторожа
Тоді 1 → 2 → 3, причому жодну імплікацію не можна обернути.

𝐷 = (𝑉, 𝐴)



Повні мультичасткові орграфи

Теорема 2
Нехай 𝐷 − повний мультичастковий орграф. Якщо 𝐷 не містить джерел і його найменша 
домінуюча множина утворює турнір, то 

𝑤 𝐷 ≤  γ(𝐷) +  3

Теорема 3
Нехай 𝐷 − повний мультичастковий орграф. Якщо 𝐷 не містить джерел, то 

𝑤 𝐷 ≤  γ(𝐷)  + 3𝛼(𝐷)

𝐷 = (𝑉, 𝐴)



Орграфи з обходом сторожа

Твердження 2
Кожна проста орієнтація G без джерел містить обхід сторожа тоді, і тільки тоді, коли в G 
кожен цикл домінуючий.

𝐷 = (𝑉, 𝐴)
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