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Вступ

Актуальнiсть.Моя власна мотивацiя, як автора даної роботи, щодо напрямку до-
слiджень, народилася в контекстi комерцiйного досвiду у сферi соцiальних мереж,
але крiм цього вона є цiнною у таких сферах як розподiл логiстичних маршрутiв,
розподiлення хмарних розрахункiв, балансування навантаження в енергетичних
мережах, а також телекомунiкацiйних мережах.

Об’єкт дослiдження. Транспортна задача з додатковими структурними обме-
женнями на можливiсть доставки товару вiд конкретного виробника, конкретному
споживачу, а також обмеженнями на об’єм поставок товару.

Предмет дослiдження.Процес мiнiмiзацiї загального лiмiту на об’єм переве-
зень вiд одного виробника враховуючи матрицю допустимостi, а також обмеження
на об’єм перевезень мiж конкретною парою виробник-споживач.

Мета дослiдження. Метою даної роботи є розробка математичної моделi
та алгоритмiчного розв’язку для модифiкованої транспортної задачi, з додатко-
вими обмеженнями на максимальну кiлькiсть перевезень мiж конкретною парою
виробник-споживач, та матрицею допустимостi, що визначає структуру сполучень
виробникiв та споживачiв, в якiй нам необхiдно мiнiмiзувати лiмiт L, який визна-
чає максимальну кiлькiсть поставок вiд кожного виробника усiм споживачам.

Завдання дослiдження:

1. Проаналiзувати класичну транспортну задачу та її модифiкацiї з додатко-
вими обмеженнями.

2. Сформулювати математичну модель задачi з обмеженням на кiлькiсть по-
ставок (L) i з урахуванням структури сполучень.

3. Розробити метод, що дозволяв би перевiряти чи є можливою доставка при
фiксованому значеннi L.

4. Реалiзувати програмний алгоритм пошуку мiнiмального значення L, що
дозволяє, виконуючи усi наявнi обмеження, задовольнити попит усiх спо-
живачiв.

5. Реалiзацiя експериментiв, для перевiрки ефективностi запропонованого пiд-
ходу, та аналiзу його результатiв.

6. Фiнальний аналiз, та оцiнка впливу структури сполученостi, та обсягiв по-
питу на ефективнiсть виконання.

Наукова новизна. Набiр дослiджуваних в межах даної роботи додаткових
обмежень в транспортнiй задачi не був дослiджений ранiше, до того ж суть за-
дачi полягає в мiнiмiзацiї загального обмеження на виробникiв, що в комбiнацiї
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утворює унiкальну задачу. Розробка алгоритмiчного розв’язку дозволить зроби-
ти перший крок в дослiдженнi подiбних задач, а також створить пiдгрунтя для
наступних робiт.

Практичне значення. Розв’язок даної задачi може бути використаний для
балансування навантаження для бiзнесу в онлайн сервiсах, а також iнших сферах.
Її структура є легко розширюваною, та може бути вбудованою в рекомендацiйну
систему онлайн платформи, чи у систему планування постачань.

Метод дослiдження. В рамках роботи використано наступнi методи: мереже-
вий аналiз, параметричний пошук, iнкрементальне моделювання, а також експе-
риментальний аналiз синтетичних даних.

Структура роботи. Спершу, для отримання широкого контексту, було роз-
глянуто наявнi джерела за дотичними темами, далi було розглянуто вiдомi методи
для вирiшення класичних варiацiй задачi, пiсля чого було запроновано алгоритм
та кiлька його варiацiй. Фiналом роботи стало проведення експериментiв на син-
тетичних даних.

3



1 Аналiз наукових джерел

1.1 Iсторiя становлення транспортної задачi

Транспортна задача є однiєю з найдавнiших з iснуючих моделей оптимiзацiї, що
виникла як вiдповiдь на практичнi виклики, пов’язанi з необхiднiстю ефективного
розподiлу ресурсiв i зменшення витрат на перевезення вантажiв, для якої першi
концептуальнi формулювання з’явилися, завдовго до того, коли були розробленi
сучаснi iнструменти математичного аналiзу чи теорiї оптимiзацiї.

Французький математик Гаспар Монж, який в той час був ще й вiйськовим
iнженером, у 1781 роцi представив свiту свою роботу, в якiй сформулював задачу,
що стосувалася пошуку найбiльш ефективного способу транспортування ґрунту
вiд кар’єрiв, де вiн видобувався, до будiвельних майданчикiв. Ця задача фактично
виникла через вiйськовi потреби того часу.

Основна iдея цiєї задачi полягала в знаходженнi найбiльш ефективного плану
перемiщення маси. Формально потрiбно було встановити вiдповiднiсть мiж мi-
сцями видобутку та пунктами призначення, при цьому додатково потрiбно було
мiнiмiзувати загальнi витрати, якi були пропорцiйнi вiдстанi, на яку транспор-
тувалася одиниця вантажу. В рамках цiєї постановки задачi вантаж не мiг бути
роздiленим на частини, тобто кожна одиниця маси повинна була перемiщуватися
лише цiлком, що i лягло в основу створення детермiнованої моделi перевезення.

Попри свою революцiйнiсть, задача Монжа виявилася складною для аналiти-
чного розв’язання у загальному виглядi, через вiдсутнiсть на той момент ефектив-
них методiв, що могли б її вирiшити, i це обмежувало її застосування протягом
майже двох столiть, а її математичне вирiшення стало можливим лише в XX сто-
лiттi — з розвитком лiнiйного програмування, двоїстостi, а також завдяки внеску
iнших дослiдникiв, наприклад в контекстi розв’язку задачi Канторовича.

Пiдсумовуючи, задача Монжа стала не лише початковою ланкою в еволюцiї
транспортної задачi, а й продовжує бути предметом дослiдження i сьогоднi —
зокрема, у формалiзацiї моделей оптимального транспорту на безперервних про-
сторах, у штучному iнтелектi, комп’ютерному зорi, фiнансовому моделюваннi та
багатьох iнших сферах.

Одним iз перших дослiдникiв, якi пiдiйшли до транспортної задачi з при-
кладного та алгоритмiчного боку, став радянський вчений Олексiй Миколайович
Толстой, який у 1930 роцi опублiкував наукову працю в рамках видання "Плану-
вання транспорту за участi Народного комiсарiату транспорту СРСР". Ним було
запропоновано кiлька практичних пiдходiв розв’язання транспортної задачi, а
прикладним застосуванням цих пiдходiв було перевезення вантажiв залiзничною
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мережею Радянського Союзу.
Зокрема, вiн дослiдив два важливi приклади:
В однiй з варiацiй задачi, що включав два джерела, пункти призначення впо-

рядковувалися за рiзницею вiдстаней до кожного з джерел. У такому випадку
перше джерело забезпечувало потреби споживачiв з початку списку, допоки його
запаси не вичерпувалися, а решту потреб покривалося другим джерелом. Пiдхiд
був цiнний через незалежнiсть розподiлу вiд конкретних обсягiв попиту та про-
позицiї, через що цей пiдхiд мiг використовуватися протягом довгого часу без
потреби у змiнi чи оновленню плану перевезень.

Дргугою варiацiєю була так звана задача на кiльцевiй залiзничнiй лiнiї, в рам-
ках якої всi джерела i споживачi були розташованi вздовж одного кiльцевого
маршруту. Саме для такого формулювання було вперше застосовано критерiй
вiд’ємного циклу, як ознаку оптимальностi розв’язку, що дозволяло швидко зна-
ходити оптимальнi маршрути, при цьому не використовуючи прямий пiдхiд пере-
бору варiантiв.

Зрештою, Толстой об’єднав обидва пiдходи в єдиний еврiстичний алгоритм,
який був застосований до реального кейсу планування перевезень залiзничною
мережею вСРСР. Задача, яку вiн розв’язував, складалася з 10 джерел та 68 пунктiв
призначення, а також iснувала додаткова умова у виглядi 155 iснуючихшляхiв мiж
ними, якi фактично визначалися тогочасною залiзничною мережею.

Ще одним науковцем, який займався першими кроками в теорiї транспортних
задач, був Леонiд Вiталiйович Канторович. Це був радянським математиком, що
став лауреатом Нобелiвської Премiї. У однiй зi своїх робiт, у 1939 роцi ним було
запропоновано використати методи лiнiйного програмування для задач розподiлу
ресурсiв з додатковими обмеженнями. Сформована Канторовичем математична
модель, в якiй було додано обмеження кiлькостi ресурсiв, мали розподiлитися
мiж кiлькома процесами, таким чином, щоб максимiзувати потенцiйний корисний
ефект. [1]

Незалежно вiд Канторовича, американський математик i спiвробiтник Бюро
перепису США, Френк Гiчкок, у 1941 роцi вперше навiв формалiзований опис
траспортної задачi. У свої роботi вiн розглянув питання розподiлу товару мiж
групою постачальникiв та групою споживачiв, з урахуванням вартостi перевезень
мiж кожною парою постачальник-споживач. Ця модель мiстила в собi такi змiннi,
як кiлькiсть товару, яку необхiдно перевезти а також обмеження по запасах виро-
бникiв. Ще одним iз нововведень була матрична iнтерпретацiя задачi, яке в нашi
часи вважається стандартним форматом у транспортних задачах. [2]

Пiд час Другої свiтової вiйни у США гостро стояла потреба в оптимiзацiї
логiстичних процесiв для забезпечення вiйськ. Одним з провiдних спецiалiстiв
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цiєї галузi став Тьяллiнг Купманс, що працював у системi вiйськово-економiчного
планування, та активно дослiджував потоки у складних мережах постачання. По
завершенню вiйни, йому вдалося ознайомитися з працями Канторовича, i саме це
допомогло популяризувати їх в захiдному свiтi, що заклало основу для розвитку
"лiнiйного програмування".

Поява симплекс-методу стала кульмiнацiєю в розвитку задач оптимiзацiї, че-
рез те, що вiн був першим унiверсальним методом їх розв’язання. Його розробив
Джорж Данциг у 1947 роцi. Його найбiльшою перевагою була можливiсть знахо-
дження оптимального значення цiльової функцiї, при наявностi великої кiлькостi
обмежень. Поява симплекс методу дозволило формалiзувати транспортну зада-
чу, як задачу лiнiйного програмування, з наявною спецiальною структурою та
вiдповiдно розв’язувати її за допомогою iснуючих iнструментiв оптимiзацiї. Зго-
дом було запропоновано спецiальнi методи саме для транспортної задачi, такi як
метод пiвнiчно-захiдного кута, метод мiнiмальної вартостi та метод потенцiалiв.
Цi методи враховували структуру задачi i дозволяли значно пришвидшити про-
цес пошуку розв’язку порiвняно з використанням загального симплекс-методу.
Завдяки цим досягненням, активно почали розвиватися модифiкацiї транспорт-
них задач: задача перевалки, задача з обмеженнями на постачання, багаторiвневi
задачi транспортування, та багато iнших. Наслiдком розвитку цих задач булофор-
мування окремої пiдгалузi у теорiї оптимiзацiї - оптимiзацiя транспортних систем,
яка активно мала застосування в економiцi, логiстицi, iнформацiйних мережах та
iнших. Згодом, наявна сiткова структура, що собою формує двочастковий граф
постачальникiв та споживачiв, спровокувала розвиток методiв, що враховували
саме цi особливостi. Такий пiдхiд дозволив поглянути на задачу не лише з боку
правильностi розв’язку, а й з боку мiнiмiзацiї обчислювальних затрат. Широкого
практичного застосування набув метод Форда-Фалкерсона, що дозволяє знайти
потiк у мережi, та побудувати план оптимального розподiлу ресурсiв. [3,4,5,6]

Зростання потужностей обчислювальних систем, стало причиною нового iм-
пульсу розвитку транспортної задачi, через що, її застосування виходить за межi
логiстики, в такi сфери як: енергетика, штучний iнтелект, урбанiстика, охорона
здоров’я.
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1.2 Класична транспортна задача

1.2.1 Постановка задачi

Класична транспортна задача формалiзує процес мiнiмiзацiї витрат на переве-
зення однорiдного чи взаємозамiнного вантажу вiд виробникiв до споживачiв, а
її метою є визначення оптимальний розподiлу продукцiї вiд постачальникiв до
споживачiв, виконавши усi наявнi додатковi обмеження. [8]

Нехай маємо m виробникiв A1, A2, . . . , Am, у кожному з яких є запас ванта-
жу обсягом a1, a2, . . . , am одиниць вiдповiдно. Також розглянемо n споживаiчiв
B1, B2, . . . , Bn, кожен з яких потребує вiдповiдно b1, b2, . . . , bn одиниць вантажу.
Припускаємо, що загальний обсяг постачання дорiвнює сукупному попиту:

m∑
i=1

ai =

n∑
j=1

bj ,

тобто задача є збалансованою.
Нехай cij — вартiсть перевезення одиницi вантажу вiд Ai до Bj . Цi вартостi

утворюють матрицю:

C =


c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
...

...
. . .

...
cm1 cm2 · · · cmn


I тепер, нашим завданням є заходження такого транспортуючого плану X =

[xij ], який задовольнить весь попит у пунктах призначення, при цьому ще й за-
гальнi витрати на транспортування будуть мiнiмальними.

Позначимо xij —кiлькiсть вантажу, що транспортується зAi доBj . Розв’язок
повинен задовольняти наступнi умови:

• загальний обсяг вантажу, який вiдправляється з кожного пункту Ai, дорiв-
нює запасу ai:

n∑
j=1

xij = ai, ∀i = 1, . . . ,m;

• загальна кiлькiсть вантажу, яку отримує кожен пункт Bj , дорiвнює попиту
bj :

m∑
i=1

xij = bj , ∀j = 1, . . . , n;

• усi змiннi невiд’ємнi:
xij ≥ 0, ∀i, j.
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Метою є мiнiмiзацiя загальної вартостi перевезень:

C =

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij → min .

Варто зазначити, що описана модель є задачею лiнiйного програмування, хоча
транспортна задача має кiлька особливостей:

• всi коефiцiєнти при змiнних у системi обмежень дорiвнюють одиницi;

• з m + n обмежень лише m + n − 1 є лiнiйно незалежними враховуючи
зазначену вище умову балансу;

• отже, кiлькiсть базисних змiнних дорiвнює m + n − 1, а кiлькiсть вiльних
змiнних вiдповiдає:mn− (m+ n− 1) = (m− 1)(n− 1)

Умови допустимостi та оптимальностi класичної транспортної задачi

У процесi розв’язку транспортної задачi, слiд вiдокремлювати поняття допусти-
мого та оптимального планiв перевезень, в межах заданої системи.

Табличне представлення транспортної задачi

Таблична форма подання транспортної задачi є однiєю з найбiльш зручних форм,
враховуючи чiтку та виражену сiтчасту структуру. Така форма широко застосо-
вується в теоретичному аналiзi, а також на практицi, через її iнтуїтивнiсть, та
простоту сприйняття, адже вона дуже наочно вiдображає взаємозв’язки мiж по-
стачальниками та споживачами. Також аналогiчним чином можна представити i
iншi сутностi, такi як вартiсть перевезень мiж парою виробник-постачальник, а
також фiнальний план транспортування. [8]

У класичнiй постановцi:

• Рядки таблицi вiдповiдають постачальникам A1, A2, . . . , Am;

• Стовпцi — споживачамB1, B2, . . . , Bn;

• У клiтинках таблицi розмiщується вартiсть перевезення cij одиницi вантажу
вiд Ai до Bj ;

• Управому стовпцi зазначається обсяг запасiвai для кожного постачальника;

• У нижньому рядку — потреба bj кожного споживача.

Таблиця вихiдних даних має наступну загальну форму:
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B1 B2 B3 Запас ai
A1 c11 c12 c13 a1

A2 c21 c22 c23 a2

A3 c31 c32 c33 a3

Попит bj b1 b2 b3

Табл. 1: Загальне табличне представлення транспортної задачi

На прикладi нижче, розглянемо конкретнi числовi значення вартостей перевезень,
запасiв та попиту:

B1 B2 B3 Запас ai
A1 2 4 5 20
A2 3 1 7 30
A3 4 6 2 25

Попит bj 25 15 35

Табл. 2: Приклад табличного представлення вихiдних даних

Така таблиця є базою для формування допустимого плану транспортування, що
задовольняє умови балансу запасiв i попиту, та мiнiмiзує загальнi витрати на
перевезення.

Умови допустимостi. План транспортування X = [xij ] вважається допусти-
мим, за умови, якщо вiн задовольняє такi умови:

1. Баланс постачання:
n∑

j=1

xij = ai, ∀i = 1, 2, . . . ,m,

де ai — обсяг продукцiї у i-му пунктi вiдправлення.

2. Баланс попиту:
m∑
i=1

xij = bj , ∀j = 1, 2, . . . , n,

де bj — потреба j-го пункту призначення.

3. Невiд’ємнiсть:
xij ≥ 0, ∀i, j.
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При виконаннi умова балансу:

m∑
i=1

ai =

n∑
j=1

bj ,

задача називатиметься збалансованою або закритою. В iншому випадку вона мо-
же бути приведеною до збалансованої за допомогою додавання штучного пункту
постачання або споживання з нульовими витратами на транспортування.

Умови оптимальностi. Допустимий план вважається оптимальним, якщо вiн
мiнiмiзує загальну вартiсть перевезень:

C =

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij → min,

де cij — вартiсть перевезення одиницi вантажу з Ai до Bj .
Оптимальнiсть плану може бути визначеною за допомогою методу потенцiа-

лiв. Для цього вводяться потенцiали ui для виробникiв та vj для споживачiв. Для
усiх базисних клiтинок (i, j), де xij > 0, виконується:

ui + vj = cij .

Пiсля обчислення потенцiалiв для всiх не базисних клiтинок перевiряється
умова:

ui + vj ≤ cij , ∀(i, j) /∈ базис.

Якщо така умова виконується для всiх не базисних клiтинок, то план є опти-
мальним. Якщо ж iснує хоча б одна клiтинка, для якої ui+vj < cij , — це означає,
що план може бути покращеним, i вiн не є оптимальним. Даний пiдхiд ґрунтується
на принципах двоїстостi задачач лiнiйного програмування, при застосуваннi яких
є можливим ефективна реалiзацiя пошуку оптимального рiшення.

1.2.2 Матриця допустимостi

Стандартна постановка задачi за замовченням припускає можливiсть транспор-
тування вантажу вiд будь якого якого виробника, будь якому споживачу, але в
практичних випадках, якi обумовлюються реальним життям, така повна сполуче-
нiсть, може не реалiзовуватися. Причин може бути безлiч: технiчнi обмеження,
вiдсутнiсть транспортних шляхiв або юридичнi правила. Для формалiзацiї таких
обмежень, стандартна модель розширюється бiнарною матрицею, що вiдома як
матриця допустимих сполучень, або матриця зв’язностi.
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Позначимо її як R = [rij ], де кожен елемент визначає, чи можлива доставка
вiд постачальника Ai до споживача Bj :

rij =


1, якщо Ai може доставляти до Bj ,

0, якщо сполучення вiдсутнє.

Така матриця формулює додатковi обмеження на змiннi xij у транспортнiй
задачi: якщо rij = 0, то xij = 0. Отже, вона фiксує можливу структуру перевезень
i перетворює загальну модель на задачу в двочастковому графi.

Приклад матрицi допустимостi для трьох постачальникiв i чотирьох спожива-
чiв подано нижче:

B1 B2 B3 B4

A1 1 0 1 1
A2 0 1 1 0
A3 1 1 0 1

Табл. 3: Матриця допустимостi R = [rij ]

Згiдно з матрицею допустимостi, маємо такi сполучення мiж постачальниками
та споживачами:

• ПостачальникA1 може доставляти доB1,B3 таB4, але не має зв’язку зB2.

• Постачальник A2 має зв’язок лише з B2 та B3, а доставка до B1 i B4

заборонена.

• Постачальник A3 може обслуговувати B1, B2 та B4, проте не має доступу
до B3.

Отже, матриця допустимостi R задає структуру дозволених перевезень. Дана
матриця буде розглянута в наступних роздiлах, в контекстi одного з класичних
обмежень транспортної задачi.
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1.2.3 Графова iнтерпретацiя транспортної задачi

Одним iз ключових та фундаментальних пiдходiв до аналiтичного та алгоритмi-
чного розв’язання транспортної задачi є iнтерпретацiя транспортної задачi як
графа. Завдяки можливостi розглянути модель як задачу на графi, формалiзацiя
задачi суттєво спрощується. Також нам вiдкривається широкий спектр методiв з
теорiї графiв, а також мережевих потокiв.

У такiй iнтерпретацiї транспортна задача представляється як орiєнтований
двочастковий граф G = (V,E), де множина вершин V складається з двох пiд-
множин: A = {A1, A2, . . . , Am} — вершини, що вiдповiдають постачальникам,
та B = {B1, B2, . . . , Bn} — вершини, що вiдповiдають споживачам. Дуги графа
(Ai, Bj) ∈ E в свою чергу будуть фактично вiдображати матрицю допустимостi,
яка вказує на можливiсть транспортування продукцiї вiд постачальника Ai до
споживача Bj .

Також кожнiй дузi графа приписується вагове значення cij , що вiдповiдатиме
вартостi транспортування одиницi вантажу через конкретну дугу, а також змiнна
потоку xij , яка буде вказувати на кiлькiсть вантажу, що фактично транспортує-
ться цiєю дугою. Пiдсумовуючи, транспортна задача зводитиметься до знаходже-
ння такого потоку на графi, який задовольняв би обмеження на вхiд i вихiд у
вершинах, тобто задовольнявся би баланс мiж постачанням та попитом, а також i
мiнiмiзувалися б сумарнi витрати:

min
∑

(i,j)∈E

cijxij

за умов:
n∑

j=1

xij = ai,

m∑
i=1

xij = bj , xij ≥ 0

Двочасткова структура графа транспортної задачi дозволяє нам використову-
вати методи, для задач максимального потоку, задач мiнiмального потоку з мiнi-
мiзацiєю вартостi перевезень, алгоритмiв на основi евристики для пошукушляху в
мережi. Такими алгоритмами є: алгоритм Форда-Фалкерсона та його модифiкацiї,
алгоритм Беллмана-Форда, а також так званий метод потенцiалiв.

Ще однiєюперевагою графового представлення єможливiсть вiзуалiзацiї самої
задачi, аналiзу та рiзноманiтних властивостей задачi. До прикладу, можна вста-
новлювати наявнi обмеження, що знижують ефективнiсть розподiлу, або iдентифi-
кувати цикли, що використовуються для покращення плану в методi потенцiалiв.
Загалом, графове представлення є унiверсальним, адже на його основi можливо
реалiзувати рiзнi варiацiї транспортної задачi, таких як, обмеження пропускної
здатностi, обмеження часовими вiкнами доставки, варiацiя з динамiчними пото-
ками, або обмеження на кiлькiсть постачань.
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Отже, з допомогою графової iнтерпретацiї не лише спрощується математична
постановка транспортної задачi, а й вiдкриваються додатковi методи реалiзацiї в
обчислювальних системах сучасного свiту.

Нижче наведемо приклад графового представлення.

A1

A2

A3

A4

A5

B1

B2

B3

B4

B5

Рисунок: Графова модель транспортної задачi. Вершини Ai вiдповiдають поста-
чальникам, вершини Bj — споживачам. Орiєнтованi дуги показують допустимi
напрямки перевезень.
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1.3 Задача мiнiмiзацiї витрат на перевезення

Задачамiнiмiзацiї витрат на перевезння, такожвiдома як задачаГiчкока–Купманса,
полягає у виборi такого плану перевезень, який мiнiмiзує загальнi витрати, задо-
вольнивши обмеження обсягiв постачання, а також необхiдного попиту. Френк
Гiчкок у 1941 роцi вперше сформулював матричну модель цiєї задачi, в термi-
нах лiнiйного програмування. Згодом був розроблений метод "Крокуючого ка-
меня який мав на метi замiнити симплекс метод, а в 1963 роцi була створена
адаптацiя класичного симплекс-методу саме для транспортної задачi. Пiзнiше
Ф.Кляйн доповнив зазначенi вище пiдходи для вирiшення задачi мiнiмальних
грошових потокiв, висвiтливши їх використання у проблемах транспортування.
Згодом Вонг Квак подав вдосконалений пiдхiд, в якому комбiнувалися цiлi на ба-
зi goal programmin, а С. Ахуджа у 1986 iмплементував алгоритм для мiнiмаксної
транспортної задачi, нацiлену зменшити найбiльшi одиничнi витрати. В тому ж
роцi Дж. Каррiн пiдсвiтив проблему заборонених маршрутiв у транспортнiй мо-
делi, в той час як М. Салтан та Солтан iз Гоялом у 1988 роцi вивчали початковi
базиснi рiшення, а також виродження у траспортнiй моделi. Пiзнiше Аршам iз
Ханом, а згодом Кiрк зi Статтiром, реалiзували simplex-подiбнi та циклiчнi ме-
тоди побудови початкового розв’язку, та його вдосконалення, що власне заклало
пiдгрунтя сучасних методiв розв’язання СМТР [9].

1.4 Задача мiнiмiзацiї витрат на перевезення зi змiшаними
обмеженнями

Наосновi потреб реального свiту, виникає необхiднiсть у введеннi додаткових, змi-
шаних умов, крiм обмеження на постачання та попит в задачi мiнiмiзацiї витрат
на перевезення. Це може бути обумовлено потребами планування виробництва,
управлiння запасами чи навiть iнвестицiйним аналiзом. Складнiсть таких задач
полягає у проблематицi їх точного розв’язання. Цiкавим феноменом є принцип
"more for less"(MFL), який полягає у нижчiй кiлькостi загальних витрат, при збiль-
шенню кiлькостi вантажу, що транспортується. На вiдмiну вiд класичного СМТР,
основою задачею MFL є мiнiмiзацiя загальних витрат, а не максимiзацiя обся-
гу перевезень. Вперше MFL було змодельовано у роботах арнза та Клiнгмана у
1971[9].

1.5 Задача з мiнiмiзацiї максимального часу перевезення

Задачамiнiмiзацiї максимального часу перевезення, вiдома якBottleneckTransportati-
on Problem, (BTP) додає до моделi транспортної задачi параметри у виглядi часу
доставки tij для кожного маршруту та прагне мiнiмiзувати найбiльший серед них.
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Даний пiдхiд є критично важливим для вантажiв, що схильнi до швидкого псува-
ння, вiйськової логiстики та надзвичайних перевезень, де задля забезпечення пiд-
вищеної надiйностi оптимiзується найбiльший за тривалiстю iнтервал доставки.
Вперше BTP була дослiджена Гаммером у 1969 роцi (time TP). Надалi Гарфiнкель i
Рау (1971), Шварц (1971), Шарма та Своруп (1977–1978), Сешан i Тiкекар (1980),
Кханна з колегами (1983) та Iсерманн (1984) поглибили аналiз цiєї моделi, а у 1991
роцi Вардараджан представив оптимальний алгоритм для випадку 2× n. [9]

1.6 Багатокритерiальна транспортна задача

Багатокритерiальна транспортна задачаMulti-objectiveTransportationProblem (MOTP),
є розширенням стандартного формулювання транспортної задачi, введенням K

цiльових функцiй

F k(x) =

m∑
i=1

n∑
j=1

ckij xij , k = 1, . . . ,K,

якi на практицi не рiдко перебувають у конфлiктi. З метою знаходження Парето-
оптимальних розв’язкiв можна застосувати рiзнi методи: лексикографiчне цiльове
програмування, генетичнi алгоритми[4] та утилiтарнi функцiї, iнтерактивнi алго-
ритми, нечiтке програмування. Завдання полягає уформуваннi множини ефектив-
них рiшень i виборi компромiсного варiанта, який найбiльш оптимально збалан-
совуватиме всi наявнi критерiї [9].

1.7 Загальнаформа задачiMILPтаметодрозв’язанняBranch-
and-Cut

Змiшане цiлочисельне лiнiйне програмування, що звучить англiйською як Mixed
Integer Linear Programming, (MILP)—це такий тип задачi, що поєднує дiйснi змiн-
нi та цiлочисельнi, за наявної цiльової функцiї при чому всi обмеження лишаються
лiнiйними [4].

Математичне формулювання задачi MILP:

min
x∈Rn

c⊤x

за умов: Ax ≤ b, (лiнiйнi нерiвностi)

xj ∈ Z, ∀j ∈ I,

xj ∈ R, ∀j /∈ I,

де:
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• x ∈ Rn — вектор змiнних;

• c ∈ Rn — вектор коефiцiєнтiв цiльової функцiї;

• A ∈ Rm×n — матриця коефiцiєнтiв лiвих частин обмежень;

• b ∈ Rm — вектор правих частин обмежень;

• I ⊆ {1, 2, . . . , n} — iндекси змiнних, якi повиннi бути цiлочисельними.

Цей клас задач включає в себе, як звичайне лiнiйне програмування (LP), так i
повнiстю цiлочисельне (ILP), та є дуже потужним iнструментом для моделювання
транспортних, логiстичних i виробничих задач.

Алгоритм розв’язання: Branch-and-Cut

Ефективним сучасним пiдходом до розв’язання задач MILP є алгоритм Branch-
and-Cut, який поєднує:

• технiку гiлок i меж (Branch-and-Bound),

• додавання вiдсiчних площин (Cutting Planes).

Суть пiдходу. Branch-and-Cut будує дерево пошуку, вузли якого — частковi
задачi з додатковими обмеженнями вiдтинаючи, нерелевантнi областi, вирiшуючи
LP-релаксацiї на кожному вузлi, що дозволяє поступово знаходити оптимальне
цiлочисельне рiшення.

Покроковий опис алгоритму Branch-and-Cut

1. Розв’язання LP-релаксацiї:

min{c⊤x : Ax ≤ b}

без урахування цiлочисельних обмежень. Якщо отримане рiшення x∗ —
цiлочисельне, задача розв’язана.

2. Перевiрка цiлочисельностi: якщо деякi x∗
j не належать Z для j ∈ I, ви-

конується гiлкування по дробових змiнних. Для цього створюються двi новi
задачi з додатковими обмеженнями:

xj ≤ ⌊x∗
j⌋ та xj ≥ ⌈x∗

j⌉.
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3. Додаваннявiдсiчнихплощин (cuttingplanes): уразi виявлення,щорозв’язок
x∗ порушує специфiчну властивiсть цiлочисельних розв’язкiв, до задачi до-
дається нове лiнiйне обмеження:

α⊤x ≤ β, де α⊤x∗ > β.

Такi площини виключають дробовi розв’язки без виключення допустимих
цiлочисельних.

4. Продовження пошуку: кожна з пiдзадач обробляється рекурсивно — або
гiлкуванням, або додаванням нових площин.

5. Обрiзання (pruning): якщо нижня межа (оцiнка LP-релаксацiї) пiдзада-
чi перевищує найкращу вiдому верхню межу (значення цiлочисельного
розв’язку), вузол дерева вiдкидається.

6. Завершення: пiсля обробки всiх вузлiв вибирається найкраще допустиме
рiшення серед знайдених.

Внутрiшнi методи для LP-релаксацiй

Для розв’язання LP-релаксацiй на кожному кроцi зазвичай застосовуються:

• Симплекс-метод (dual simplex) — ефективний при додаваннi нових обме-
жень;

• Метод внутрiшнiх точок (interior point) — менш чутливий до структури
задачi, але менш ефективний у MILP.

Переваги та практичне застосування

Алгоритм Branch-and-Cut дозволяє з високою точнiстю знаходити глобальнi опти-
мальнi рiшення для широкого класу дискретно-контрольованих систем. Вiн за-
стосовується в сучасних розв’язувачах, таких як CBC, Gurobi, CPLEX, SCIP, i
пiдтримується iнтерфейсами PuLP, OR-Tools, тощо.

1.8 Методи розв’язання транспортної задачi у графовiй iнтер-
претацiї

1.8.1 Алгоритм Форда–Фалкерсона

АлгоритмФорда–Фалкерсона призначений для знаходження максимально можли-
вого потоку вiд джерела s до стоку t в орiєнтованому графi G = (V,E) з пропу-
скними здатностями cuv . Його ключовi кроки:

17



1. Iнiцiалiзувати нульовий потiк f(u, v) = 0 на всiх ребрах.

2. Побудувати залишкову мережу Gf з ємностями cf (u, v) = c(u, v)− f(u, v)

та cf (v, u) = f(u, v).

3. Поки в Gf iснує шлях доповнення P вiд s до t:

• Знайти ∆ = min(u,v)∈P cf (u, v).

• Для кожного ребра (u, v) ∈ P збiльшити f(u, v) на ∆ та зменшити
f(v, u) на ∆.

• Оновити залишковi ємностi cf .

4. Пiсля завершення iтерацiй f є максимальним потоком.

Недолiки: час роботи залежить вiд способу пошуку шляху доповнення i може
бути експоненцiйним без додаткових обмежень (для гарантованого полiномiаль-
ного часу зазвичай використовують модифiкацiї, наприклад Edmonds–Karp).

1.8.2 Алгоритм Беллмана–Форда

Алгоритм Беллмана–Форда дозволяє знайти найкоротшi вiдстанi d(v) вiд фiксо-
ваної початкової вершини s до всiх iнших вершин графаG = (V,E), у якому ваги
ребер w(u, v) можуть бути вiд’ємними (за умови вiдсутностi вiд’ємних циклiв).
Основна iдея полягає в багаторазовому «релаксуваннi» ребер, тобто поступовому
полiпшеннi оцiнок вiдстаней.

1. Iнiцiалiзацiя.

d(s) := 0, d(v) := +∞ ∀ v ∈ V \ {s}.

Це означає, що на початку вважаємо вiдстань до всiх вершин, окрiм джерела
s, невiдомою (безкiнечною).

2. Релаксування ребер. Повторюємо наступний крок рiвно |V | − 1 разiв (де
|V | — кiлькiсть вершин):

для кожного ребра (u, v) ∈ E : якщо d(u)+w(u, v) < d(v), то d(v) := d(u)+w(u, v).

Кожна iтерацiя забезпечує, що усi шляхи з at most k ребер знайденi пiсля k

крокiв. Пiсля |V | − 1 iтерацiй гарантовано врахованi всi шляхи без циклiв.

3. Перевiрка вiд’ємних циклiв. Для виявлення циклiв з вiд’ємним сумарним
ваговим значенням виконуємо ще одне релаксування всiх ребер:

для кожного (u, v) ∈ E : якщо d(u)+w(u, v) < d(v), то iснує вiд’ємний цикл.

Наявнiсть такого оновлення свiдчить про те, що можна зменшити вiдстань
нескiнченно, тобто граф мiстить вiд’ємний цикл.
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Коментарi.

• Число iтерацiй |V |−1 обране тому,що найкоротшийшлях у графi без циклiв
мiстить щонайбiльше |V | − 1 ребер.

• Релаксування — це операцiя оновлення оцiнки вiдстанi через перевiрку
шляху через поточне ребро.

• Складнiсть алгоритмуO(|V | · |E|), що робить його повiльнiшим за Dijkstra у
випадку тiльки невiд’ємних ваг, але є унiверсальним для вiд’ємних значень.

• У контекстi транспортної задачi метод Беллмана–Форда застосовують для
обчислення потенцiалiв у методi MODI, щоб уникнути вiд’ємних циклiв у
залишковiй мережi.

Застосування: у методi потенцiалiв транспортної задачi використовують вiд-
станi Беллмана–Форда для перерахунку потенцiалiв ui, vj та перевiрки вiд’ємних
циклiв.

1.8.3 Метод потенцiалiв

Метод потенцiалiв служить для оцiнки оптимальностi i покращення початкового
базисного рiшення транспортної задачi:

1. Нехай є початковий базисний план з m + n − 1 заповненими клiтинками
(i, j) i невикористанi небазиснi клiтинки.

2. Ввести потенцiали ui для рядкiв та vj для стовпцiв так, щоб для кожної
базисної клiтинки виконувалося

ui + vj = cij .

Прийняти u1 = 0 i послiдовно обчислити iншi потенцiали.

3. Для кожної небазисної клiтинки (i, j) обчислити оцiнку

∆ij = ui + vj − cij .

4. Якщо ∆ij ≤ 0 для всiх небазисних клiтинок, план є оптимальним. Iнакше:

• Обрати клiтинку з ∆ij > 0.

• Сформувати замкнений цикл через базиснi клiтинки, по черзi додаючи
та вiднiмаючи одиницю потоку.

• Оновити план, перемiстивши потiк по циклу на мiнiмальну кiлькiсть у
вiд’ємних клiтинках.
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5. Повторювати оцiнку та корекцiю, доки всi ∆ij ≤ 0.

Цей метод забезпечує гарантоване полiпшення початкового плану та веде до
оптимального рiшення транспортної задачi.

1.8.4 Алгоритм Shortest Augmenting Path (SAP)

Нехай задано орiєнтований граф G = (V,E) з пропускною здатнiстю c(u, v) на
кожному ребрi (u, v) ∈ E, джерелом s ∈ V та стоком t ∈ V .

Мета — знайти допустимий потiк f , який:

• задовольняє обмеження пропускної здатностi:

0 ≤ f(u, v) ≤ c(u, v), ∀(u, v) ∈ E;

• виконує закон збереження потоку:∑
u∈V

f(u, v) =
∑
w∈V

f(v, w), ∀v ∈ V \ {s, t};

• максимiзує загальний потiк з джерела:

|f | =
∑
v∈V

f(s, v).

Крок 1. Iнiцiалiзацiя

Задати f(u, v) := 0 для всiх (u, v) ∈ E. Побудувати початкову залишкову мережу
Gf , у якiй:

• кожне ребро (u, v) має залишкову здатнiсть cf (u, v) = c(u, v)− f(u, v);

• якщо f(u, v) > 0, то додається зворотне ребро (v, u) з cf (v, u) = f(u, v).

Крок 2. Пошук найкоротшого доповнюючого шляху

Використати алгоритм BFS (див. пiдроздiл нижче) для пошуку найкоротшого
шляху P вiд s до t у залишковiй мережiGf . Критерiй мiнiмальностi — найменша
кiлькiсть ребер у шляху.

Якщо такого шляху не iснує — перейти до Кроку 6.

Крок 3. Обчислення приросту потоку

Обчислити величину приросту потоку по шляху P :

δ = min
(u,v)∈P

cf (u, v),

де cf (u, v)— залишкова здатнiсть ребра (u, v).
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Крок 4. Збiльшення потоку

Оновити значення потоку f на шляху P :

f(u, v) := f(u, v) + δ, ∀(u, v) ∈ P ;

f(v, u) := f(v, u)− δ, (зворотнiй потiк).

Крок 5. Оновлення залишкової мережi

На основi оновленого потоку перебудувати залишкову мережуGf та повернутись
до Кроку 2.

Крок 6. Завершення

Коли неможливо знайти доповнюючий шлях у залишковiй мережi, алгоритм за-
вершується. Поточне значення потоку f є максимальним. Повернути:

|f | =
∑
v∈V

f(s, v).

Алгоритм пошуку в ширину (BFS)

Алгоритм BFS (Breadth-First Search) — це стратегiя обходу графа, яка забезпечує
знаходження шляху з найменшою кiлькiстю ребер. У задачi пошуку доповнюю-
чого шляху вiн працює наступним чином:

1. Iнiцiалiзувати чергу Q := {s} та вiдмiтити s як вiдвiданий.

2. Поки черга не порожня:

• Витягнути вершину u з черги.

• Для кожного сусiда v вершини u, якщо cf (u, v) > 0 i v не був вiдвiда-
ний:

– вiдмiтити v як вiдвiданий;

– зберегти батькiвське посилання parent[v] := u;

– додати v до черги.

3. Якщо t досягнуто — за допомогою масиву parent вiдновити шлях P вiд s

до t.

4. Якщо t не досягнуто — шляху не iснує.

Таким чином, BFS гарантує знаходження найкоротшого шляху (в кiлькостi
ребер), що робить його ключовим компонентом алгоритму SAP.
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1.8.5 Алгоритм Edmonds–Karp

Алгоритм Edmonds–Karp є спецiалiзованим варiантом загального методу Форда–
Фалкерсона для розв’язання задачi максимального потоку в орiєнтованiй мережi.
Основною вiдмiннiстю є використання пошуку в ширину (BFS) для знаходження
доповнюючихшляхiв у залишковiймережi,що гарантує полiiномiальну складнiсть
алгоритму.

Вхiднi данi:

• Орiєнтований граф G = (V,E);

• Пропускна здатнiсть кожного ребра c(u, v) ≥ 0;

• Джерело потоку s ∈ V ;

• Стiк потоку t ∈ V .

Вихiд:

Максимальний потiк f iз s до t, що задовольняє:

0 ≤ f(u, v) ≤ c(u, v), ∀(u, v) ∈ E,∑
u∈V

f(u, v) =
∑
w∈V

f(v, w), ∀v ∈ V \ {s, t}.

Кроки алгоритму:

1. Iнiцiалiзувати потiк:

f(u, v) := 0 ∀(u, v) ∈ E.

2. Побудувати початкову залишкову мережу Gf , у якiй:

cf (u, v) := c(u, v)−f(u, v), та додати зворотнi ребра з cf (v, u) := f(u, v).

3. Повторювати, доки iснує доповнюючий шлях P з s до t у Gf :

(а) Знаходити найкоротший шлях P з s до t у залишковiй мережi Gf за
допомогою BFS (Breadth-First Search);

(б) Обчислити прирiст потоку:

δ := min
(u,v)∈P

cf (u, v).
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(в) Збiльшити потiк уздовж шляху:

f(u, v) := f(u, v) + δ, f(v, u) := f(v, u)− δ, ∀(u, v) ∈ P.

(г) Оновити залишкову мережу вiдповiдно до нового значення потоку.

4. Коли доповнюючихшляхiв не залишилось, поточне значення f є максималь-
ним потоком. Повернути:

|f | =
∑
v∈V

f(s, v).
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Складнiсть алгоритму:

Алгоритм Edmonds–Karp має полiiномiальну складнiсть:

O(V · E2),

оскiльки кожне ребро може бути насичене принаймнi пiсля O(V ) проходiв BFS.

1.9 Пiдсумки, та визначення прогалин в лiтературi

Загалом, транспортна задача в силу кiльостi сфер в яких її можна застосувати,
дає простiр для накладення великої кiлькостi рiзних додаткових умов, що ство-
рюють унiкальнi варiацiї даної задачi. В сучасних задачах мало дослiдженими є
варiацiї, що обмежують постачальникiв, у комбiнацiєю iз матрицею досутупу, що
пiдкреслює дослiдиницьку цiннiсть даної роботи!
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2 Розв’язок дослiджуваної задачi

2.1 Постановка задачi

Нехай Ai, i = 1, . . . , N , — виробники, а Bj , j = 1, . . . ,M , — споживачi з потре-
бами bj . Позначимо змiннi

xij = кiлькiсть товару, вiдправленого вiд Ai до Bj .

Нехай також задана матриця допустимостi R = [rij ], де

rij =

1, якщо мiж Ai i Bj iснує сполучення,

0, iнакше.

Вводимо два додаткових обмеження:

1. Кожен виробник може вiдправити максимум K одиниць кожному конкре-
тному споживачу:

xij ≤ K rij , ∀ i = 1, . . . , N, j = 1, . . . ,M.

2. Сумарно кожен виробник може вiдправити не бiльше L одиниць:

M∑
j=1

xij ≤ L, ∀ i = 1, . . . , N.

При цьому необхiдно задовольнити потребу кожного споживача:

N∑
i=1

xij = bj , ∀ j = 1, . . . ,M,

а також
xij ≥ 0.

Метою задачi є мiнiмiзацiя загального лiмiту L:

min
xij , L

L

що пiдлягає наведеним вище обмеженням.
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2.2 Умови розв’язностi задачi

Для того щоб задача мала допустиме розв’язання (тобто iснувала матриця поста-
чань X = [xij ], яка задовольняє всi обмеження), необхiдно виконання наступних
умов:

1. Глобальна ресурсна достатнiсть:

M∑
j=1

bj ≤ N · L.

Сумарна потреба всiх споживачiв не повинна перевищувати загальний до-
ступний обсяг постачання з боку виробникiв, обмежений величиною L на
кожного.

2. Зв’язнiсть попиту:

∀ j ∈ {1, . . . ,M},
N∑
i=1

rij ≥ 1.

Кожен споживач повинен бути з’єднаний хоча б з одним виробником. Iнакше
постачання до нього неможливе за жодного сценарiю.

3. Локальна пропускна спроможнiсть:

∀ j ∈ {1, . . . ,M},
N∑
i=1

K · rij ≥ bj .

Навiть при максимальному обсязi K з кожного доступного джерела, сума
потенцiйних постачань повинна бути достатньою для покриття попиту bj .

4. Сумiснiсть системи обмежень: має iснувати хоча б одна множина не-
вiд’ємних змiнних xij , для якої виконуються всi такi умови:

xij = 0 якщо rij = 0,

0 ≤ xij ≤ K,

M∑
j=1

xij ≤ L ∀i = 1, . . . , N,

N∑
i=1

xij = bj ∀j = 1, . . . ,M.

Несумiснiсть цiєї системи означає, що жоден допустимий розподiл поста-
чань не задовольняє всi вимоги задачi.
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У випадку, коли хоча б одна з умов не виконується, задача може бути не-
розв’язною в повному обсязi. У такому випадку ми будемо розглядати задачу
пошуку найбiльшої допустимої пiдмножини споживачiв, для якої iснує задовiльне
рiшення при фiксованому значеннi L.

2.3 Алгоритмiчне вирiшення задачi

Покроковий опис реалiзованих алгоритмiв

Для вирiшення поставленої задачi були реалiзованi три пiдходи: два графовi
(Edmonds–Karp, Preflow Push) i один оптимiзацiйний на основi змiшаного цiло-
чисельного програмування (MILP). Усi методи модифiковано для знаходження
мiнiмального допустимого значення L при заданих обмеженнях.

1. Edmonds–Karp (максимальний потiк + двiйковий пошук по L)

1. Задати дiапазон пошуку:

Lmin =

⌈∑
j bj

N

⌉
, Lmax =

∑
j

bj .

2. Поки Lmin ≤ Lmax:

(а) Встановити L =
⌊
Lmin+Lmax

2

⌋
;

(б) Побудувати орiєнтований граф:

• дуги s → Ai з мiсткiстю L;

• дуги Ai → Bj з мiсткiстю K (якщо rij = 1);

• дуги Bj → t з мiсткiстю bj .

(в) Виконати алгоритм Edmonds–Karp:

• за допомогою BFS знайти найкоротший шлях s → t;

• пропустити по ньому потiк;

• повторювати до вичерпання шляхiв.

(г) Якщо потiк дорiвнює
∑

j bj , оновити L∗ = L i Lmax = L− 1;

(д) Iнакше Lmin = L+ 1.

3. Пiсля завершення двiйкового пошуку отримане L∗ є оптимальним. Будує-
ться матриця постачань xij на основi остаточного потоку.

2. Preflow–Push (максимальний потiк + двiйковий пошук по L)
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1. Аналогiчно, задати дiапазон для двiйкового пошуку по L:

Lmin =

⌈∑
j bj

N

⌉
, Lmax =

∑
j

bj .

2. Поки Lmin ≤ Lmax:

(а) Побудувати граф з обмеженнями L,K та bj на вiдповiдних дугах;

(б) Виконати алгоритм Preflow–Push:

• iнiцiалiзувати потiк з джерела s до всiх сумiжних вершин;

• пiдтримувати надлишковий потiк у вершинах та префлоу в графi;

• застосовувати операцiї push (передача надлишку по дугах) i relabel
(змiна висоти вершини) доти, доки iснує надлишковий потiк не у
стоку;

• завершити, коли весь потiк досягне стоку t або бiльше неможливо
просунути потiк.

(в) Якщо досягнутий потiк дорiвнює
∑

j bj , оновити L∗ = L i Lmax =

L− 1;

(г) Iнакше Lmin = L+ 1.

3. Пiсля завершення пошукуL∗ є мiнiмальним допустимим лiмiтом. Потiк мiж
вузлами Ai i Bj формує матрицю постачань.

3. MILP (PuLP + CBC або Google OR-Tools + SCIP)

1. Оголосити змiннi:

• xij ∈ Z≥0 — кiлькiсть товару вiд Ai до Bj ;

• L ∈ Z≥0 — змiнна, яку потрiбно мiнiмiзувати.

2. Задати обмеження:

•
∑

j xij ≤ L — обмеження на загальний обсяг вiдправки вiд кожного
виробника;

• xij ≤ K · rij — обмеження на постачання та допустимiсть маршруту;

•
∑

i xij = bj — забезпечення потреб кожного споживача.

3. Побудувати цiльову функцiю:
minL

4. Передати задачу до солвера:
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• CBC (через PuLP) або SCIP (через OR-Tools);

• Використовується метод Branch-and-Cut:

(а) спочатку виконується LP-релаксацiя;

(б) якщо розв’язок дробовий — виконується гiлкування (branching);

(в) додаються лiнiйнi обмеження (cutting planes);

(г) розв’язок оновлюється до отримання найменшого цiлочисельного
L.

5. В результатi отримується оптимальний L∗ та вiдповiднi значення xij .

Пiдсумок i подальше використання
Усi три алгоритмiчнi пiдходи — Edmonds–Karp, Preflow Push та MILP (через

CBC / OR-Tools) — було реалiзовано в рамках програмної частини дослiдження.
Кожен з методiв модифiковано вiдповiдно до специфiки задачi: введено обмеже-
ння K на одиничнi постачання, побудовано систему для перевiрки допустимостi
L, а також реалiзовано двiйковий пошук або оптимiзацiю L як змiнної.

У фiнальнiй частинi дослiдження планується провести порiвняльний аналiз
цих методiв за такими критерiями:

• час виконання для рiзних розмiрiв задачi кiлькiсть виробникiв i споживачiв;

• якiсть отриманих розв’язкiв;

• чутливiсть до структури вхiдних даних, таких як щiльнiсть матрицi R.

Для цього буде згенеровано серiю тестових прикладiв за допомогою окремого
модуля генерацiї даних, а результати— представленi у виглядi таблиць i графiкiв.
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2.4 Складнiсть алгоритму

Нехай
R = {(i, j) | rij = 1}, |R| ≤ NM.

Тодi у побудованому графi:

V = N +M + 2, E = N +M + |R|.

Перевiрка розв’язностi (Edmonds–Karp) дає

O
(
V E2

)
= O

(
(N +M) (N +M + |R|)2

)
.

Бiнарний пошук поL на дiапазонi до сумарного попитуB =
∑

j bj додає множник

O(logB).

O
(
logB × (N +M) (N +M + |R|)2

)
В граничному випадку |R| = NM це дає

O
(
logB × (N +M) (NM)2

)
.

30



3 Програмна реалiзацiя

3.1 Вибiр програмних iнструментiв для реалiзацiї алгоритму

Для реалiзацiї програмної частини дослiдження було використано мову програму-
вання Python, яка завдяки своїй зручностi, для здiйснення математичних дослi-
джень, а також наявностi великої кiлькостi бiблiотек є пiдходящою платформою
для моделювання задачi, що розглядається в рамках даної роботи. Усi обчислю-
вальнi компоненти реалiзовано у виглядi класiв з модульною архiтектурою, що
забезпечує повторне використання i прозорiсть розв’язкiв.

Ключовим iнструментом побудови математичної моделi, як задачi на графi є
бiблiотека NetworkX, що використовувалася для побудови орiєнтованого графа
потоку. В моделi кожен виробник i споживач подається як вузол, а логiчнi та
кiлькiснi обмеження — як дуги з вiдповiдною пропускною здатнiстю.

Крiм того, для альтернативного формулювання задачi було використано бi-
блiотеки Google OR-Tools i PuLP, якi дозволяють записати транспортну модель
у виглядi задачi змiшаного цiлочисельного лiнiйного програмування (MILP). У
рамках фреймворку OR-Tools розв’язок здiйснювався за допомогою внутрiшньо-
го MILP-розв’язувача SCIP, тодi як PuLP взаємодiє з вiдкритим розв’язувачем
CBC.

Для роботи iз розрахунками, використовувалися бiблiотекиNumPy таPandas.
Вiзуалiзацiя результатiв здiйснювалася за допомогою бiблiотеки Matplotlib

для графiв, крiм цього деякi таблицi були виведенi в текстовому форматi завдяки
вiдповiдному методу класа, який вiдповiдав за виведення результатiв.

Уся розробка здiйснювалась в iнтерактивному хмарному середовищi Google
Colab, що дало змогу поєднувати код, вивiд, вiзуалiзацiї та опис алгоритмiв в
одному документi. Це спростило процес розробки, тестування, документуван-
ня та презентацiї результатiв, а також це забезпечило додаткову безпеку, через
вiдсутнiсть залежностi вiд конкретного фiзичного носiя.

3.2 Генерацiя вхiдних даних

Для цiлей тестування та порiвняння алгоритмiв було реалiзовано спецiальний клас
DataGenerator, який автоматично формує вхiднi данi для задачi з урахуванням
її обмежень.

Основнi функцiональнi можливостi генератора:

• Кiлькiсть виробникiвN та кiлькiсть споживачiвM задаються як параметри;
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• Матриця сполученостiR ∈ {0, 1}N×M генерується випадковим чином з iмо-
вiрнiстю наявностi з’єднання (параметр connection_prob), але з гарантiєю,
що кожен споживач має хоча б одного постачальника;

• Вектор попиту b⃗ = (b1, b2, . . . , bM ) може бути як рiвномiрно заданий (усi bj
однаковi), так i випадково згенерований в заданому дiапазонi;

• Пiдтримується параметр seed для вiдтворюваностi результатiв при повтор-
ному запуску;

• Генерацiя реалiзована в окремому методi generate(), який повертає пару
об’єктiв: матрицю R та вектор попиту b.

Цей модуль дає змогу створювати як одиничнi контрольнi приклади, так i серiї
задач для статистичного порiвняння методiв при рiзних конфiгурацiях параметрiв
(щiльнiсть з’єднань, розподiл попиту, масштаб задачi).

3.3 Реалiзацiя пошуку мiнiмального L

Основна логiка розв’язання задачi реалiзована в класi TransportSolver, який
побудований як унiверсальний модуль для роботи з рiзними алгоритмiчними пiд-
ходами. Клас дозволяє перевiрити наявнiсть розв’язку, знайти мiнiмальне значе-
ння L, побудувати матрицю постачань xij , а також аналiзувати частковi розв’язнi
пiдграфи у випадку, коли повна задача є нерозв’язною.

Ключовi особливостi:

• Вхiдними параметрами є:

– вектор попиту b⃗;

– матриця сполученостi R;

– параметр K — максимальна кiлькiсть одиниць, яку виробник може
вiдправити одному споживачу.

• Побудова графа потоку:

– створюється орiєнтований граф з джерелом s та стоком t;

– дуги s → Ai мають мiсткiсть L, що пiдбирається;

– дуги Ai → Bj мають мiсткiсть K (з урахуванням rij);

– дуги Bj → t мають мiсткiсть bj .
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• Реалiзовано пошук мiнiмального допустимого L за допомогою двiйкового
пошуку в межах:

Lmin =

⌈∑
j bj

N

⌉
, Lmax =

∑
j

bj

Для кожного значенняL перевiряється, чи можливо досягти повного потоку.

• Передбачено пiдтримку кiлькох алгоритмiв для обчислення максимального
потоку: Edmonds–Karp, Preflow Push, а також двох MILP-орiєнтованих
рiшень — CBC (PuLP) i SCIP (OR-Tools).

• Якщоповна задача немає розв’язку, клас знаходить найбiльшийдопустимий
пiдграф споживачiв, який може бути задоволений при фiксованому L.

• Повертається словник iз детальною iнформацiєю про:

– наявнiсть розв’язку;

– мiнiмальне значення L;

– матрицю постачань;

– список задоволених / незадоволених споживачiв;

– час виконання.

Таким чином, TransportSolver є гнучким iнструментом для аналiзу задачi
при рiзних конфiгурацiях вхiдних даних та методiв розв’язання, i дозволяє легко
проводити як одиничнi експерименти, так i автоматизованi порiвняльнi тести, що i
буде використано для побудови прикладiв, якi власне i будуть в наступному блоцi.
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3.4 Приклади

Приклад 1

Для демонстрацiї роботи алгоритму було згенеровано вхiднi данi з використанням
класу DataGenerator, який забезпечує контроль над структурою задачi. Було
використано наступнi параметри:

• Кiлькiсть виробникiв: N = 5;

• Кiлькiсть споживачiв:M = 5;

• Обмеження на максимальну кiлькiсть одиниць, яку один виробник може
вiдправити одному споживачевi: K = 1;

• Дiапазон попиту: dj ∈ [1, 1] для всiх j, тобто попит єфiксованим i однаковим
для кожного споживача;

• Ймовiрнiсть iснування з’єднання мiж Ai та Bj : p = 0.5.

На основi цих параметрiв було згенеровано:

• Вектор попиту b = (1, 1, 1, 1, 1);

• Матрицю сполученостi R ∈ {0, 1}5×5, у якiй кожен елемент rij набуває
значення 1 з iмовiрнiстю 0.5, а також гарантовано, що кожен споживач має
хоча б одного постачальника.
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Тепер розв’яжемо згенеровану задачу з використаннямметодуShortestAugmenti-
ng Path (SAP). Нижче наведено результати виконання обчислень для заданої кон-
фiгурацiї вхiдних даних.

Отже, задачу було розв’язано, було знайдено мiнiмальне L та матрицю поста-
чань при заданiй матрицi сполученостi.

Приклад 2

• Кiлькiсть виробникiв: N = 10;

• Кiлькiсть споживачiв:M = 10;

• Обмеження на максимальну кiлькiсть одиниць, яку один виробник може
вiдправити одному споживачевi: K = 1;

• Дiапазонпопиту:dj ∈ [2, 2]для всiх j, тобто кожен споживачмаєфiксований
попит у 2 одиницi;

• Ймовiрнiсть iснування з’єднання мiж Ai та Bj : p = 0,3;
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На основi цих параметрiв було згенеровано:

• Вектор попиту b = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2);

• Матрицю сполученостi R ∈ {0, 1}10×10, у якiй кожен елемент rij набуває
значення 1 з iмовiрнiстю 0.3, причому гарантовано, що кожен споживач має
хоча б одного постачальника.

Тепер розв’яжемо згенеровану задачу з використаннямметодуShortestAugmenti-
ng Path (SAP).

Для даної матрицi не вийде вирiшити задачу в повному формулюваннi, адже
деякi споживачi не будуть повнiстю задоволенi, тому сформулюємо пiдграф, на
якому розвязок iснуватиме.
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Нижче наведено результати виконання обчислень для заданої конфiгурацiї
вхiдних даних.
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Порiвняння модифiкованих методiв при рiзних розмiрах матриць

З метою аналiзу ефективностi реалiзованих алгоритмiв було проведено експери-
ментальне порiвняння методiв для рiзних масштабiв задачi. Основна мета полягає
у вивченнi того, як змiнюється час виконання, стабiльнiсть та поведiнка кожного
з методiв при зростаннi кiлькостi виробникiв i споживачiв.

Порiвняння здiйснюється для наступних пiдходiв:

• Edmonds–Karp;

• Preflow Push;

• Shortest Augmenting Path (SAP);

• MILP (CBC через PuLP);

• MILP (SCIP через OR-Tools).

Щоб забезпечити об’єктивнiсть оцiнки, для кожної розмiрностi задачi (N =

M ∈ {5, 10, 25, 50, 100, 200}) i для кожногометоду було згенеровано по 5 випадко-
вих прикладiв. Результати усереднювались за кожною конфiгурацiєю, що дозволяє
зменшити вплив випадковостi структури з’єднань або попиту на загальну оцiнку
продуктивностi.

Далi буде наведено вiдповiднi графiки та таблицi з порiвняльними результата-
ми.
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Бачимо, що навiть при невеликих розмiрах, час пошкуку розв’язку суттєво
збiльшується у випадках коли неможливо знайти необхiдний розв’язок, що ба-
чимо при розмiрностi 10, коли лише 4/10 прикладiв були розв’язанi повнiстю.
Також цiкаво, що при збiльшеннi розмiрностi не зменшується вiдсоток розмiрiв,
що свiдичить про те, що при заданiй потребi, збiльшення кiлькостi виробникiв фа-
ктично збiльшує йморiнiсть того, що хоча б якийсь виробник зможе задовльнити
конкретного споживача. Насправдi це вишлядає, як те, що потребує додаткового
дослiдження.

На наявних прикладах при великiй розмiрностi краще себе проявив модифi-
ковай метод Preflow Push тодi як на маленьких розмiрах матрицi сполученостi
найкразе себе показав OR-tool
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4 Висновки

В результатi даної роботи вдалося розробити та iмплементувати алгоритм для по-
шуку верхньої межi вихiдної валентностi з метою урiвняння конкуренцiї в транс-
портнiй задачi з додатковими обмеженнями у виглядi метрицi допустимостi, а
також лiмiтованої пропускної здатностi кожного зi сполучень мiж виробником та
споживачем. Розглянутий набiр додаткових обмежень не був дослiдженим ранiше,
тому сама розробка алгоритму представляє цiннiсть. В процесi дослiдження вда-
лося реалiзувати 5 варiацiй алгоритму, якi були сформованi використанням рiзних
допомiжних алгоритмiв на одному з крокiв загального алгоритму. В подальших
дослiдженнях бачу сенс сконцентруватися на дослiдженнi випадкiв, коли ми має-
мо бiльшу кiлькiсть споживачiв нiж було розглянуто в прикладах вище, а саме по
1000, 10000, 100000 споживачiв та виробникiв. Очiкую що в таких випадках, буде
доцiльно застосувати бiльш комплекснi алгоритми для забезпечення ефективно-
го часу виконання алгоритму та його обчислювальної складностi. Враховуючи
отриманi результати, вважаю за доцiльне продовжити дослiдження для випадку
високої розрiдженостi матрицi допустимостi.
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