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Знаковим графом називають пару S  = (G, <т), де G -  граф, <т/ : E{G)  —>■ 
{+ , —} -  відображення, яке кожному ребру графа ставить у відповідність 
знак +  чи Знаковий граф S  =  (G, а) називається парно-знаковим графом, 
якщо існує бієкція /  : V (G) —>• {1, 2 ,..., п}  така, що для кожного ребра uv  в 
G: (Jf(uv) = + , якщо f ( u )  та f ( v )  мають однакову парність, та Uf(uv) = —, 
якщо різну.

Мета роботи полягає в дослідженні парно-знакових графів та їхніх вла­
стивостей, побудові верхньої оцінки на £гпа5 дерев, та реалізуванні алгори­
тму перевірки знакового графа на те, чи є він парно-знаковим.

К лю чові слова: парно-знаковий граф, збалансованість, число 'гни’, 
знакові дерева, алгоритм.
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Тема парно-знакових графів є доволі новою та активно досліджується 
сучасними математиками. Поняття «знакового графа» і «збалансованості» 
з ’явилися вперше в математичній роботі Франка Харарі [3] в 1953 році. 
Після цього знакові графи повторно були відкриті багато разів, адже во­
ни природно виникають у багатьох областях, серед них топологічна теорія 
графів, теорія груп та інші.

Знакові графи мають досить широке застосування у соціальній психо­
логії, фізиці (зокрема у дослідженні спінового скла), аналізі складних си­
стем, кластеризації даних та нейронауці. До прикладу, у соціальній психо­
логії вони використовуться для моделювання ситуацій, де позитивні ребра 
представляють дружбу, а негативні ребра - ворожнечу. Тоді позитивні ци­
кли означають стабільні соціальні ситуації, а негативні - нестабільні. Якщо 
розглядати кластеризацію даних, то об’єкти беруться за вершини графа, а 
ребра отримують свій знак в залежності від того, чи ним з ’єднуються по­
дібні елементи.

У цій роботі розглядаються парно-знакові графи та досліджуються їх 
властивості. Основні поняття та результати включають збалансованість, 
характеризацію збалансованих знакових графів, алгоритм перевірки гра­
ф а на парно-знаковість, дослідження числа ’гни’, яке дорівнює найменшій 
кількості негативних ребер у парно-знаковому графі, та верхню оцінку ’гпа’ 
для дерев. У другій частині роботи реалізовується вище згаданий алгоритм 
на мові програмування Python та наводиться його застосування на конкре­
тних прикладах.
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1 Основні означення
О значення 1 .1 . Неоріентований граф -  це пара G =  (V , Е ), де

V  =  V ( G ) -  множина вершин ,

Е  = E(G)  С И 2) =  {{а, &}| а Д  Є V }  -  множина ребер.

О значення 1.2. Простий граф -  це граф без кратних ребер та петель.

О значення 1.3. З в ’язний граф -  це граф, між будь-якою парою вершин 
якого існує шлях, який їх сполучає.

Надалі в роботі всі графи вважаються простими та зв’язними, якщо не 
вказано протилежне.

О значення 1.4. Компонента зв ’язності графа -  це його максимальний 
(за включенням) зв’язний підграф.

О значення 1.5. Ш лях  між парою вершин х, у  Є V(G) -  це послідов­
ність вершин То,Ті, • • • , тп, де х  =  То -  початок шляху , у = vn кінець 
ш ляху , Vi =  0, п  — 1 : TjTj+i Є E{G).

О значення 1.6. Цикл -  це шлях, у якого початок та кінець збігаються.

О значення 1.7. Двочастковий граф -  граф, множину вершин якого 
можна розбити на дві підмножини (частки) так, щоб жодні дві вершини з 
однієї підмножини не були суміжними, тобто

V  = V !U V 2, Е  с  {{а,Ь}\ а Є Vu b Є Н2}-

О значення 1.8. Повний граф К п -  граф, у якому кожні дві вершини 
з ’єднані ребром, тобто Е  =  V^2\

О значення 1.9. Зірка І\\ ,, -  це повний двочастковий граф з єдиним 
внутрішнім вузлом і п  листками.

О значення 1.10. Дерево -  це зв’язний граф, який не містить циклів.

О значення 1 .11 . Знаковий граф -  це пара S  =  (G, а), де

G -  граф,
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Ребра зі знаком + ( —) називають позитивними (негативними)  ребрами 
графа S.
На схематичних зображеннях графа для позначення позитивних ребер ви­
користовуватиметься суцільна лінія, негативних -  пунктирна.

О значення 1.12. Знаковий граф S  =  (G, а) називається парно-знаковим 
графом, якщо існує бієкція /  : V(G)  —> {1 ,2 ,...,п }  така, що для кожного 
ребра uv  в G: <Jf(uv) = + , якщо f ( u )  та f ( v )  мають однакову парність, та 
(Jf(uv) = —, якщо різну.

Надалі в роботі парно-знаковий граф може позначатися як P S G  -  з 
англійської -  parity signed graph.

О значення 1.13. Знаковий граф називається позитивним , якщо він 
не містить негативних ребер: Е~ = 0, та негативним , якщо не містить 
позитивних ребер: Е + = 0.

О значення 1.14. Знаковий граф називається однорідним, якщо він є 
або позитивним, або негативним. Інакше граф називається неоднорідним.

О значення 1.15. Позитивна (негативна) компонент,а знакового гра­
ф а - це максимальний зв’язний знаковий підграф, у якого всі ребра є пози­
тивними (негативними).
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2 Основні результати

2.1 Збалансованість і характеризація PSG
О значення 2.1. Якщо добуток знаків будь-якого циклу графа S  дода­

тний, то S  називають збалансованим знаковим графом.

Т еорем а 2.2. Будь-який парно-знаковий граф є збалансованим,.

Доведення. Випливає з того, що будь-який парно-знаковий цикл не може 
мати непарної кількості негативних ребер. Від супротивного. Нехай граф С  
є парно-знаковим графом і кількість негативних ребер \ Е~(С)  \ є непарною. 
Цикл С  =  Сп містить позитивні та негативні підланцюги. Кінці позитивних 
підланцюгів мають однакову парність, тому їх можна стягнути. Помічаємо, 
що негативні підланцюги довжини два Р 2_ також мають кінці однакової 
парності, тому їх теж стягуємо. У результаті отримуємо одну вершину г з 
негативною петлею, тобто v має одночасно різну парність, що неможливо 
Отже, парно-знаковий цикл завжди має парну кількість негативних ребер, 
тому він є збалансованим. □

У зворотню сторону ця теорема не діє. Наприклад, позитивний знаковий 
граф, який є збалансованим, не є парно-знаковим. Інший приклад надано 
на рисунку 1.

?------------ Т'

Рис. 1: Збалансований граф, який не є PSG

Т еорем а 2.3. Нехай S  - з в ’язний знаковий граф. Тоді S  е збалансованим 
тоді і тільки тоді, коли множину вершин графа V (S ) можна розділити 
на дві підмножини V\ і V2 так, щоб ребра uv  Є E { V \ ,  V2) були негативни­
ми і лише вони.

Доведення. Н еобхідність. Нехай \ і . \ ’■> - розбиття вершин, С - цикл в G. 
Тоді С  містить парну кількість ребер що з ’єднує V\ з Рф Отже, С  містить 
парну кількість негативних ребер.

Д остатність. Нехай S  - збалансований знаковий граф. Зафіксуємо и  Є 
V{G).  Покладемо V\ :=  {х  Є V{G)  : Зи ~  х  з парною кількістю негативних 
ребер}, V2 : = V ( G ) \ V і, V(G) = Vl UV2.
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Покажемо, що підграф G[V-1] не містить негативних ребер. Від супротивно­
го, припустимо, що існує ab Є E{V\) - негативне ребро. Тоді існує Р ц іА  з 
парною кількітю негативних ребер. Маємо замкнутий маршрут із непарною 
кількістю негативних ребер. Він містить простий цикл із непарною кількі­
стю негативних ребер, тому в G[V-1] їх немає. Аналогічно, GfVy не містить 
негативних ребер. Отже, в даному розбитті негативні ребра поєднуватимуть 
лише вершини з компонент Vi та V<i-

□
Т еорем а 2.4. Нехай S  - з в ’язний знаковий граф. TodiS є парно-знаковим, 

графом тоді і тільки тоді, коли V (S) можна розділити на дві підмножи­
ни V\ і V‘i так, щоб ребра uv  Є E (V i,V 2) були негативними і лише вони, 
а також щоб \ \ V\ \ — \ V2 \ \ < 1.

Доведення. Н еобхідність. Нехай існують такі V\ і \ Нехай |Vi| >  |V2 1 - 
Тоді Vi -■■■ непарні вершини, V2 -  парні. З цього випливає, що S  є парно- 
знаковим графом.

Д остатність. Нехай S  - парно-знаковий граф. Тоді існує /  : \ ’ >
{1, ...,п}. Покладемо, що Vi - множина вершин з непарним номером, V2 - з 
парним номером. Дійсно, якщо |Н(5')| парна, то |Vi| =  | V2 1, якщо - непарна, 
то I Vi І =  IV2 1 +  1. Тобто, 11 Ні І — IV2 11 <  1. □

П риклад 2.5. Розбиття Харарі.

Маємо наступний парно-знаковий граф G:

4 3 5

1 2  7 6

Отримуємо таке розбиття:

2

б

• 1

-  З

-  5

-  7
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Усі вершини зліва належати до компоненти \ і . справа - ло \ ’■>■ Са­
мі компоненти поєднані між собою негативними ребрами. І справді 
виконуєтвся умова 11 V\ \ — \ V2 11 <  1.

Н асл ідок  2.6. З в ’язний негативний знаковий граф S  є парно-знаковим, 
графом тоді і тільки тоді, коли він є негативним двочастковим знаковим  
графом, у якого частки відрізняються не більш як на одну вершину.

Н аслідок  2.7. Знакова зірка ібцп є P S G  тоді і тільки тоді, коли вона 
задовольняє наступні умови:

1. \ Е - ( К 1:п)\ =  \E+(Khn)\ або
\Е ~ (К \Д \  = ІЕ +( К \Д \  + 2 ,  якщо п - парне.

2. \Е ~ (К \Д \  = ІЕ +(Кі^п) \ +  1, якщо п - непарне.

Доведення. Н еобхідність. Нехай верш инаи -  центр зірки Покладемо 
f ( u )  = 1. Тоді:

1. Якщо п парне, то серед номерів вершин {2, ...,п  +  1} однакова кілв- 
кіств парних і непарних чисел, тобто \Е ~ {К \Д \  =  \Е+{К \Д \ .  Тоді 
для вершин v Є V { К \ Д  покладемо f ( v ) - парне для uv  Є Е ~ { К \Д  і 
f ( v ) - непарне для uv  Є Е +{ К \Д .  Отримали бієкцію /  : У { К \Д  —>• 
{1 ,2 ,..., п}, тому К \ >п є P SG .

2. Якщо п непарне, то серед {2, ...,п  +  1} парних чисел на одне білвше.
Тоді для v Є V ( К \ Д  покладемо f ( v )  - парне для uv  Є Е ~ ( К \ Д  і f{v )
- непарне для uv  Є Е +{ К \Д .  Отримали бієкцію / ,  тому ібцп є P SG .

Аналогічно для f ( u )  ф 1.
Д остатність. Доведемо через критерій Харарі. І\\,„ є P S G .  Тоді існує 

розбиття Харарі V ( K ^ n) = V1 UV 2 , а також ||Vi| — |V2 11 <  1.

1. Якщо п парне, то |Н(ібцп)| =  п  +  1 -  непарне. Нехай |V{| =  | V2 1 +  1. 
Тоді \ і відповідає за непарні числа. Є два варіанти:
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а) б)
О Е

/  Е
О Е

Е

Е

V-, ІД Vi Vo
Центр и  зірки -  непарне 
число, и  Є V\. Тоді 
\E+{Khn)\ = \E ~{K hn)\

2. Якщо п  непарне, то \V (K ^ n)\ =  п  +  1 парне. Тоді |Vi| =  |V2 1- Нехай 
множина \ і -  непарні числа. Є два варіанти:

Центр и -  парне, и  Є Vi- 
Тоді \E ~ (K hn) 
\E+(Khn) \ + 2

а)
О Е

/  Е

б)
О Е

Е

Е

v2
Центр и  зірки -  не­
парне число, и  Є V\. 
Тоді |В+(АТ,„)І =
\E ~ (K hn) \ - l

V,
"V*"
Vo

Центр и -  парне, и  Є Vi- 
Тоді \Е ~ (К ^ п)\ =
\E+(Khn)\ + l

□
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2.2 Алгоритм перевірки, чи зв ’язний знаковий граф є
T3Q|-1I  Ovjr

1. Перевірити, чи S  є збалансованим. Якщо ні, то S' не є PSG.

2. Стягнути кожну позитивну компоненту в точку і помітити її  числом 
вершин, які були в компоненті.

3. Кожна непомічена вершина отримує номер 1.

4. Отриманий граф є негативно-однорідним та збалансованим, а тому 
і двочастковим. Знайти двочасткове розбиття і просумувати мітки в 
кожній частці. Якщо суми відрізняютвся білвш, ніж на 1, то S  не є 
PSG. Інакше - PSG.

П риклад 2.8. Покажемо як діє алгоритм на даному графі G:

1. Як бачимо, усі цикли графа є додатніми, тому G є збалансованим. 
Перша умова виконуєтвся, отже переходимо до наступного кроку.

2. Після стягнення позитивних компонент та проставлення міток отри­
муємо такий граф:

•-----------
3 ''~ -" ' '3

Оскілвки наявніств подвійних ребер не впливає на двочасткове роз­
биття, то приберемо їх та отримаємо:

• • •
З З

3. Маркуємо одиницею непомічену вершину:

1 3  3

4. Знаходимо двочасткове розбиття і сумуємо мітки в кожній частці:
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У результаті маємо, що у першій частці три вершини, у другій -  чо­
тири, тобто |3 — 4| <  1, а отже граф S  є P SG .

2.3 Число 4гпа’
О значення 2.9. Д ля графа G число тни’ -  це найменша кількість не­

гативних ребер E ~ ( S f ) серед всіх можливих знакових графів S f  над G, 
утворених бієкцією /  : V(G)  —>• {1, ...,п}. Позначається a~(G).

Заув аж енн я  2.10. cr~(G) = т іп  ^ \ E ( A , V \ A ) \ : \А\ = ^  | .

Т вердж ен н я 2.11. Д л я  знакової зірки К \ уП, яка містить  п +  1 верши­
ну, виконується рівність: а ~ { К \ Д  = ["§]•

Доведення. Кількість негативних ребер залежить від парності центральної 
вершини и. Розглянемо два випадки:

1. п є непарним. Тоді:
Нехай и  має номер п  +  1. Листки занумеруємо від 1 до п. Серед них 
рівно Тд1 парних вершин і непарних. Оскільки п +  1 є парним, то 
кількість негативних ребер \Е ~ {К \Д \  =
Нехай и  має номер п. Серед листків рівно парних вершин і
непарних. Знову маємо |Е { К \Д \  =

2. п  є парним. Тоді:
Нехай и  має номер п  +  1. Листки занумеруємо від 1 до п. Серед них 
рівно І  парних вершин і |  непарних. Оскільки п  +  1 є непарним, то
\E ~ (K hn)\ =   ̂  ̂ ^
Нехай и  має номер п. Серед листків рівно ( 1 - і )  парних вершин і 
( |  +  і)  непарних. Маємо |Е ~ { К \Д \  =  |  +  1.

В обох випадках мінімальна кількість негативних ребер а ~ { К \ Д  =  |~§~| • □

Н аслідок  2.12. Д л я  будь-якого натурального числа k існує парно-знаковий 
граф S, такий ьуо u~(S)  = k.
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Доведення. Ук Є N існує знакова зірка S  із о (S) = к. □

Т еорем а 2.13. Число ‘т а ’ для шляху Рп, де п  > 2 ,  дорівнює 1. Число 
‘т а  ’ для циклу Сп дорівнює 2.

Т еорем а 2.14. Нехай G -  з в ’язний граф. Тоді u~(G) = 1 тоді і т іль­
ки тоді, коли G має міст, який з ’єднує два підграфи, потужність яких  
відрізняється не більше, ніж на 1.

Доведення. Н еобхідність. Якщо cr~{G) =  1, то існує парно-знаковий граф 
S  =  (G, а) із рівно одним негативним ребром. Усі вершини позитивної 
компоненти маютв однакову парніств, а оскілвки серед номерів вершин 
{ 1 , . . . ,  п} є парні та непарні числа, то позитивних компонент дві або біли­
т е . Він видалення одного ребра граф може розпастися на дві або менше 
компоненти. Оскілвки негативне ребро у нас одне, то воно і буде мостом.

Д остатність. За допомогою функції /  розставимо мітки на вершинах 
графа G так, щоб один підраф складався виключно з парних вершин, інший 
підграф - непарних. Тоді ребра всередині цих підграфів є позитивними, 
а ребро, що їх з ’єднує -  негативним. Таким чином, найменша кілвкіств 
негативних ребер cr~{G) =  1. □

Т вердж ен н я 2.15. Д л я  будь-якого знакового графа G виконується не­
рівність: сг~ (G) +  а~ (G) <  |~|] • |_|J 7 п = IV (G) І.
Д л я  знакової зірки ібцП7 яка містить п  +  1 вершину, виконується рів­
ність: (7~{КіД  =  [§].

Доведення. Зафіксуємо функцію / ,  яка дає cr~(G). Розлянемо її  і для до­
повнення графа G. Нехай V0(m ~ множина вершин, які отримали непарні 
числа як мітку, a Veven = V \ V 0dd ~ парні. Тоді:

a - (G )  + a - (G )  < \EJ(G)\ + \E j(G )\  =

= \ E J (G) +  І / Д С Д І  • \ r \ V em„)\ ~  \EJ(G)\ =

=  І Г Щ Д І  • І / Д Ю Д І  =  ■ U  •

□
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2.4 Верхня оцінка на ‘гпа’ для дерев
Нехай Т  дерево. Для будь-якої вершини х  дерева Т  розглянемо ком­

поненти зв’язності Т\{ж}.

Означення 2.16. Вагою ги(х) вершини х  називають потужність макси­
мальної такої компоненти. Множина вершин х  із найменшою вагою нази­
вається центроїдо,м дерева.

Н аслідок  2.17. Центроїд дерева є вершиною або ребром.

8 8 11 11 11 11

8 5 8

6 4

8 8
(а) Дерево Ті і  деитроїдом-вершииою (б) Дерево Т2 і цеитроїдом-ребром

Рис. 2: Приклади дерев з позначеною вагою вершин

Зауваж енн я  2.18. Якщо в дереві Т  центр є ребром, то сг(Т)~ = 1.

Н аслідок  2.19. Нехай Т  дерево із І -m,очковим центроїдам { и } . Тоді
п

а~(Т)  <

Доведення. Очевидно, що ги(х) <

2 .

— w(u)  +  1.

із рівно
п ' 
2

така, що У(Т0)\ = w
п 'П~

.2 .
——

2
вершин.

п — 1 п
2 .2 .

. Нехай То компо-

вершипами вони будуть занумеровані непарними числами.
Кожна вершина х  Є V (T \T o ) \V (T ' )  суміжна із не більше, ніж з однією 
вершиною з Т ' . Залежно від того, чи и  Є V ( T f), матимемо оцінку:

сг "(Т) < п  — w(u) —
п
2

+  1 =
п

L.2J
— w(u)  +  1.

□
Зауваж енн я  2.20. Ця оцінка точна для знакової зірки К \  п і для шляху

Рп. Тоді вага буде w(u) =  1 та w(u)  =
п  — 1 п

2 -2.
ВІДПОВІДНО.
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• Імпортуємо необхідні модулі Python.
i m p o r t  n e t w o r k x  a s  n x  

f r o m  n e t w o r k x  i m p o r t  N e t w o r k X E r r o r  

a f r o m  c o l l e c t i o n s  i m p o r t  d e q u e

i m p o r t  m a t p l o t l i b . p y p l o t  a s  p i t

j

• Визначаємо функцію d ra w _ s ig n ed _ g ra p h (G ), яка зображує даний 
парно-знаковий граф G, використовуючи бібліотеку networkx. Знаки 
усіх ребер надані, їх правильність па цьому етапі ще не перевіряється.

d e f  d r a w _ s i g n e d _ g r a p h ( G ) :

Н  =  n x . G r a p h ( )  

я Н . a d d _ n o d e s _ f r o m ( G . n o d e s ( ) )

■і
f o r  u ,  v ,  l a b e l  i n  G . e d g e s ( d a t a = ’ l a b e l ’ ) : 

e d g e _ s t y i e  =  ’ s o l i d ’ i f  l a b e l = = " + "  e l s e  ’ d a s h e d ’

H . a d d _ e d g e ( u , v ,  s t y l e = e d g e _ s t y l e )

8

я p o s  =  n x . s p r i n g _ l a y o u t ( H )

e d g e _ s t y i e s  =  [ H  [ u ]  [ v ]  [ ’ s t y l e  ’ ]  f o r  u ,  v  i n  H . e d g e s Q ]  

e d g e . c o l o r s  =  [ " r "  f o r  u ,  v  i n  H . e d g e s Q ]

n x . d r a w ( H ,  p o s ,  w i t h _ l a b e l s = T r u e , n o d e _ c o i o r = ’ w ’ ,

e d g e _ c o l o r = e d g e _ c o i o r s , s t y i e = e d g e _ s t y l e s , w i d t h = 2 ,  f o n t _ s i z e = 1 6 , 

f o n t _ w e i g h t = ’ b o l d ’ )

13
p i t  . a x i s  (  ’ o f  f  ’ )

17 p i t  . s h o w  ( )

18

• Визначаємо функцію g e t_ p o s it iv e_ edges(G ), яка формує список 
позитивних ребер з наданого знакового графа G.

d e f  g e t _ p o s i t i v e _ e d g e s ( G ) : 

p o s i t i v e _ e d g e s  =  [ ]

f o r  u ,  v ,  l a b e l  i n  G . e d g e s ( d a t a = ’ l a b e l ’ ) : 

i f  l a b e l  = =  ’ +  ’ :

p o s i t i v e _ e d g e s . a p p e n d  (  ( u  , v ) )

o
7 r e t u r n  p o s i t i v e _ e d g e s

8

• Визначаємо функцію c o n tr a c t_ p o s it iv e _ e d g e s (G ),  яка стягує по­
зитивні ребра наданого графа.
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def contract_positive_edges(G): 
positive_edges = get_positive_edges(G)

try :
G = contract.edges(G, positive_edges) 

except (KeyError, ValueError, NetworkXError): 
return

return G

Функція c o n tra c t_ ed g es (G , edges) стягує надані ребра графа, ви­
користовуючи вбудовану функцію contracted_nodes().

def contract_edges(G, edges):
H = G .copy() 
for edge in edges: 
u , v = edge
H = nx . contracted.nodes (H, u, v, self_loops = False) 

return H

Визначаємо функцію g e t _ vertices labeling(G ), яка згідно з алго­
ритмом стягує кожну позитивну компоненту в точку та присвоює їй 
мітку, яка є потужністю цієї компоненти.

def get_vertices_labeiing(G):
t !  t l  t l

This function contracts each positive section to a vertex and 
labels the new vertex with the order of that section

t l  t l  t l

positive_edges = get_positive_edges(G)

iabel_dict = {} 
for node in G.nodes(): 
label_dict[node] = 1  # assign label 1 to every vertex initially

vertices_to_deiete = []

H = G .copy()
for edge in positive_edges: 
u , v = edge
H = nx . contracted.nodes (H, u, v, self_loops = False) 
iabel_dict [u] += 1 # add one to the vertex u if a u-v edge was

contracted
vertices_to_delete.append(v) # after u-v edge contraction, the

vertex v is being removed

# remove vertices that were contracted
label_dict = {key: value for key, value in label_dict.items() if

key not in vertices_to_deiete}
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return label_dict

Визначаємо функцію is_ b ip a r t ite (G ), яка перевіряє наданий граф 
па двочастковість та в разі ствердної відповіді повертає список вершин 
в кожній частці.

def is_bipartite(G):
II II II
This function returns two lists of partition nodes if G is 
bipartite

II II II
color = {} 
for v in G : 
color [v] = None

partition_l = []
partition_2 = []

for v in G : 
if color[v] is None: 
color [v] = ’white’
q = deque([v]) 
partition_l.append(v) 
while q: 
u = q .popleft () 
for neighbor in G[u]: 
if color[neighbor] is None: 
if color [u] == ’white’:
color[neighbor] = ’black’ 
partition_2.append(neighbor) 

else :
color[neighbor] = ’white’ 
partition_l.append(neighbor) 

q .append(ne ighbor)
# if there is an odd cycle, graph is not bipartite 
elif color[neighbor] == color [u] : 
return

return partition_l, partition_2

Визначаємо основну функцію is_ p a r ity _ s ig n e d _ g r a p h (g r a p h ) ,  яка
представляє сам алгоритм та використовує всі функції перелічені ви­
ще. На вхід подається знаковий граф, па вихід отримуємо зображення 
цього графа та значення True або False.

def is_parity_signed_graph(graph):
II II II
This function checks if a given signed graph is a PSG.
1) contracts all "+" edges;
2) checks if graph is bipartite;
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3) finds the two vertex classes and sums up the vertex labels in 
each class .
If the sums differ by more than 1, return False. Otherwise, return 
1 rue .

tl tl tl

G = graph.copy() 
draw_ s igned_graph ( G )

G = contract_positive_edges (G ) 
if not G: return False

partitions = is_bipartite(G)

if partitions: 
partition_l, partition_2 = partitions 
iabel_dict = get_vertices_Iabeling(graph)

total_sum_l = 0 
for key in partition_l: 
total_sum_l += Iabel_dict [key]

total_sum_2 = 0 
for key in partition_2: 
total_sum_2 += label_dict[key]

return abs(totaI_sum_1 - total_sum_2) <= 1

return False
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3.2 Застосування алгоритму на прикладах  
П р иклад  3.1. Перевірити, чи знаковий граф G\ є PSG.
G1 = n x .Graph()
edgesl = [(1, 2, {"label": "+"}),

(2, 3, {"label": ,
(З, 4, {"label": " + "}) ,
(4, 1, {"label": "-"})]

G 1 .add_edges_from(edgesl)

if іs_parity_signed_graph(G1): 
print("Gl is a PSG") 

else: print("Gl is not a PSG")

Отримуємо такий результат: G\ є PSG.

Gl is a PSG

П р иклад  3.2. Перевірити, чи знаковий граф Go є PSG.
G2 = n x .Graph()

[(1, 2, {"label"
(2, 3, {"label"
(3, 4, {"label" "-"}) ,

(4, 1, {"label"
(2, 4, {"label" " + "}) ,

(3, 5, {"label" "+"})]
G2 . add_edges_from(edges2)

if is_parity_signed_graph(G2) : 
print("G2 is a PSG") 

else: print("G2 is not a PSG")

Отримуємо такий результат: Go є PSG.
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П р иклад  3.3. Перевірити, чи знаковий граф G% є PSG.
G3 = n x .Graph()
ed ges3  = [(1:

(2
(З
(1
(З
(4

{"label 
{"label 
{"label 
{"label 
{"label 
{"label

G3 .add_edges_from(edges3)

if іs_parity_signed_graph(G3): 
print("G2 is a PSG") 

else: print("G3 is not a PSG")

Отримуємо такий результат: Gs не є PSG.

G3 is not a PSG
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Висновки
У роботі проведено дослідження основних властивостей парно-знакових 

графів, побудована верхня оцінка на £гпа5 для дерев, а також реалізований 
алгоритм перевірки знакового графа на те, чи є він парно-знаковим. Мета 
роботи досягнута.

У Р озд іл і 1 розглянуто базові означення, які використовуютвся надалі 
в роботі. Зокрема вводитися поняття парно-знакового графа, позитивних 
та негативних ребер та компонент.

У Р о зд іл і 2 наведено властивості парно-знакових графів, а також основ­
ні резулвтати.

У П ідр озд іл і 2.1 розглянуто таку властивіств знакових графів як зба­
лансованість. Також наведена теорема Харарі про характеризацію збалан­
сованих знакових графів.

У П ідр озд іл і 2.2 наводиться опис алгоритму для визначення, чи є 
заданий парно-знаковий граф PSG. Також для наочності представлений 
приклад з ілюстрованим описом кожного кроку алгоритму.

У П ідр озд іл і 2.3 розглянуто число 'пій' графа G. Доведене твердже­
ння про число £гпа5 для знакової зірки ібуп, а також теорема про необхідні 
та достатні умови, щоб a~(G) = 1.

У П ідр озд іл і 2.4 представлений основний результат -  верхня оцінка 
на £гпа5 для дерев. Використовуючи поняття ваги вершини w{u) та центро­
їда дерева { и } 7 визначено, що число £гпа5 дерева не перевищує наступного

— w{u) +  1.виразу:
п

L2

У Р о зд іл і 3 представлена програмна реалізація алгоритму перевірки 
графа на парно-знаковість на мові Python. Також надано приклади засто­
сування отриманої функції.
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