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Анотацiя

Квалiфiкацiйна робота присвячена порiвняльному аналiзу методiв регуля-
ризацiї обернених задач. У роботi розглянуто теоретичнi аспекти некоректно
поставлених задач за Адамаром та необхiднiсть застосування методiв регу-
ляризацiї для їх вирiшення.

Об’єктом дослiдження є лiнiйнi алгебричнi моделi деградацiї зображень
пiд впливом гаусового та рухомого розмиття в умовах адитивного бiлого гау-
сiвського шуму. У роботi програмно реалiзовано та детально дослiджено двi
великi групи методiв: спектральнi алгебричнi пiдходи (усiчений та вибiрко-
вий сингулярнi розклади, метод Ландвебера, спектральний метод Тихонова)
та нелiнiйнi варiацiйнi пiдходи (𝐿1-регуляризацiя на основi iтерацiйного ал-
горитму стиснення та порогування ISTA, а також TV-регуляризацiя з вико-
ристанням квазiньютонiвської оптимiзацiї L-BFGS-B).

Ключовi слова: оберненi задачi, некоректнiсть за Адамаром, регуля-
ризацiя Тихонова, сингулярний розклад, TV-регуляризацiя, алгоритм ISTA,
метрика PSNR, набiр даних MNIST.
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Abstract

The qualification work is devoted to the comparative analysis of regularizati-
on methods for inverse problems. The paper considers the theoretical aspects of
Hadamard ill-posed problems and the necessity of applying regularization methods
for their solution.

The object of the study is linear algebraic models of image degradation under
the influence of optical (Gaussian) and dynamic (motion) blur in the presence of
additive white Gaussian noise. Two major groups of methods have been programmati-
cally implemented and thoroughly investigated: spectral algebraic approaches
(truncated and selective singular value decompositions, Landweber iteration, spectral
Tikhonov method) and non-linear variational approaches (𝐿1-regularization based
on the Iterative Shrinkage-Thresholding Algorithm (ISTA), and Total Variation
(TV) regularization using L-BFGS-B quasi-Newton optimization).

Keywords: inverse problems, International ill-posedness, Tikhonov regulari-
zation, singular value decomposition, Total Variation regularization, ISTA algori-
thm, PSNR metric, MNIST dataset.
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Вступ

Актуальнiсть

Оберненi задачi мають широке застосування в багатьох сферах життя,
починаючи вiд медичної дiагностики (томографiї), i закiнчуючи геофiзичною
розвiдкою та астрофiзикою.

Математична модель оберненої задачi часто зводиться до розв’язку лi-
нiйних операторних рiвнянь першого роду, якi мають вигляд 𝐾𝑥 = 𝑦, де за
вихiдними даними 𝑦 потрiбно вiдновити вхiднi данi 𝑥. Такi рiвняння характе-
ризуються некоректнiстю за Адамаром. Особливо важливо, що їх розв’язок
є нестiйким до малих похибок у вхiдних даних.

У роботi увагу зосереджено на задачi вiдновлення пошкоджених цифро-
вих зображень (image restoration). В умовах вiйни ця тема набуває неабияко-
го значення. Сучаснi засоби аеророзвiдки часто працюють у несприятливих
умовах, що призводить до низької якостi отриманих матерiалiв через зашум-
лення чи розмиття. Застосування ефективних методiв регуляризацiї може до-
помогти суттєво покращити якiсть зображень для бiльш точної iдентифiкацiї
об’єктiв, зображених на них.

Мета та завдання дослiдження

Метою квалiфiкацiйної роботи є проведення порiвняльного аналiзу ефе-
ктивностi, точностi та швидкостi методiв регуляризацiї при розв’язаннi задачi
вiдновлення цифрових зображень пiд впливом рiзних типiв деградацiї.

Об’єктом дослiдження є процес розв’язання некоректних задач матема-
тичної фiзики та обробки сигналiв.

Предметом дослiдження є варiацiйнi, iтерацiйнi та спектральнi методи ре-
гуляризацiї, зокрема: 𝐿1-регуляризацiя, метод Тихонова (𝐿2), TV-регуляризацiя
(Total Variation), iтерацiя Ландвебера, а також спектральнi пiдходи — усiче-
ний сингулярний розклад (TSVD), вибiрковий сингулярний розклад (SSVD)
та спектральний метод Тихонова.

Для досягнення поставленої мети необхiдно виконати наступнi завдання:
1. Проаналiзувати основнi теоретичнi вiдомостi про некоректнi оберненi за-
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дачi та математичнi засади методiв регуляризацiї.
2. Описати алгоритмiчну реалiзацiю варiацiйних, iтерацiйних та спектраль-

них методiв вiдновлення зображень.
3. Програмно реалiзувати кожен iз запропонованих методiв та дослiдити

вплив їхнiх внутрiшнiх параметрiв (параметрiв регуляризацiї, кроку, кiль-
костi iтерацiй чи сингулярних чисел) на якiсть вiдновлення.

4. Провести обчислювальнi експерименти на тестових зображеннях iз рiзни-
ми типами спотворень (гаусiв шум, втрата пiкселiв, рухоме розмиття).

5. Виконати порiвняльний аналiз методiв за обчислювальною складнiстю та
за точнiстю вiдновлення на основi метрики PSNR.
Практичне значення одержаних результатiв полягає у розробцi та по-

рiвняннi алгоритмiв, що можуть бути використанi для покращення якостi
зображень, пошкоджених за умов реальних перешкод. Це має безпосереднє
застосування в аеророзвiдцi для якiсного аналiзу вiзуальних даних (виявлен-
ня об’єктiв, технiки чи позицiй противника), а також у медичнiй вiзуалiзацiї
(наприклад, томографiї), де точнiсть i чiткiсть контурiв є критично важли-
вими.

Структура роботи. Робота складається зi вступу, трьох роздiлiв, виснов-
кiв та списку використаних джерел.

У першому роздiлi розглянуто основнi означення, пов’язанi з оберненими
задачами та теорiєю регуляризацiї. Також наведено детальний теоретичний
опис кожного iз запропонованих методiв.

Другий роздiл присвячено алгоритмiчнiй реалiзацiї методiв регуляризацiї
(𝐿1, 𝐿2, TV, iтерацiї Ландвебера та спектральних фiльтрiв) й опису методо-
логiї та умов проведення обчислювальних експериментiв.

У третьому роздiлi наведено результати експериментiв, аналiз графiкiв
залежностей метрики PSNR вiд параметрiв та порiвняльний аналiз ефектив-
ностi розглянутих методiв для рiзних типiв спотворення зображень.

7



1 Основнi означення та попереднi результати

1.1 Поняття оберненої задачi та її математична поста-

новка

У класичному розумiннi задачi, в яких за вiдомими початковими даними
(причинами) необхiдно знайти наслiдок, називають прямими задачами.

Означення 1 Оберненою задачею називають таку задачу, де за вiдоми-
ми наслiдками (вихiдними даними) потрiбно вiдтворити невiдомi причини
(вхiднi данi), що їх викликали.

Розв’язки обернених задач часто зводяться до розв’язання операторних рiв-
нянь першого роду

𝐾𝑥 = 𝑦, (1)

де 𝐾 : 𝑋 → 𝑌 — лiнiйний оператор, що дiє в гiльбертових просторах. Нехай
замiсть точного 𝑦 вiдомi лише наближення 𝑦𝛿, такi що ‖𝑦 − 𝑦𝛿‖ ≤ 𝛿.
Методи регуляризацiї покликанi виправити те, що оберненi задачi — некоре-
ктно сформульованi. Для того аби зрозумiти, що означає термiн “некоректно
поставлена задача” необхiдно розглянути поняття коректно поставленої за-
дачi.

Означення 2 Задача називається коректно поставленою за Ж. Адама-
ром тодi i тiльки тодi, коли виконуються умови

• Iснує розв’язок 𝑥 ∈ 𝑋 задачi для будь-якого 𝑦 ∈ 𝑌

• Розв’язок єдиний

• Розв’язок неперервно залежить вiд вхiдних даних

Отже, задачу називають некоректно поставленою, якщо не виконує-
ться хоча б одна з умов.

Для операторiв у випадку iснування оберненого оператора 𝐾−1 вiн є необме-
женим, тобто порушується умова стiйкостi. Тому пряме розв’язання
𝑥 = 𝐾−1𝑦𝛿 є неможливим, оскiльки помилка може бути занадто великою.
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1.2 Варiацiйний метод

Найпоширенiший пiдхiд до регуляризацiї полягає у замiнi рiвняння (1)
задачею мiнiмiзацiї функцiонала

𝑥𝛼 = argmin
𝑥∈𝑋

{︀
‖𝐾𝑥− 𝑦𝛿‖2 + 𝛼Ω(𝑥)

}︀
, (2)

де перший доданок — це залишок, 𝛼 > 0 — параметр регуляризацiї, Ω(𝑥) —
стабiлiзатор.

𝐿2-регуляризацiя

Найбiльш поширеним випадком є 𝐿2-регуляризацiя (або регуляризацiя
Тихонова, або Ridge regression), де Ω(𝑥) = ‖𝑥‖2.

Теорема 1 Для будь-якого 𝛼 > 0 iснує єдиний розв’язок варiацiйної задачi
з 𝐿2-стабiлiзатором, який задовольняє рiвняння Ейлера-Лагранжа

(𝐾*𝐾 + 𝛼𝐼)𝑥𝛼 = 𝐾*𝑦𝛿, (3)

де 𝐾* — спряжений оператор, а 𝐼 — тотожний оператор.

Цей метод дозволяє отримати гладкий розв’язок, проте як зазначається в [1],
квадратичний штраф призводить до згладжування рiзких переходiв (edges),
що є недолiком для вiдновлення чiтких зображень.

𝐿1-регуляризацiя

Альтернативою використання 𝐿2-регуляризацiї є використання 𝐿1, де Ω(𝑥) =
‖𝑥‖1 =

∑︀
|𝑥𝑖|. Цей пiдхiд є основою методу стиснених вимiрювань (Compressed

Sensing).

Теорема 2 Оскiльки функцiя модуля |𝑥| є недиференцiйованою в нулi, мi-
нiмiзацiя функцiонала (2) з 𝐿1-регуляризатором призводить до розв’язкiв,
якi мають багато нульових коефiцiєнтiв, тобто є розрiдженими [2, ст.
113].
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TV-регуляризацiя

Окремим випадком є TV-регуляризацiя (англ. Total Variation, укр. пов-
на варiацiя), де мiнiмiзується 𝐿1-норма градiєнта зображення. Це дозволяє
вiдновлювати розривнi функцiї, зберiгаючи чiткi межi об’єктiв, на вiдмiну
вiд Ridge (𝐿2-регуляризацiї).

Означення 3 Функцiонал повної варiацiї (TV) для функцiї 𝑥(𝜉) визначає-
ться як 𝐿1-норма її градiєнта

Ω𝑇𝑉 (𝑥) =

∫︁
Ω

𝑑 |𝐷𝑥| , (4)

де 𝐷𝑥 — градiєнтна мiра функцiї 𝑥(𝜉).

1.3 Iтерацiя Ландвебера

Окрiм варiацiйного методу регуляризацiї розглядають також iтерацiйнi
методи, серед яких метод Ланвебера. Метод полягає у побудовi послiдовностi
наближень

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝜔𝐾*(𝑦 −𝐾𝑥𝑘), (5)

де 𝜔 — довжина кроку iтерацiйного процесу, що гарантує його збiжнiсть.
Для обґрунтування збiжностi iтерацiйного процесу за умови точних вхiдних
даних параметр 𝜔 має задовольняти нерiвнiсть

0 < 𝜔 <
2

‖𝐾‖22
, (6)

де ‖𝐾‖2 — спектральна норма лiнiйного оператора 𝐾, що вiдповiдає його
найбiльшому сингулярному числу. Вiдповiдно до [5], кожна наступна iтера-
цiя цього алгоритму поступово включає в розв’язок компоненти, що вiдпо-
вiдають усе меншим сингулярним числам 𝜎𝑖. Оскiльки найменшi сингулярнi
числа асоцiюються з високочастотним шумом, продовження iтерацiй немину-
че призводить до пiдсилення похибок вимiрювання (явище напiвзбiжностi).
Отже, своєчасне переривання циклу, вiдоме в теорiї машинного навчання як
рання зупинка (early stopping), вiдiграє роль параметра регуляризацiї.
Це дозволяє ефективно вiдфiльтрувати шум без необхiдностi явного обчисле-
ння обернених або псевдообернених матриць.
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1.4 Методи спектральної фiльтрацiї

Метод усiченого сингулярного розкладу

Одним iз методiв спектральної фiльтрацiї є метод усiченого сингуляр-
ного розкладу (англ. Truncated Singular Value Decomposition, TSVD). У за-
гальному випадку для розв’язання задачi за допомогою SVD враховуються
всi сингулярнi числа 𝜎𝑖

𝑥 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑢T𝑖 𝑦

𝜎𝑖
𝑣𝑖, (7)

де 𝑢𝑖 — лiвий сингулярний вектор, 𝑣𝑖 — правий сингулярний вектор, 𝜎1 ≥
𝜎2 ≥ . . . ≥ 𝜎𝑛 ≥ 0 — сингулярнi числа. При сингулярному розкладi виникає
проблема з тим, що останнi сингулярнi числа 𝜎𝑖 близькi до нуля. Дiлення на
них стрiмко пiдсилює шум, що може призвести до ще бiльшого спотворення
вiдновленого сигналу. Вирiшенням цiєї проблеми слугує метод усiченого син-
гулярного розкладу, оскiльки суть методу полягає в тому, що ми розглядаємо
компоненти розкладу лише до 𝑘-го iндексу

𝑥𝑘 =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑢T𝑖 𝑦

𝜎𝑖
𝑣𝑖. (8)

Метод вибiркового сингулярного розкладу

Метод усiченого сингулярного розкладу має свої проблеми, адже зважає
лише на номер сингулярного числа 𝜎𝑖, що може призвести до втрати корисної
iнформацiї. Iснує iнший, бiльш адаптивний пiдхiд вiдсiювання шуму, а саме
метод вибiркового сингулярного розкладу (англ. Selective Singular Value
Decomposition, SSVD). Цей метод враховує не iндекс 𝑖, а безпосередньо ве-
личину проекцiї даних на базисний вектор, тобто значення чисельника |𝑢T𝑖 𝑦|.
Метод полягає у встановленнi порогу рiвня шуму 𝜏 , тобто до розв’язку вклю-
чаються лише тi компоненти, амплiтуда яких перевищує 𝜏 (|𝑢T𝑖 𝑦| ≥ 𝜏 ). Отже,
розв’язок оберненої задачi матиме вигляд

𝑥𝜏 =
∑︁

|𝑢T
𝑖 𝑦|≥𝜏

𝑢T𝑖 𝑦

𝜎𝑖
𝑣𝑖. (9)
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Метод Тихонова в контекстi спектральної фiльтрацiї

У роботi вже згадувався метод Тихонова в контекстi варiацiйного мето-
ду (див. пiдроздiл 1.2). Згiдно з попереднiм визначенням, метод Тихонова
полягав у розв’язаннi варiацiйної задачi з 𝐿2-стабiлiзатором. Використання
сингулярного розкладу дозволяє розглянути цей метод як процес спектраль-
ної фiльтрацiї.

На вiдмiну вiд TSVD та SSVD, якi рiзко вiдсiкають спектральнi компонен-
ти, метод Тихонова м’яко згладжує шум. У термiнах сингулярного розкладу
регуляризований розв’язок записується за допомогою фiльтр-факторiв 𝜑𝑖:

𝑥𝛼 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜑𝑖
𝑢T𝑖 𝑦

𝜎𝑖
𝑣𝑖, де 𝜑𝑖 =

𝜎2
𝑖

𝜎2
𝑖 + 𝛼

, (10)

де 𝛼 — параметр регуляризацiї.
Згiдно з формулою, фiльтр-фактор 𝜑𝑖 ≈ 1, коли сингулярнi числа великi

(𝜎2
𝑖 ≫ 𝛼), за рахунок чого важливi елементи зображення залишаються з мiнi-

мальними змiнами. У той час як для малих сингулярних чисел 𝜑𝑖 прямує до
нуля (𝜑𝑖 ≈ 0), тобто високочастотний шум плавно згладжується алгоритмом.
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2 Застосування методiв регуляризацiї для

вiдновлення зображень

У цьому роздiлi описано практичну реалiзацiю дослiджених методiв регу-
ляризацiї. Також, розглядається процес пiдготовки даних, створення спотво-
рених зображень, або iншими словами, моделювання деградацiї зображень
(пряма задача).

Усi методи реалiзовано мовою програмування Python 3 з використанням
бiблiотек NumPy [7], SciPy [8] та scikit-learn [9]. Обчислювальнi експери-
менти проводились у середовищi Jupyter Notebook.

2.1 Опис набору даних та критерiї оцiнювання якостi

Для побудови експериментiв та порiвняння методiв було обрано набiр да-
них MNIST [10] (англ. Modified National Institute of Standards and Technology)
— базу зображень iз рукописними цифрами. Розмiр зображень 28× 28, тобто
загальна кiлькiсть пiкселiв — 784. Загальна кiлькiсть зображень, представ-
лених у наборi даних, становить 70 000. Початкова iнтенсивнiсть кожного
пiкселя задається цiлими числами вiд 0 до 255, а пiсля проведення норма-
лiзацiї (дiлення на 255) набуває дiйсних значень вiд 0 до 1. MNIST — один
з базових наборiв даних для машинного навчання та задач комп’ютерного
зору, на прикладi якого доцiльно продемонструвати роботу обраних методiв.

Рис. 1: Приклади зображень з набору MNIST

Основним показником для оцiнки вiдновлення зображень у цiй роботi є
пiкове спiввiдношення сигналу до шуму (англ. PSNR, Peak Signal-to-Noise
Ratio) [14]. Ця метрика базується на середньоквадратичнiй помилцi (англ.
MSE, Mean Squared Error) i обчислюється за формулою

𝑃𝑆𝑁𝑅 = 20 lg
𝑀𝐴𝑋𝐼√
𝑀𝑆𝐸

= 20 lg
1√

𝑀𝑆𝐸
, 𝑀𝑆𝐸 =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥̂𝑖)
2, (11)
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де 𝑀𝐴𝑋𝐼 — максимальне значення пiкселя (пiсля нормалiзацiї 𝑀𝐴𝑋𝐼 = 1,
𝑛 — кiлькiсть пiкселiв, 𝑥𝑖 та 𝑥̂𝑖 — значення оригiнального та вiдновленого
пiкселiв вiдповiдно.

Також для порiвняння виконується вiзуальний аналiз схожостi вiдновле-
ного зображення з оригiналом.

2.2 Моделювання прямої задачi та генерацiя шуму

Пряма задача моделюється за допомогою лiнiйного операторного рiвняння

𝑦 = 𝐾𝑥+ 𝜀, (12)

де 𝐾 — матриця спотворення, 𝑥 — вектор довжиною 784, який представляє
оригiнальне зображення, 𝜀 — адитивний шум, 𝑦 — вектор, що представляє
спотворенi данi.

Для перевiрки методiв регуляризацiї у цiй роботi використовуються три
види спотворень зображень: гаусiвське розмиття, рухоме розмиття та випад-
ково втраченi пiкселi.

Моделювання гаусового розмиття та адитивного шуму

Гаусове розмиття є класичним типом оптичного спотворення, що моделює
ефекти розфокусування оптичних систем. Для вiдтворення таких умов у чи-
сельних експериментах конструюється матриця деградацiї 𝐾 та додається
адитивний бiлий гаусiвський шум.

Спочатку для одновимiрного випадку будується матриця розмиття 𝐺𝑥

розмiрностi 𝑁 × 𝑁 . Оскiльки обчислювальнi експерименти проводяться на
наборi даних MNIST, розмiрнiсть цiєї матрицi становить 28 × 28. Елементи
матрицi визначаються на основi вiдстанi мiж пiкселями та параметра стан-
дартного вiдхилення 𝜎

𝐺𝑥(𝑖, 𝑗) = 𝑒−
(𝑖−𝑗)2

2𝜎2 .

Для збереження загальної яскравостi зображення здiйснюється нормалiзацiя
матрицi 𝐺𝑥 шляхом дiлення кожного її рядка на суму своїх елементiв.

У рамках побудованої математичної моделi кожне зображення розгляда-
ється як одновимiрний вектор довжини 𝑁 2 = 784. Вiдповiдно до теорiї сепа-
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Рис. 2: Приклад Гаусiвського розмиття при 𝜎 = 2.

рабельної фiльтрацiї зображень [11], повний оператор двовимiрного розмиття
𝐾 розмiрностi 𝑁 2×𝑁 2 формується як кронекерiв (тензорний) добуток одно-
вимiрної матрицi розмиття самої на себе:

𝐾 = 𝐺𝑥 ⊗𝐺𝑥.

Вектор спотвореного зображення 𝑦𝛿, який надалi подається на вхiд алго-
ритмам вiдновлення, моделюється як результат дiї оператора деградацiї на
оригiнальний вектор 𝑥 iз додаванням вектора випадкового високочастотного
шуму 𝑛

𝑦𝛿 = 𝐾𝑥+ 𝑛, 𝑛 ∼ 𝒩 (0, 𝜎2
noise𝐼),

де 𝜎noise — заданий рiвень дисперсiї шуму (вiзуальний ефект вiд застосування
описаного спотворення продемонстровано на рис. 2).

Генерацiя рухомого розмиття

Другим типом спотворення, розглянутим у роботi, є рухоме розмиття, що
виникає через лiнiйний зсув об’єкта або камери пiд час фiксацiї зображення.
Математичне моделювання цього ефекту у частотнiй областi базується на
пiдходi, описаному в лiтературi [16].

Для кожної дискретної частотної координати (𝑢, 𝑣) обчислюється коефi-
цiєнт спотворення спектра за формулою:

𝐻(𝑢, 𝑣) =
𝑇

𝑐
sin(𝑐)𝑒−𝑖𝑐, 𝑐 = 𝜋(𝑢𝑎+ 𝑣𝑏),

де 𝑎 та 𝑏 — параметри зсуву вздовж горизонтальної та вертикальної осей
вiдповiдно, а 𝑇 — час експозицiї (прийнято 𝑇 = 1). Для запобiгання чисельної
невизначеностi у точках, де 𝑐 = 0, значення 𝐻(𝑢, 𝑣) фiксується рiвним 1.
Безпосереднє замилювання двовимiрного зображення здiйснюється шляхом
його переведення у частотну область за допомогою двовимiрного швидкого
перетворення Фур’є (англ. FFT, Fast Fourier Transform), покомпонентного
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множення на матрицю фiльтра 𝐻 та повернення у просторову область через
обернене перетворення.

Оскiльки розглянутi в роботi алгоритми вiдновлення вимагають явного
матричного вигляду оператора деградацiї, було реалiзовано алгоритм побу-
дови просторової матрицi 𝐾 розмiрностi 𝑁 2×𝑁 2, тобто 784×784. З огляду на
лiнiйнiсть оператора розмиття, повна матриця 𝐾 формується постовпчиково:
у просторi розмiрностi 𝑁 2 послiдовно генеруються одиничнi базиснi вектори,
що мiстять одиницю в 𝑖-й позицiї та нулi в усiх iнших, якi трансформуються у
двовимiрну матрицю, пiддаються частотному розмиттю, а отриманi вiдгуки
векторизуються i записуються як 𝑖-й стовпець матрицi 𝐾.

Результат застосування рухомого розмиття наведено на рис. 3.

Рис. 3: Приклад рухомого розмиття з параметрами 𝑎 = 0,2, 𝑏 = 0,1 i 𝑇 = 1.

Генерацiя випадково втрачених пiкселiв

Цей вид спотворення iмiтує ситуацiю, коли в матрицi сенсора є битi пiкселi
або коли частина даних втрачається пiд час передачi.

Математично випадково втраченi пiкселi генеруються за допомогою дiа-
гональної матрицi 𝐾. Якщо 𝑖-тий пiксель залишається без змiн, то 𝐾𝑖𝑖 = 1, а
якщо пiксель втрачено, то 𝐾𝑖𝑖 = 0. Програмна реалiзацiя втрачених пiкселiв
вiдбувається за допомогою np.random.choice , що генерує масив iндексiв, де
значення пiкселiв зануляються.

У цьому прикладi моделюється втрата 50% пiкселiв (рис. 4), що вiдповiдає
сильному пошкодженню зображення.

Рис. 4: Приклад загублених 50% пiкселiв на зображеннi
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2.3 Пряме вiдновлення зображень та ефект пiдсилення

шуму

Найбiльш очевидним пiдходом до вiдновлення деградованого зображен-
ня є пряме обернення оператора спотворення. Оскiльки дискретна модель
формування пошкодженого зображення задається лiнiйною системою 𝑦𝛿 =

𝐾𝑥+𝑛, то за умови iснування оберненої матрицi 𝐾−1 формальний розв’язок
можна представити у виглядi:

𝑥naive = 𝐾−1𝑦𝛿 = 𝐾−1(𝐾𝑥+ 𝑛) = 𝑥+𝐾−1𝑛.

З отриманого виразу випливає, що результатом прямого обернення є сума
iстинного зображення 𝑥 та трансформованого вектора шуму 𝐾−1𝑛.

Математична специфiка операторiв розмиття полягає в тому, що матриця
деградацiї 𝐾 чутлива до найменшого шуму. Її сингулярнi числа зi збiльше-
нням iндексу прямують до нуля. Оскiльки дiя оберненого оператора 𝐾−1

передбачає дiлення на цi сингулярнi числа, малий адитивний шум 𝑛 дiлиться
на значення, близькi до нуля. Це призводить до неконтрольованого експонен-
цiйного пiдсилення шуму, який повнiстю придушує корисний сигнал.

Порiвняння результату наївного вiдновлення з оригiнальним та розмитим
зображеннями наведено на рис. 5. Як можна бачити з iлюстрацiї, через опи-
саний ефект пiдсилення шуму розв’язок 𝑥naive повнiстю втрачає будь-який
фiзичний змiст i вiзуально перетворюється на "шахову дошку". Це пiдтвер-
джує чисельну нестабiльнiсть прямого обернення та вказує на некоректнiсть
задачi за Адамаром, що й зумовлює потребу в застосуваннi методiв регуля-
ризацiї.

Рис. 5: Приклад наївного вiдновлення в порiвняннi з оригiналом та зображе-
нням створеним за допомогою гаусового розмиття
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2.4 Реалiзацiя варiацiйних методiв

У цiй частинi роботи розглянуто програмну реалiзацiю варiацiйних мето-
дiв для розв’язання оберненої задачi вiдновлення зображень. Реалiзацiя варi-
ацiйних алгоритмiв передбачає застосування чисельних методiв оптимiзацiї
для мiнiмiзацiї функцiоналiв виду (2).

Ключовим етапом практичного застосування кожного з методiв є знахо-
дження значення параметра регуляризацiї 𝛼, який вiдповiдає зображенням
з найвищим середнiм рiвнем PSNR. У данiй роботi цей вибiр здiйснювався
емпiричним шляхом на валiдацiйнiй вибiрцi. Такий пiдхiд дозволив для ко-
жного виду спотворення знайти стiйке наближення розв’язку, що забезпечує
баланс мiж усуненням спотворення та збереженням структурної цiлiсностi
зображення.

Реалiзацiя 𝐿2-регуляризацiї

Програмна реалiзацiя методу Тихонова у варiацiйному контекстi базує-
ться на знаходженнi розв’язку системи нормальних рiвнянь Ейлера-Лагранжа
(3), що була детально розглянута у пiдроздiлi 1.2.

З обчислювальної точки зору, матриця системи 𝐴 = 𝐾T𝐾+𝛼𝐼 є симетри-
чною та додатно визначеною. Використання параметра регуляризацiї 𝛼 > 0

гарантує, що найменше власне значення матрицi 𝐴 буде не меншим за 𝛼. Це
забезпечує стiйкiсть обернення навiть для сильно розмитих зображень, де
сингулярнi числа вихiдної матрицi деградацiї 𝐾 стрiмко прямують до нуля.

Оскiльки вихiднi зображення розмiром 28× 28 пiкселiв векторизуються у
стовпцi довжиною 𝑛 = 784, матриця системи 𝐴 набуває розмiрностi 784×784.
З огляду на таку розмiрнiсть задачi, знаходження розв’язку здiйснюється
за допомогою прямих методiв розв’язання систем лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь. У програмнiй реалiзацiї для цього використано функцiю solve з пiд-
пакета лiнiйної алгебри бiблiотеки NumPy [7].

Реалiзацiя 𝐿1-регуляризацiї

Наступним методом є 𝐿1-регуляризацiя, яка забезпечує отримання розрi-
джених розв’язкiв вiдповiдно до теореми 2.
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Основна логiка методу полягає в мiнiмiзацiї функцiонала (2) з оператором
стабiлiзацiї Ω(𝑥) = ‖𝑥‖1. Оскiльки 𝐿1-норма є недиференцiйовною в точцi
нуля, безпосереднє розв’язання систем лiнiйних рiвнянь, як у попередньому
методi, або ж використання класичного градiєнтного спуску є неможливим.

Програмна реалiзацiя базується на iтерацiйному алгоритмi стиснення та
порогування (англ. ISTA, Iterative Shrinkage-Thresholding Algorithm) [12]. Ал-
горитм реалiзується за допомогою функцiї м’якого порогування (англ. Soft
Thresholding):

ST𝜆(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥− 𝜆, якщо 𝑥 > 𝜆,

𝑥+ 𝜆, якщо 𝑥 < −𝜆,

0, якщо |𝑥| ≤ 𝜆,

(13)

де 𝜆 — порiг вiдсiкання, який в алгоритмi ISTA визначається як добуток
кроку градiєнтного спуску 𝜏 на параметр регуляризацiї 𝛼, тобто 𝜆 = 𝜏 · 𝛼.

Для виконання алгоритму обчислюється крок градiєнтного спуску 𝜏 , що
вiдповiдає формулi:

𝜏 =
0,99

‖𝐾‖22
,

де 𝐾 — матриця деградацiї. Число 0,99 у чисельнику обрано через специфi-
ку процесу машинного округлення в Python. Теоретичною верхньою межею
кроку є 1

‖𝐾‖22
, проте якщо через мiкропохибки значення ‖𝐾‖22 буде занижене

(наприклад, округлене до 0,999999), то при чисельнику 1 значення кроку 𝜏

виявиться вищим за допустиме. Отже, використання множника 0,99 гарантує
стабiльнiсть алгоритму.

На кожному кроцi алгоритму обчислюється вектор градiєнта гладкої ча-
стини функцiонала 𝑔, пiсля чого поточне наближення 𝑥 оновлюється за до-
помогою функцiї м’якого порогування (13):

𝑔 = 𝐾T(𝐾𝑥− 𝑦), 𝑥 = ST𝜆(𝑥− 𝜏𝑔).

Цей iтерацiйний процес обчислення градiєнта та застосування порогування
повторюється задану кiлькiсть разiв, яка визначається параметром max_iter.
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Реалiзацiя TV-регуляризацiї

Останнiм методом серед варiацiйних є TV-регуляризацiя. Реалiзацiя цього
методу полягає в мiнiмiзацiї цiльового функцiоналу, де в ролi стабiлiзатора
виступає повна варiацiя зображення (4). Це дозволяє видаляти шум та збе-
рiгати чiткi контури об’єктiв.

Оскiльки TV-норма обчислюється через модулi градiєнтiв, вона є неди-
ференцiйовною в точках з нульовим градiєнтом. Для можливостi застосува-
ння градiєнтних методiв оптимiзацiї введено малий параметр згладжування
𝜖 = 10−6

TV𝜖(𝑥) =
∑︁
𝑖,𝑗

√︁
(∇𝑥𝑥)2 + (∇𝑦𝑥)2 + 𝜖,

де ∇𝑥 та ∇𝑦 — оператори скiнченних рiзниць уздовж горизонтальної та вер-
тикальної осей вiдповiдно.

Реалiзацiя цього методу базується на використаннi квазiньютонiвського
алгоритму оптимiзацiї Бройдена-Флетчера-Гольдфарба-Шанно L-BFGS-B (англ.
Limited-memory BFGS with Box constraints) [13] з бiблiотеки оптимiзацiї SciPy [8].
Вибiр цього алгоритму зумовлений тим, що вiн ефективно працює для за-
дач великої розмiрностi та має можливiсть врахування фiзичних обмежень.
Оскiльки пiкселi початкових зображень було нормалiзовано значеннями вiд
0 до 1, використання даного методу дозволило накласти вiдповiднi обмежен-
ня (bounds=[(0, 1)]), що запобiгло появi недопустимих значень яскравостi
поза межами промiжку [0; 1].

Пiдбiр оптимального значення параметра регуляризацiї 𝛼 здiйснювався
аналогiчно до попереднiх методiв: шляхом максимiзацiї значення PSNR на
валiдацiйнiй вибiрцi з використанням логарифмiчної сiтки значень.

2.5 Реалiзацiя iтерацiї Ландвебера

На вiдмiну вiд варiацiйних пiдходiв, метод Ландвебера належить до класу
iтерацiйних методiв регуляризацiї. Як було зазначено у пiдроздiлi 1.3, роль
стабiлiзатора тут вiдiграє безпосередньо кiлькiсть iтерацiй (явище ранньої
зупинки), а послiдовнiсть наближень будується згiдно з рекурентною форму-
лою (5).
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Програмна реалiзацiя цього алгоритму є обчислювально прямолiнiйною
i не вимагає обернення матриць або застосування стороннiх оптимiзацiйних
бiблiотек. Обчислювальний процес стартує з нульового початкового наближе-
ння 𝑥0 = 0. На кожному кроцi поточне наближення коригується на вектор,
обчислений за формулою (5). Для оптимiзацiї обчислювальної ефективностi
транспонована матриця 𝐾T розраховується лише один раз до початку iтера-
цiйного циклу.

Ключовими гiперпараметрами алгоритму є довжина кроку 𝜔 та кiлькiсть
iтерацiй (max_iter). Для забезпечення збiжностi методу величина 𝜔 має фi-
ксуватися з урахуванням спектральної норми матрицi деградацiї вiдповiдно
до умов (6). Кiлькiсть iтерацiй виступає в ролi параметра регуляризацiї, тоб-
то значення 𝑘 пiдбирається на етапi валiдацiї таким чином, щоб алгоритм
зупинився до моменту, коли явище напiвзбiжностi (англ. semi-convergence)
почне пiдсилювати високочастотний шум [5].

2.6 Реалiзацiя методiв спектральної фiльтрацiї

Реалiзацiя цього класу методiв базується на спектральному аналiзi ма-
трицi деградацiї 𝐾 та вибiрковому обмеженнi сингулярних чисел у її роз-
кладi [5]. Для отримання сингулярних векторiв та чисел у роботi використа-
но функцiю svd з пiдпакета лiнiйної алгебри бiблiотеки NumPy [7]. З метою
оптимiзацiї використання оперативної пам’ятi та обчислювальних ресурсiв
розклад виконувався у редукованому (економному) форматi з параметром
full_matrices=False, що є критично важливим для роботи з матрицями
великої розмiрностi.

Реалiзацiя методу усiченого сингулярного розкладу

Вiдповiдно до математичної моделi, описаної у пiдроздiлi 1.4, метод TSVD
полягає в усiченнi усiх компонентiв розкладу, iндекс яких перевищує порiг 𝑘

(згiдно з формулою (8)).
У програмнiй реалiзацiї параметр зрiзу 𝑘 вiдiграє роль гiперпараметра

регуляризацiї. Його оптимальне значення визначалося емпiричним шляхом
на етапi валiдацiї. Для цього було розроблено процедуру сiткового пошуку,
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яка iтеративно обчислювала вiдновленi зображення для усього допустимого
спектра значень 𝑘 та оцiнювала їхню якiсть на валiдацiйнiй вибiрцi. Значе-
ння 𝑘, що забезпечило глобальний максимум метрики PSNR, фiксувалося
як оптимальне для вiдповiдної моделi спотворення i використовувалося для
подальшого вiдновлення тестового набору даних.

Реалiзацiя вибiркового сингулярного розкладу

Обчислювальна схема методу SSVD тiсно пов’язана з попереднiм пiдхо-
дом, оскiльки базою для неї слугують тi самi компоненти сингулярного роз-
кладу матрицi 𝐾. Однак замiсть вiдсiкання компонентiв за порядковим номе-
ром алгоритм реалiзує адаптивну спектральну фiльтрацiю згiдно з формулою
(9).

У програмному кодi ця математична умова реалiзується шляхом обчисле-
ння проєкцiй вектора спотвореного зображення на лiвi сингулярнi вектори
(обчислення амплiтуд вигляду |𝑢T𝑖 𝑦𝛿|). Компоненти розкладу, для яких ця
величина виявляється меншою за встановлений порiг 𝜏 , занулюються за до-
помогою застосування логiчної маски до вектора сингулярних значень.

Як i у випадку TSVD, порiг вiдсiкання 𝜏 виступає гiперпараметром ре-
гуляризацiї. Оскiльки дiапазон значень амплiтуд сильно залежить вiд дис-
персiї накладеного шуму, пошук оптимального значення здiйснювався на ло-
гарифмiчнiй сiтцi параметрiв iз використанням тiєї ж валiдацiйної процеду-
ри (максимiзацiї метрики PSNR). Головна програмна перевага цього пiдходу
полягає в тому, що вiн дозволяє вибiрково зберегти кориснi високочастотнi
деталi, якi зазвичай вiдповiдають малим сингулярним числам i вiдкидаються
алгоритмом TSVD, якщо їхня амплiтуда достатньо велика.

Реалiзацiя спектрального методу Тихонова

Останнiм розглянутим пiдходом є спектральний метод Тихонова. Для йо-
го реалiзацiї, як i для двох попереднiх методiв, використовуються матрицi
сингулярного розкладу. Принцип роботи є схожим, однак замiсть жорстко-
го вiдсiкання спектральнi компоненти згладжуються за допомогою фiльтр-
факторiв 𝜑𝑖 вiдповiдно до формули (10).
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Гiперпараметром у цьому методi виступає 𝛼, так само як i у варiацiйному
аналогу цього пiдходу — 𝐿2-регуляризацiї. Пiдбiр оптимального параметра
𝛼 здiйснюється емпiричним шляхом: на етапi валiдацiї шукається таке зна-
чення, при якому метрика PSNR досягає максимуму. Пошук здiйснювався
за допомогою логарифмiчної сiтки; сам процес є аналогiчним до варiацiйного
методу Тихонова, але з використанням попередньо обчисленого сингулярного
розкладу.
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3 Порiвняльний аналiз результатiв вiдновлен-

ня обернених задач

У цьому роздiлi представлено приклади вiдновлення зображень з рiзними
видами спотворень за допомогою методiв регуляризацiї. Проведено порiвня-
ння методiв у рiзних умовах.

3.1 Вiдновлення за допомогою варiацiйного методу

Результати застосування 𝐿2-регуляризацiї

Першим етапом тестування стало вiдновлення зображення, спотвореного
гаусовим розмиттям, за допомогою 𝐿2-регуляризацiї. Для ефективного тесту-
вання була застосована функцiя пiдбору оптимального параметра 𝛼 емпiри-
чним методом шляхом порiвняння метрики PSNR на рiзних рiвнях параме-
тра.

Рис. 6: Графiк залежностi значення PSNR вiд параметра 𝛼 для 𝐿2-
регуляризацiї

Як можна помiтити на графiку (рис. 6), при значеннях 𝛼, близьких до
нуля, показники PSNR є дуже малими, а чiтко виражений пiк спостерiгається
при 𝛼 ≈ 0,01. Результати обчислень показали, що оптимальним є значення
𝛼 = 0,015264, яке забезпечує рiвень PSNR = 16,43 дБ.

Вiзуальний аналiз результатiв (рис. 8) показує, що за такого типу спотво-
рення 𝐿2-регуляризацiя залишає зображення дещо розмитим. Через ефект
надмiрного згладжування, притаманний квадратичнiй нормi, втрачаються чi-
ткi високочастотнi контури та межi цифр.
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Рис. 7: Приклад вiдновлених зображень за допомогою 𝐿2-регуляризацiї

Рис. 8: Порiвняння оригiнального, зашумленого та вiдновленого зображень
за допомогою 𝐿2-регуляризацiї

Наступним прикладом є вiдновлення зображення з випадково втраченими
пiкселями. Пiдбiр найкращого значення параметра 𝛼 вiдбувався за аналогi-
чною схемою сiткового пошуку.

Рис. 9: Графiк залежностi значення PSNR вiд параметра 𝛼 у задачi вiднов-
лення втрачених пiкселiв

Як бачимо на рис. 9, якiсть зображення залишається незмiнною в дiапазо-
нi вiд 10−5 до 10−1, пiсля чого значення метрики стрiмко падає. Це обчислю-
вально пiдтверджує, що iнформацiя у втрачених областях не вiдновлюється.

Вiзуальний аналiз наведених результатiв (рис. 10) показує, що спотворе-
не зображення з втраченими пiкселями та спроба його вiдновлення є пра-
ктично iдентичними. Отже, можна стверджувати, що класична варiацiйна
𝐿2-регуляризацiя повнiстю непридатна для розв’язання задач маскування та
вiдновлення втрачених фрагментiв (inpainting).

Причиною цього є математична структура оператора деградацiї та самого
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Рис. 10: Приклад вiдновлення втрачених пiкселiв за допомогою 𝐿2-
регуляризацiї

стабiлiзатора. Матриця деградацiї 𝐾 у цiй задачi є дiагональною маскою, де
елементи 𝐾𝑖𝑖 = 1 вiдповiдають збереженим пiкселям, а 𝐾𝑖𝑖 = 0 — втраченим.
Оскiльки оператор стабiлiзацiї Тихонова Ω(𝑥) = ‖𝑥‖22 штрафує iнтенсивнiсть
кожного пiкселя незалежно, матриця системи 𝐾T𝐾+𝛼𝐼 залишається строго
дiагональною. Внаслiдок цього загальна система рiвнянь Ейлера-Лагранжа
розпадається на сукупнiсть незалежних скалярних рiвнянь для кожного окре-
мого пiкселя. Для втраченого елемента (𝐾𝑖𝑖 = 0) розв’язок набуває вигляду
𝑥𝑖 = 0, а для збереженого — 𝑥𝑖 = 1

1+𝛼𝑦𝑖. Таким чином, 𝐿2-норма не зда-
тна переносити iнформацiю з вiдомих сусiднiх областей у порожнi промiжки,
оскiльки вона взагалi не враховує просторову зв’язнiсть та гладкiсть сусiднiх
пiкселiв зображення.

Останнiм тестом для перевiрки варiацiйного методу 𝐿2 стало вiдновлення
зображень, що зазнали рухомого розмиття.

Рис. 11: Графiк залежностi значення PSNR вiд параметра 𝛼 у задачi вiднов-
лення рухомого розмиття

На рис. 11 можна помiтити чiтке пiкове значення при 𝛼 ≈ 0,1, пiсля чо-
го графiк стрiмко прямує вниз. Чисельний розрахунок пiдтверджує цю по-
ведiнку: екстремум досягається при 𝛼 = 0,082864, що забезпечує показник

26



PSNR = 25,92 дб.

Рис. 12: Приклад вiдновлення рухомого розмиття за допомогою 𝐿2-
регуляризацiї

Вiдновлення за допомогою 𝐿1-регуляризацiї

Наступним порiвнюваним методом є 𝐿1-регуляризацiя. Процедура тесту-
вання та налаштування гiперпараметрiв проводилася за аналогiчною мето-
дологiєю, що й для 𝐿2-регуляризацiї, що дозволяє об’єктивно порiвняти їхнi
результати.

Рис. 13: Графiк залежностi середнього значення PSNR вiд параметра 𝛼 для
𝐿1-регуляризацiї

Аналiзуючи графiк (рис. 13), можна простежити, що при малих значен-
нях параметра регуляризацiї 𝛼 метод 𝐿1 демонструє вищi показники PSNR
порiвняно з 𝐿2-регуляризацiєю. Такi результати є наслiдком розрiдженостi
розв’язку через недиференцiйовнiсть 𝐿1-норми в точцi нуля (див. теорему 2).
Оскiльки зображення з набору MNIST мiстять багато чорних (фонових) пi-
кселiв, 𝐿1-регуляризацiя сприяє їхньому повному зануленню. Натомiсть 𝐿2-
норма лише зменшує їхню амплiтуду, через що фон вiдновленого зображення
залишається бiльш зашумленим.
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Рис. 14: Порiвняння зображень, вiдновлених за допомогою 𝐿2 та 𝐿1

Вiзуальний аналiз рис. 14 пiдтверджує вищi показники PSNR для 𝐿1-
регуляризацiї: середнiй рiвень PSNR для 𝐿1 становить 20,01 дБ, тодi як для
𝐿2 — 16,33 дБ.

Рис. 15: Порiвняння оригiнального зображення з вiдновленими пiсля втрати
пiкселiв за допомогою 𝐿2 та 𝐿1

Як видно з рис. 15, обидва алгоритми не справляються з поставленою
задачею маскування. У випадку втрачених пiкселiв 𝐿1-регуляризацiя демон-
струє результати, iдентичнi до 𝐿2-регуляризацiї. Тобто 𝐿1-норма також не
здатна вiдновити втраченi дiлянки зображення, оскiльки вона штрафує ко-
жен пiксель iзольовано i не враховує просторової iнформацiї вiд сусiднiх збе-
режених пiкселiв.

Рис. 16: Порiвняння методiв 𝐿2 та 𝐿1 на задачi рухомого розмиття

Вiзуальний аналiз результатiв вiдновлення пiсля рухомого розмиття (рис. 16)
свiдчить, що 𝐿1-регуляризацiя залишає значно менше фонового шуму, нiж 𝐿2.
Це пiдтверджується i чисельно: середнiй показник PSNR для 𝐿1 становить
31,07 дБ, тодi як для 𝐿2 вiн дорiвнює 25,83 дБ.
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Вiдновлення за допомогою TV-регуляризацiї

Як показано на рис. 17, найвище середнє значення PSNR становить 19,7 дБ
i досягається при значеннi параметра регуляризацiї 𝛼 = 0,001624. Пiсля про-
ходження цiєї оптимальної точки спостерiгається монотонне спадання фун-
кцiї.

Рис. 17: Графiк залежностi середнього значення PSNR вiд параметра регу-
ляризацiї 𝛼 для TV-регуляризацiї при гаусовому розмиттi

Вiзуальний аналiз результатiв на рис. 18) показує, що TV-регуляризацiя
успiшно вiдновила контури об’єкта, залишивши лише незначну кiлькiсть за-
лишкового шуму. Цей вiзуальний ефект пiдтверджується i чисельно: значення
метрики PSNR на тестовiй вибiрцi становить 31,14 дБ.

Рис. 18: Порiвняння зображення, вiдновленого за допомогою TV-
регуляризацiї, iз зашумленим та оригiнальним

Важливою перевагою TV-регуляризацiї, на вiдмiну вiд iнших розглянутих
методiв, є її здатнiсть частково вiдновлювати пропущенi пiкселi, що наочно
продемонстровано на рис. 19. Ця властивiсть пiдтверджується метриками: се-
реднiй показник PSNR для цього методу становить 13,11 дБ, що перевищує
результати 𝐿1- та 𝐿2-регуляризацiй, а також базовий показник для невiднов-
лених зображень.
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Рис. 19: Порiвняння результатiв TV-регуляризацiї з методами 𝐿2 та 𝐿1

При застосуваннi алгоритму до зображень, спотворених рухомим розмит-
тям, показник PSNR на тестовiй вибiрцi також сягнув 31,14 дБ, що пiдтвер-
джує високу ефективнiсть методу.

3.2 Вiдновлення за допомогою iтерацiї Ландвебера

У цьому пiдроздiлi порiвняємо результати роботи iтерацiйного методу
Ландвебера з варiацiйними пiдходами, розглянутими ранiше.

Рис. 20: Графiк залежностi PSNR вiд кiлькостi iтерацiй 𝑘 для методу Лан-
двебера (зашумлене зображення)

Як бачимо з рис. 20, оптимальна кiлькiсть iтерацiй для методу Ландвебера
на зашумленому зображеннi становить 𝑘 = 50, що забезпечує PSNR на рiвнi
16,48 дБ на валiдацiйнiй вибiрцi. Пiсля проходження точки 𝑘 з найвищим
показником PSNR графiк стрiмко прямує вниз. Це наочно iлюструє явище
напiвзбiжностi, теоретично описане в роздiлi 1.3.

Як можна помiтити на рис. 21, результати роботи iтерацiї Ландвебера та
методу 𝐿2 є майже iдентичними, тодi як 𝐿1-регуляризацiя залишає значно
менше шуму. Це пiдтверджується i чисельними метриками: на тестовiй ви-
бiрцi PSNR для методу Ландвебера склав 16,38 дБ. Цей показник лише на
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Рис. 21: Порiвняння вiдновлення за допомогою методу Ландвебера, 𝐿2- та
𝐿1-регуляризацiї

0,05 дБ перевищує результат 𝐿2-регуляризацiї, проте залишається вiдчутно
нижчим за показники 𝐿1 та TV. Така подiбнiсть є закономiрною, оскiльки
iтерацiя Ландвебера математично тiсно пов’язана з мiнiмiзацiєю 𝐿2-норми.

Рис. 22: Порiвняння вiдновлення втрачених пiкселiв методом Ландвебера з
оригiналом та пошкодженим зображенням

Аналiз рис. 22 показує, що вiдновлення втрачених пiкселiв не вiдбулося,
що цiлком угруповано та узгоджується з результатами класичних варiацiй-
них методiв. Про це свiдчить незмiнне значення PSNR: як для пошкоджених
зображень, так i для вiдновлених методом Ландвебера, показник становить
12,63 дБ.

Рис. 23: Порiвняння вiдновлення рухомого розмиття методом Ландвебера з
оригiналом та пошкодженим зображенням

Останнiм прикладом застосування iтерацiї Ландвебера є розв’язання за-
дачi усунення рухомого розмиття, ускладненого адитивним гаусовим шумом.
Як видно з рис. 23, вiдновлене зображення залишається вiзуально зашумле-
ним порiвняно з оригiналом. Проте алгоритм успiшно усунув ефект змазуван-
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ня контурiв: завдяки правильному вибору параметра зупинки iтерацiй 𝑘 = 10

на валiдацiйнiй вибiрцi вдалося стабiлiзувати розв’язок i подолати наслiд-
ки деградацiї. Показник метрики PSNR на тестовiй вибiрцi склав 26,42 дБ,
що є вищим за результат класичної варiацiйної 𝐿2-регуляризацiї для даного
типу спотворення. Це пiдтверджує ефективнiсть алгоритму Ландвебера для
розв’язання задач деконволюцiї за наявностi помiрного рiвня шуму.

3.3 Вiдновлення за допомогою методiв спектральної фiль-

трацiї

Наприкiнцi розглянемо роботу методiв спектральної фiльтрацiї в порiв-
няннi з варiацiйними та iтерацiйними (iтерацiєю Ландвебера).

Вiдновлення за допомогою усiченого сингулярного розкладу

Для аналiзу роботи методу було пiдiбрано параметр 𝑘, який вiдповiдає
найвищому значенню PSNR (див. рис. 24).

Рис. 24: Графiк залежностi PSNR вiд значення параметра 𝑘 усiченого сингу-
лярного розкладу (TSVD) для зашумленого зображення.

Можемо спостерiгати, що початково PSNR повiльно зростає, проте зго-
дом швидко прямує вниз. Це вiдбувається через те, що при виборi великого
значення 𝑘 в розклад додаються компоненти, якi вiдповiдають малим сингу-
лярним числам 𝜎𝑖. Вiдповiдно до формули (8), дiлення на цi числа призводить
до пiдсилення шуму, адже вiн прямуватиме до нескiнченностi. Це рiзко погiр-
шує якiсть зображення (див. рис. 24, де при 𝑘 > 200 значення PSNR стають
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вiд’ємними).

Рис. 25: Порiвняння вiдновленого зображення за допомогою TSVD з оригi-
налом та зашумленим зображенням.

Вiзуальний аналiз рис. 25 показує високий рiвень залишкового шуму в
порiвняннi з оригiналом. Це чисельно пiдтверджує гiршу якiсть вiдновлен-
ня порiвняно з варiацiйними методами та iтерацiєю Ландвебера: PSNR для
TSVD становить 15,71 дБ, що є найменшим результатом серед розглянутих
ранiше методiв.

Щодо втрачених пiкселiв, ситуацiя повторюється з попереднiми методами:
TSVD не здатен вiдновити повнiстю втраченi дiлянки зображення.

Рис. 26: Залежнiсть середнього PSNR вiд кiлькостi сингулярних чисел 𝑘 ме-
тоду TSVD для вiдновлення рухомого розмиття.

Для вiдновлення рухомого розмиття з доданим шумом вибiр кiлькостi
сингулярних чисел 𝑘 сильно вiдрiзняється вiд випадку з гаусовим шумом.
Для досягнення найкращого результату знадобилось зберегти 580 сингуляр-
них компонентiв (див. рис. 26). Тобто для рухомого розмиття з адитивним
шумом, на вiдмiну вiд гаусового шуму, для методу TSVD збiльшення кiль-
костi сингулярних чисел покращує середнiй PSNR. Також для цього виду
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спотворення TSVD має середнiй показник PSNR — 25,97 дБ, який є близь-
ким до iтерацiї Ландвебера, нижчим за 𝐿1-регуляризацiю та дещо перевищує
показники 𝐿2.

Рис. 27: Порiвняння вiдновленого за допомогою TSVD зображення з оригi-
налом та спотвореного рухомим розмиттям зображенням.

Як можемо помiтити на рис. 27, ознаки шуму залишились на вiдновленому
зображеннi, проте ознаки розмиття зникли.

Вiдновлення за допомогою вибiркового сингулярного розкладу

Рис. 28: Графiк залежностi середнього PSNR вiд параметра 𝜏 для SSVD.

Для оптимiзацiї роботи методу дослiджено вплив параметра 𝜏 на якiсть
вiдновлення. Як можна побачити на рис. 28 значення параметра 𝜏 нижчi
за 10−1 не вiдновлюють зображення, а пiдсилюють шум, що пiдтверджують
вiд’ємнi значення PSNR для вiдповiдних значень параметра 𝜏 .

Як можемо побачити на рис. 29, зображення вiдновлене з SSVD вiзуально
бiльш подiбне до зашумленого варiанта, нiж до оригiналу. Зображення має
розмитi контури, яких не було в спотвореному зображеннi, що свiдчить про
непридатнiсть методу для вiдновлення зображень з гаусовим шумом. Про це
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Рис. 29: Порiвняння вiдновленого з SSVD зображення iз зображенням спо-
твореним гаусовим шумом та оригiналом.

також свiдчить низький рiвень PSNR — 13,98 дБ, що є найнижчим показни-
ком серед усiх методiв на цьому видi спотворення.

Щодо задачi з втраченими пiкселями, ситуацiя є аналогiчною до iнших ме-
тодiв: SSVD демонструє рiвень PSNR — 13,09 дБ на тестовiй вибiрцi, що пов-
нiстю збiгається з метрикою пошкодженого зображення. Тобто метод SSVD
теж не може використовуватись для вiдновлення втрачених пiкселiв.

Рис. 30: Графiк залежностi середнього PSNR вiд параметра 𝜏 для SSVD при
рухомому розмиттi.

З рис. 30 бачимо, що значення PSNR приблизно на одному рiвнi до позна-
чки 𝜏 ≈ 10−1, пiсля чого починають спадати. Якiсть вiдновлення рухомого
розмиття з гаусовим шумом складає 25,41 дБ, що є середнiм результатом
серед усiх протестованих методiв для цього типу спотворення.

Як можна побачити на рис. 31 зображення має чiткi контури, що означає
успiшне вiдновлення вiд рухомого розмиття. Наявнi фоновi шуми, що загалом
притаманне усiм розглянутим методам.
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Рис. 31: Порiвняння вiдновленого з SSVD зображення з оригiнальним та спо-
твореним рухомим розмиттям з гаусовим шумом.

Рис. 32: Графiк залежностi середнього PSNR вiд параметра 𝛼 для спектраль-
ного метода Тихонова.

Вiдновлення за допомогою спектрального методу Тихонова

Процес пiдбору параметра регуляризацiї 𝛼 для цього методу є iденти-
чним до пiдбору параметра 𝛼 для варiацiйного вiдповiдника цього метода
(𝐿2-регуляризацiї), що можна побачити на рис. 6 та рис. 32.

Рис. 33: Порiвняння спектрального метода Тихонова з його варiацiйним вiд-
повiдником.

Вiзуальне порiвняння вiдновлених зображень цим методом (рис. 33) та-
кож показує iдентичнi результати. Це пiдтверджується чисельно, адже сере-
днiй PSNR на тестовiй вибiрцi для обох методiв становить 16,33 дБ. Такий
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результат є цiлком очiкуваним, оскiльки спектральний i варiацiйний методи
Тихонова є математично еквiвалентними i вiдрiзняються лише алгоритмi-
чною реалiзацiєю.

Щодо задачi з втраченими пiкселями, даний метод також не здатен вiд-
новити пропущенi дiлянки зображення.

Рис. 34: Графiк залежностi середнього PSNR вiд параметра 𝛼 для спектраль-
ного метода Тихонова при рухомому розмиттi.

Динамiка вибору параметра регуляризацiї 𝛼 для усунення рухомого роз-
миття з адитивним шумом (рис. 34) також збiгається з варiацiйним пiдходом.
Проте фiнальнi значення PSNR на тестовiй вибiрцi мають незначну розбi-
жнiсть: для спектрального методу показник становить 25,89 дБ, тодi як для
варiацiйного — 25,83 дБ. Така рiзниця зумовлена обчислювальними особли-
востями реалiзацiї алгоритмiв, а саме похибками машинного округлення при
обчисленнi сингулярного розкладу порiвняно з iтеративною оптимiзацiєю.

Аналiз отриманих результатiв дозволяє виявити чiткi закономiрностi в ро-
ботi алгоритмiв та їхню залежнiсть вiд математичної природи стабiлiзатора.
Прямi алгебричнi методи, такi як усiчений (TSVD) або вибiрковий (SSVD)
сингулярний розклад, показали найнижчу ефективнiсть. Бiльше того, при
Гаусовому розмиттi метод SSVD продемонстрував результат (13,98 дБ), що є
навiть гiршим за базовий показник невiдновленого зашумленого зображення
(14,1 дБ). Це пояснюється тим, що вiдсiкання сингулярних чисел призводить
до втрати критично важливої iнформацiї, що вiзуально проявляється у ви-
глядi артефактiв навколо контурiв об’єктiв.

Метод регуляризацiї Тихонова в обох реалiзацiях — варiацiйнiй та спе-
ктральнiй — очiкувано забезпечив майже iдентичнi результати, стабiльне
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Табл. 1: Порiвняння ефективностi методiв регуляризацiї за метрикою PSNR
(дБ)

Метод вiдновлення Гаусове розмиття Рухоме розмиття

Невiдновлене зображення 14,1 13,16
𝐿2-регуляризацiя 16,33 25,83
𝐿1-регуляризацiя 20,01 31,07
TV-регуляризацiя 19,76 31,14
Метод Ландвебера 16,38 26,42
TSVD 15,71 25,97
SSVD 13,98 25,41
Спектральний метод Тихонова 16,33 25,81

придушення шуму та кращi метрики порiвняно з методами сингулярного
розкладу. Схожi показники (16,38 дБ та 26,42 дБ) продемонстрував iтерацiй-
ний метод Ландвебера, де рання зупка спрацювала як аналог згладжування.
Проте всi цi алгоритми мають спiльний недолiк: через квадратичну природу
𝐿2-стабiлiзатора вони надмiрно штрафують великi значення градiєнтiв, що
призводить до розмиття рiзких меж мiж об’єктами.

Найкраще себе у якостi вiдновлення себе показали нелiнiйнi методи. Вико-
ристання 𝐿1-регуляризацiї (понад 20 дБ для Гаусового розмиття) дозволило
отримати розрiдженi розв’язки. Хоча для звичайних природних зображень iз
плавними переходами цей метод може призводити до втрати дрiбних деталей
текстури, для нашого набору даних MNIST (контрастнi цифри на темному
тлi) пошук розрiдженого розв’язку пiдiйшов iдеально.

Безперечним лiдером, особливо при складному рухомому розмиттi, ста-
ла TV-регуляризацiя iз найвищим показником 31,14 дБ. Завдяки мiнiмiзацiї
модуля градiєнта, цей метод змiг ефективно вiдфiльтрувати шум, зберiгши
при цьому рiзкiсть контурiв. Здатнiсть алгоритму до часткового вiдновлення
втрачених пiкселiв робить його найбiльш придатним для задачi вiдновлення
пошкоджених зображень серед усiх дослiджених пiдходiв, повнiстю компен-
суючи його вищу обчислювальну складнiсть.
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Висновки

У квалiфiкацiйнiй роботi виконано порiвняльний аналiзу та програмну
реалiзацiю методiв регуляризацiї розв’язкiв обернених задач вiдновлення зо-
бражень. За результатами дослiдження сформульовано такi висновки:

• Обґрунтовано теоретичну некоректнiсть задачi прямого обернення опе-
ратора деградацiї за Адамаром. Доведено, що стрiмке спадання сингу-
лярних чисел операторiв розмиття призводить до експоненцiйного пiдси-
лення шуму. Для проведення експериментiв побудовано дискретнi моделi
Гаусового та рухомого розмиття.

• Програмно реалiзовано алгоритми регуляризацiї: лiнiйнi алгебричнi та
спектральнi методи (TSVD, SSVD, 𝐿2-регуляризацiя Тихонова, iтерацiї
Ландвебера), а також нелiнiйнi варiацiйнi пiдходи (𝐿1-регуляризацiя на
базi алгоритму ISTA та TV-регуляризацiя за допомогою оптимiзатора
L-BFGS-B).

• На основi тестування на наборi даних MNIST виявлено закономiрно-
стi роботи алгоритмiв. Прямi методи (TSVD, SSVD) показали найниж-
чу вiдновлювальну здатнiсть через втрату високочастотних компонент
(до 13,98 дБ). Класичнi 𝐿2-методи усувають шум, але згладжують краї
об’єктiв через квадратичний штраф на великi градiєнти.

• Доведено перевагу варiацiйних методiв для контрастних зображень. Най-
кращий результат для Гаусового розмиття продемонстрував метод 𝐿1

(20,01 дБ), а для рухомого абсолютним лiдером стала TV-регуляризацiя
(31,14 дБ). Завдяки пошуку розрiджених розв’язкiв та градiєнтiв цi алго-
ритми долають шум, зберiгають рiзкi контури об’єктiв. TV-регуляризацiя
здатна частково вiдновлювати втраченi пiкселi.
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Використання iнструментiв штучного iнтелекту

Вiдповiдно до Полiтики вiдповiдального використання генеративного ШI
в НаУКМА (наказ № 332 вiд 29.07.2025), пiд час пiдготовки цiєї квалiфiкацiй-
ної роботи було частково залучено iнструменти штучного iнтелекту в такiй
формi:

• У процесi пiдготовки тексту роботи використано Gemini 3.5 Flash (Google)
для технiчного редагування, стилiстичного коригування, пошуку нових
джерел та перевiрки синтаксису математичних виразiв у середовищi LATEX;
усi згенерованi варiанти технiчної верстки перевiрено, уточнено й доопра-
цьовано автором.

• Iнструменти генеративного штучного iнтелекту залучалися для аналiзу,
локалiзацiї та виправлення помилок у допомiжному програмному кодi, а
також для оптимiзацiї алгоритмiв розрахунку метрики PSNR та автома-
тизацiї побудови логарифмiчних сiток параметрiв. Усi виправленi фра-
гменти коду були детально протестованi й перевiренi автором на стабiль-
нiсть роботи.
Усi математичнi викладки, алгоритмiчнi схеми, кiнцева програмна реалi-

зацiя методiв регуляризацiї та аналiтичнi висновки щодо результатiв обчи-
слювальних експериментiв виконанi автором самостiйно; збереження автор-
ської незалежностi та вимог академiчної доброчесностi повнiстю забезпечено.
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