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1 Вступ

1.1 Актуальнiсть

Зараз математика використовується майже в усiх природних науках, майже все

программування базується на математичних обчисленнях i математичному ми-

сленнi, а також бiльшiсть буденних проблеми також вже можна рацiонально

розв’язати за допомогою "царицi всiх наук".

Наприклад, обчислювальна геометрiя виникла з роздiлу розробки i аналi-

зу алгоритмiв наприкiнцi 70х рокiв. Ця сфера набула доволi великої популяр-

ностi, з одного боку, дякуючи красi поставлених задач та безпосередньо їхнiх

розв’язкiв, а з iншого боку, через високий рiвень затребування у рiзних обла-

стях: комп’ютерна графiка, робототехнiка i таке iнше, де бiльшiсть проблем

базуються на використаннi геометричних алгоритмiв. Для свого дослiдження я

вибрала пiдроздiл обчислювальної геометрiї - Дiаграми Вороного.

Дiаграма Вороного - це розбиття площини з визначеними на нiй множини

точок(назвемо цi точки "сайти") на такi дiлянки для кожного сайту, що будь-

яка точка, що мiститься в конкретнiй дiлянцi, буде ближча до сайту, нiж до

будь-якої iншої точки з визначеної множини.

Вперше iдея дiаграми Вороного зустрiчається у роботi Декарта з 1644 року.

Вiн запропонував, що Всесвiт дiлиться на зони гравiтацiйного впливу зiрок.

Через два столiття математик Дiрiхле описав дiаграми для двохвимiрного i

трьохвимiрного простору. Але у 1908 роцi росiйський математик українського
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походження — Георгiй Вороной - описав цю дiаграму для багатовимiрних про-

сторiв. З того часу дiаграма згадується пiд його прiзвищем.

У цiй курсовiй роботi ми зможемо дiзнатись, в яких прикладних задачах

з’являються дiаграми, у яких сферах їх застосування надає найкращi результа-

ти, дослiдити властивостi та структуру дiаграм Вороного, алгоритми їх побудо-

ви.

1.2 Мета дослiдження

Дослiдити властивостi дiаграми Вороного, з’ясувати як працюють алгоритми

побудови: алгоритм через проведення серединних перпендикулярiв, алгоритм

Форчуна; дiзнатись сфери застосування.
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2 Дiаграма Вороного

Нехай на картi нашого мiста точками визначенi поштовi вiддiлення. Ми маємо

термiново вiдправити посилку(причому необхiднiсть вiдправити термiново по-

силку може виникнути з будь-якої точки в мiстi), тому витрата часу на дорогу

до поштового вiддiлення має бути мiнiмальною. (Ми не беремо до уваги зато-

ри, нерiвнi дороги та iншi деталi.) Звiдси випливає, що нам потрiбно дiстатися

до найближчого вiддiлення. Для цього ми можемо взяти карту, розкреслити її

так, щоб кожна дiлянка мiстила тiльки одну пошту, а для кожної точки з цiєї

дiлянки найближчим було б саме це вiддiлення. Таким чином, маючи при собi

карту, ми завжди можемо знати, до я кого вiддiлення ми знаходимось ближче.

Така карта i буде по сутi дiаграмою Вороного.

2.1 Базовi поняття

dist(p, q) ∶=
√

(px − qx)2 + (py − qy)2.

— евклiдова вiдстань мiж двома точками p i q.

Нехай P ∶= p1, p2, ..., pn - множина з n рiзних точок на площинi; цi точки

називаються "сайтами".

Позначимо дiаграму Вороного на множинi точок , як подiл площини на n

частин, по однiй на кожну точку з множини P, користуючись властивiстю,

що точка q лежить у клiтинцi, що вiдповiдає сайту pi тодi i тiльки тодi, ко-

ли dist(q, pi) < dist(q, pj) для кожного pj ∈ P, j ≠ i.

V or(P ) - дiаграма Вороного визначена на множинi точок .

Означення 1. Клiтина V or(P ), що вiдповiдає сайту pi позначається ν(pi)

- це така дiлянка дiаграми Вороного, що
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x ∈ ν(pi) ⇐⇒ ∀pj ∈ P, j ≠ i ∶ dist(x, pi) < dist(x, pj).

Для двох точок p i q на площинi визначимо пряму мiж p i q як серединний

перпендикуляр вiдрiзка pq. Ця пряма розбиває площину на двi пiвплощини.

Означення 2. Напiвплощина h(p, q) - така напiвплощина, що x ∈ h(p, q)⇔

dist(x, p) < dist(x, q).

З цього ми отримуємо наступне твердження.

Твердження 1. ν(pi) = ∩1≤j≤n,j≠ih(pi, pj).

Таким чином, ν(pi) (клiтина Вороного) є перетином n − 1 напiвплощин i,

отже, є опуклою, полiгональною областю, яка складається з щонайбiльше n − 1

вершин та n − 1 ребер.

Рис. 1: Клiтина Вороного

[1]

Рис. 2: Дiаграма Вороно-

го [1] Рис. 3: Напiвплощини [1]

2.2 Теореми

Теорема 1. Нехай — множина з n точок на площинi. Якщо всi сайти —

колiнеарнi, то V or(P ) складається з n − 1 паралельних прямих. В iншому

випадку V or(P ) є зв’язною, а її ребра - або вiдрiзки, або променi.
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Доведення.

◻

Припустимо, що НЕ всi сайти в P - колiнеарнi.

Спочатку ми показуємо, що ребра V or(P ) є або вiдрiзками, або променями.

Ми вже знаємо, що ребра V or(P ) є частинами прямих, а саме частинами сере-

динних перпендикулярiв мiж двома сайтами.

Тепер припустимо, що iснує суперечнiсть: є ребро e - промiнь - V or(P ).

Нехай e знаходиться на межi клiтини ν(pi) та ν(pj).

Нехай pk ∈ P - точка, яка не є колiнеарною з pipj.

Серединний перпендикуляр мiж pj i pk не паралельний e, отже, вiн перетинає

e. Але з iншого боку частина e, що лежить у внутрiшнiй частинi h(pk, pj), не

може знаходитися на межi ν(pj), оскiльки це ближче до pk, нiж до pj ⇒ супе-

речнiсть.

Залишилося довести, що V or(P ) - зв’язна.

Якби це було не так, тодi була б клiтина Вороного ν(pi), що розбиває площину

на двi частини. Через те, що клiтини Вороного опуклi, ν(pi) складалась би з

вiдрiзка, обмеженого двома паралельними прямими. Але ми щойно довели, що

ребра дiаграми Вороного не можуть бути прямими ⇒ суперечнiсть.

∎

Теорема 2. Для n ≤ 3 - кiлькiсть вершин на дiаграмi Вороного множини з n

точкових дiлянок у площинi не бiльше 2n − 5, а кiлькiсть ребер - не бiльше

3n − 6.

Доведення.

◻
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Рис. 4: [1]
Рис. 5: [1]

Рис. 6: [1]

Якщо всi сайти — колiнеарнi, то доведення вiдразу випливає з Теореми 1,

тому припустимо, що це не так. Ми доведемо теорему за допомогою форму-

ли Ейлера, яка говорить, що для будь-якого зв’язного планарного графа з mv

вершинами, me ребрами i mf гранями iснує таке вiдношення:

mv −me +mf = 2

Ми не можемо застосувати формулу Ейлера безпосередньо до V or(P ), оскiльки

V or(P ) має ребра-променi i, отже, не є належним графом.

Для виправлення ситуацiї ми додамо одну зайву вершину v∞ i з’єднаємо всi

ребра-променi V or(P ) до цiєї вершини. Тепер у нас є зв’язний планарний граф,

до якого ми можемо застосувати формулу Ейлера.

Отримуємо наступне спiввiдношення мiж nv, числом вершин V or(P ), ne, кiль-

кiстю ребер V or(P ), i n, кiлькiсть сайтiв:

(nv + 1) − ne + n = 2

Бiльше того, кожне ребро в доповненому графi має рiвно двi вершини, якщо

ми пiдсумуємо степенi всiх вершин, ми отримаємо подвоєну кiлькiсть ребер.
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Через те, що кожна вершина, включаючи v∞, має степiнь не менше трьох, ми

маємо:

2ne ≥ 3(nv + 1)

Що разом iз твердженням 1 доводить цю теорему. ∎

Означення 3. Коло CP (q) - порожнє коло з центром в q, для якого

∀p ∈ P ∶ p ∉ CP (q)

Наступна теорема характеризує вершини та ребра дiаграми Вороного.

Теорема 3. Для дiаграми Вороного V or(P ) множини точок P уснують такi

твердження:

(a) Точка q є вершиною V or(P ), тодi i тiльки тодi, коли границi найбiльш

пустого кола CP (q) мiстить на своїх границях три або бiльше центра з P .

(b) Серединний перпендикуляр центрiв pipj визначає ребро V or(P ) тодi i

тiльки тодi, коли на ньому iснує така точка q, що границя CP (q) мiстить у собi

два сайти piipj i няких бiльше.

Доведення.

◻ (a) Нехай iснує така точка q, що границя CP (q) мiстить три або бiльше

сайтiв. Нехай ν(pi), ν(pj), ν(pk) — три такi центри. Оскiльки всерединi CP (q)

порожнє, q повинна лежати на границях кожної з клiтинок ν(pi), ν(pj), ν(pk),

i q повинна бути вершиною V or(P ).

З iншого боку, кожна вершина q дiаграми є iнцендентною як мiнiмум з трьома

ребрами, i як мiнiмум трьом клiтинкам ν(pi), ν(pj), ν(pk). Вершина q повинна
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знаходитися на рiвнiй вiдстанi вiд pi, pj, pk i не може iснувати iншого центру, ще

бiльш близького до q, оскiльки в протилежному випадку ν(pi), ν(pj), ν(pk) не

зiйшлися б в q. Тому всереденi круга, на границях якого лежать pi, pj, pk немає

жодного центру.

(b) Нехай iснує точка q, яка має вказану в теоремi властiвiсть. Оскiльки

всерединi круга CP (q) не має жодного центру, а центри pi i pj лежать на його

границях, то dist(q, pi) = dist(q, pj) ≤ dist(q, pk) для будь-якого 1 ≤ k ≤ n. Звiдси

слiдує, що q лежить на ребрi або є вершиною V or(P ). Але з першої частини

теореми випливає, що q не може бути вершиною V or(P ). Тому q лежить на

ребрi V or(P ), яке визначається середенинним перпендикуляром pi i pj.

В iншу сторону, нехай серединний перпендикуляр pi i pj визначає ребро дiа-

грами Вороного. На границi найбiльшого порожнього круга будь-якої точки q з

внутрiшньої сторони цього ребра мають бути pi i pj i жодного iншого центру.

∎
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3 Обчислення дiаграм Вороного

В минулому роздiлi ми вивчили будову дiаграм Вороного, а теперь ми будемо

їх обчислювати. Твердження 7.1 пропонує простий спосiб зробити це: для ко-

жного центру обчислити перетин напiвплощин для усiх сайтiв скориствашись

алгоритмом побудови трикутникiв. Тодi ми витратимо часу на кожну клiтинку

Вороного (nlog(n)), тобто для обчислення усiєї дiаграми знадобиться (n2log(n))

часу.

Проте можна досягти кращого успiху - обчислити дiаграму за (nlog(n)), ско-

риставшись алгоритмом Форчуна.

Рис. 7: [1]
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3.1 Суть алгоритма

Маємо n сайтiв(точок заданих на певнiй площинi), пряму-прибиральника, яка

рухається, наприклад, зверху вниз, тобто вiд сайту з найбiльшою ординатою до

сайту з найменшою ординатою (вiд подiї до подiї).

Варто знати, що на побудову дiаграми Вороного впливають лише тi сайти,

якi знаходяться "над"або "на"прямiй-прибиральнику.

Коли пряма-прибиральник находить на наступний сайт, створюється нова

парабола, фокусом якої є сайт, через який вона зараз проходить, а директрисою

- пряма прибиральник. Цей процес - "подiя точки"(point event). Парабола буде

змiнюватися вiд положення сайту вiд прямої.

Сама парабола дiлить площину на двi частини: "внутрiшня сторона на якiй

знаходяться точки, що лежать ближче до даного сайту, та "зовнiшня сторона де

точки ближче до прямої. Точки ж на самiй параболi рiвновiддаленi як до сайту,

так i до прямої.

Далi параболи розширюються, у них з’являються break points(контрольнi

точки) - точки перетину з iншими параболами. Все це утворює берегову лiнiю.

В береговiй лiнiї ми зберiгаємо дуги парабол вiд одного перетину з iншими па-

раболами до наступного. Ми моделюємо рух берегової лiнiї, тому що як раз

"контрольнi точки"рухаються точно по ребрам нашої майбутньої клiтин Воро-

ного через те, що цi точки рiвновiддаленi до сайту та до прямої-прибиральника.

В той момент, коли двi контрольнi точки(по однiй з рiзних парабол) перети-
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наються i утворюють одну - вона стає вершиною дiаграми. Цей процес назива-

ється "подiя круга"(circle event)

3.2 Подiя точки (point event) та подiя круга (circle event)

При перемiщеннi прямої-прибиральника ми зустрiчаємось з двома типами вирi-

шальних подiй - подiя точки та подiя круга.

Подiя точки(рис 8) вiдбувається при находженi прямої-прибиральника на

один з сайтiв. Коли це вiдбувається, ми будуємо нову параболу та її точки пере-

тину(break points) iз вже готовою береговою лiнiєю. Спочатку це одна точка, бо

при утвореннi параболи вiд сайту -це лише промiнь (рис 9), але при перемiщен-

нi прямої-прибиральника вниз парабола розширюється, перетинаючи берегову

лiнi. вже у двох мiсцях (рис 10).

Рис. 8: [4] Рис. 9: [4] Рис. 10: [4]

Подiя круга- створення нової вершини дiаграми Вороного. Разом з цим вiд-

бувається видалення однiєї параболи через те, що ця сама парабола стискається

мiж двома iншими.

Ми можемо умовно показати на площинi порожнє коло, на якому будуть лежа-
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ти сайти, якi є фокусами цих трьох парабол(рис 11). Те саме мiсце, де права

i лiва контрольнi точки стикаються та перетинаються в одну (рис 12) - i буде

нова вершина дiаграми Вороного, а три арки берегової лiнiї утворяться в двi

(рис 13).

Рис. 11: [5] Рис. 12: [5] Рис. 13: [5]
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4 Застосування

4.1 Спалах холери

У 19 столiттi спалахи холери вбили десятки мiльйонiв людей. До виявлення ба-

ктерiї, що вiдповiдала за цю хворобу, провина падала на велику кiлькiсть людей

на квадратний метр, погану дiєту та антигiгiєнiчне окруження.Тодi i вiдбулось

одне з перших використань дiаграм Вороного доктором Джоном Сноу, який

стверджував, що ця хвороба виникає вiд контакту з iнфiкованою водою.

Рис. 14: [8]

Так у 1854 роцi у Лондонi лише за 5 днiв було виявлено 500 загиблих вiд

холери. Доктор Сноу, дослiдивши кiлькiсть померлих та локацiї цих нещасних

випадкiв, подiлив карту Лондона на частини, в кожнiй з яких була своя система

подачi води, таким чином створивши дiаграму Вороного.
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Пiсля цього виявилось, що майже усi смертi були в частинi, яка знаходилась пiд

постачанням води з насосу на Броад стрит, Сохо. Прибравши ручку з насосу,

кiлькiсть смертельних випадкiв була значно зменшена, i епiдемiя швидко зни-

кла.

Як потiм виявилось за словами iнженерiв, погано збудований водостiк по-

стiйно отруював воду в насосi.

4.2 Контроль штучного iнтелекту

Як змусити штучний iнтелект знайти найближчу аптечку, з’ясувати,де бiльше

всього противникiв, до того ж знайти найкоротший шлях? З цим допоможе

впровадження концепту дiаграм Вороного у програму.

● Найближча аптечка :

Рис. 15: [7]
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На малюнку зверху визначена дiаграма Вороного, де кожен сайт - мiсцезна-

ходження аптечки у всесвiтi, де рухається умовний штучний iнтелект(будемо

скорочено позначати його ШI). До ШI надiйшла команда - знайти аптечку i

скористатись нею або ж вiн загине. Час обмежений, тобто йому не пiдходить

будь-яка аптечка на картi, а лише найближча до нього. Дiаграма Вороного,

однак, не дає точний шлях до того чи iншого сайту, проте може дуже швидко

надати iнформацiю про найближчий, знаючи, в якому саме "сусiдствi"(клiтинi

Вороного) знаходиться ШI

Також, маючи знання про ребра дiаграми, ШI може визначити сусiдськi клiтин

та потiм, якщо з якихось причин аптечка в першiй клiтинi не була знайдена,

з’ясувати чи є вона в наступнiй найближчiй частини дiаграмi на заданiй картi.

● Найбезпечнiший шлях : Нехай замiсть аптечок у побудованiй дiаграмi

будуть пости ворогiв. Тепер задача перед ШI поставлена так - знайти найне-

безпечнiший шлях мiж заданими точками А i Б. Найбiльш популярний спосiб у

розробцi iгор для проходження графу - використовувати A* алгоритм. Оскiль-

ки дiаграма Вороного - граф, використавши цей алгоритм ШI зможе винайти

найкращий шлях, а трохи планування наперед з цим допоможе.

Рис. 16: [7] Рис. 17: [7]

Нехай, кожне ребро дiаграми буде мiстити у собi iнформацiю про вiдстань вiд
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ребра до "ворожих постiв"i додавати все це в один параметр. Вибираючи ребра з

найбiльшим параметром та користуючись А* алгоритмом,ШI може сформувати

найнебезпечнiший шлях. Таким чином впровадження дiаграми Вороного до ШI

може полегшити обчислення деяких базових функцiй штучного iнтелекту.

Рис. 18: [7]
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5 Практична частина

5.1 Задача №1.

Задано точки множини P ∶ A(2; 6),B(4; 2),C(7; 1),D(10; 10)

1. Написати рiвняння берегової лiнiї при проходженнi прямої-прибиральника

через точку B;

2. Знайти координати вершин дiаграми Вороного на множинi P;

3. Описати рiвняння ребер, що описують клiтину, в якiй знаходиться сайт B;

4. Виписати рiвняння найбiльшого порожнього кола, що мiстить сайт D;

Розв’язання

1. Оскiльки пряма-прибиральник проходить через точку B(4; 2)⇒

ly = 2.

y =
1

2(piy − 2)
((x − pix)

2 + p2iy − 4)

Парабола βA:

y =
1

8
((x − 2)2 + 32)

Парабола βB:

y =
1

16
((x − 10)2 + 96)
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Точки перетину парабол βA та βB:

1

8
((x − 2)2 + 32) =

1

16
((x − 10)2 + 96)

2(x − 2)2 = (x − 10)2 + 32

2x2 − 8x + 8 = x2 − 20x + 100 + 32

x2 + 12x − 124 = 0

D = 144 + 496 = 640

x
′

1,2 = −6 ± 4
√
10

⇒

x
′

= −6 + 4
√
10

Отже, рiвняння берегової лiнiй при проходженнi прямої-прибиральника

через сайт B матиме вигляд:

y =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x ≤ −6 + 4
√
10⇒ 1

8((x − 2)2 + 32)

x ≥ −6 + 4
√
10⇒ 1

16((x − 10)2 + 96)

2. Вiзьмемо два вектори
Ð→
AB(10− 2; 10− 6) та

Ð→
AB(4− 2; 2− 6)⇒

Ð→
AB(8; 46) та

Ð→
AB(2;−4).

Порахуємо скалярний добуток мiж цими двома векторами:

⟨AD;AB⟩ = 8 ∗ 2 − 4 ∗ 4 = 0⇒△ABD - прямокутний трикутник.

Навколо прямокутного трикутника можна описати коло ⇒ всi вершини

трикутника будуть лежати на цьому колi.

Трикутник ABD вписаний в коло ⇒ V or(P ) має лише одну вершину V ,

яка лежить на центрi 0(7; 6) гипотенузи BD.

V ∶ (7,6)
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3. Проведемо прямi перпендикулярно вiдрiзкам AD,AB,BC,CD.

Це будуть ребра нашої дiаграми.

Вiдiлимо два променi, якi оточують сайт B, та позначимо їх l та k. Позна-

чимо на них точки L(1; 3) та K(6; 3) вiдповiдно.

А тепер знайдемо рiвняння цих променiв по двум точкам - для l: V (7; 6), L(1; 3)

та для k: V (7; 6),K(6; 3)

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

l ∶ x−76 =
y−6
3 ⇒ y = x+5

2

k ∶ x−71 =
y−6
3 ⇒ y = 3x − 15

Це i будуть рiвняння ребер, що оточують клiтину, в якiй мiститься сайт

B.
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4. Точка - вершина дiаграми Вороного⇔ найбiльше порожнє коло з центром

в нiй має ≥ 3 точок на своїх границях.

Точка V (7; 6) - вершина V or(P )⇒ сайт D лежить на колi з центром в V

Радiус кола - половина гiпотенузи BD =
√
62 + 82 =

√
100 = 10⇒ R = 5)⇒

Рiвняння кола описаного навколо ABCD:

(x − 7)2 + (y − 6)2 = 25
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5.2 Задача №2.

Задано точки множини P ∶ A(1; 5),B(2; 9),C(10; 3),D(6; 1)

1. Написати рiвняння берегової лiнiї при проходженнi прямої-прибиральника

через точку D;

2. Знайти координати вершин дiаграми Вороного на множинi P;

3. Описати рiвняння ребер, що описують клiтину, в якiй знаходиться сайт A;

4. Виписати рiвняння найбiльшого порожнього кола, що мiстить сайт C;

Розв’язання

1. Оскiльки пряма-прибиральник проходить через точку D(6; 1)⇒

ly = 1.

y =
1

2(piy − 1)
((x − pix)

2 + p2iy − 1)

Парабола βA:

y =
1

8
((x − 1)2 + 24)

Парабола βB:

y =
1

16
((x − 2)2 + 80)

Парабола βC :

y =
1

4
((x − 10)2 + 8)
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Точки перетину парабол βA та βB:

1

8
((x − 1)2 + 24) =

1

16
((x − 2)2 + 80)

2x2 − 4x + 2 + 48 = x2 − 4x + 4 + 80

x2 = 34⇒

x
′

1,2 = ±
√
34

Точки перетину парабол βC та βB:

1

4
((x − 10)2 + 8) =

1

16
((x − 2)2 + 80)

4x2 − 80x + 400 + 32 = x2 − 4x + 4 + 80

3x2 − 76x + 348 = 0

D = 5776 − 3888 = 1600

x
′

1,2 =
76 ± 40

6
⇒

x
′

1 =
116

6
=
58

3
, x

′

2 = 6

y =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x ∈ (−
√
34;

√
34) 1

8((x − 1)2 + 24)

x ∈ (−∞;−
√
34] ∪ [

√
34; 6] ∪ [583 ;+∞) 1

16((x − 2)2 + 80)

x ∈ (6; 583 )
1
4((x − 10)2 + 8)

2.

det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 5 26 1

2 9 85 1

10 3 109 1

6 1 37 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= −40 < 0⇒
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⇒ точки ABCD не лежать на одному колi. Отже, триангуляцiя Делоне:

△ABD,△BCD

S =
1

2
det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 ax ay

1 bx by

1 cx cy

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

x0 =
1

4S
det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

x2a + y
2
a ay 1

x2b + y
2
b by 1

x2c + y
2
c cy 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
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y0 =
1

4S
det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

x2a + y
2
a ax 1

x2b + y
2
b bx 1

x2c + y
2
c cx 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

● △ABD:

S =
1

2
det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 5

1 2 9

1 6 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=
1

2
(−24) = −12

x0 =
1

−48
det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

26 5 1

85 9 1

37 1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=
−280

−48
= 5,83

y0 =
1

−48
det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

26 1 1

85 2 1

37 6 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=
−284

−48
= 5,92

V1(5,83,5,92)- перша вершина дiаграми Вороного i центр описаного кола

навколо △ABD.
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● △BCD:

S =
1

2
det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 2 9

1 10 3

1 6 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=
1

2
(−24) = −20

x0 =
1

−80
det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

85 9 1

109 3 1

37 1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=
−480

−80
= 6

y0 =
1

−80
det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

85 2 1

109 6 1

37 10 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=
−480

−80
= 6

V2(6,6)- друга вершина дiаграми Вороного i центр описаного кола навколо

△BCD.

3. Спочатку знайдемо координати середини вiдрiзка AB та AD. ● для вiдрiз-

ку AB:

K(
1 + 2

2
;
5 + 9

2
)⇒K(1,5; 7)

● для вiдрiзку AD:

K(
1 + 6

2
;
5 + 1

2
)⇒ L(3,5; 3)

Через те, що ребра нашої дiаграми - серединнi перпендикуляри, якi пе-

ретворились на променi з вершин клiтин Вороного - ми можемо знайти

їх(ребра), використовуючи рiвняння прямих за двома точками. Для пер-

шого ребра -K(1,5; 7), V1(5,83,5,92) , а для другого - L(3,5; 3), V1(5,83,5,92).
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● для вiдрiзку V1K:

x − 5,83

1,5 − 5,83
=
y − 5,92

7 − 5,92
⇒

−
1.08(x − 5)

4,33
+ 5,92 = y

y = −0.25x + 7.17

● для вiдрiзку V1L:

x − 5,83

3,5 − 5,83
=
y − 5,92

3 − 5,92
⇒

2.92(x − 5)

2.33
+ 5,92 = y

y = 1.25x − 0.33
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4. Радiус кола, описаного навколо △BCD:

∣CV2∣ =
√
42 + 32 =

√
25 = 5

Найбiльше порожнє коло, що мiстить точку C - коло з центром у V2(6; 6),

описане навколо △BCD:

(x − 6)2 + (y − 6)2 = 25
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6 Висновок

В 2 роздiлi своєї курсової роботи я розглянула базовi поняття дiаграм Вороного

(2.1), теорем та їх доведення (2.2).

У роздiлi 3 було дослiдженно алгоритм Форчуна, а точнiше пояснено його

суть та прiоритет у використаннi над iншими алгоритмами. Також було дослi-

дженно контрольнi подiї цього алгоритму, якi вирiшують подальше обчислення

клiтин Вороного та дiаграми в цiлому (3.2).

Дiзналась, в яких бiльш прикладних задачах використовувались i викори-

стовуються зараз дiаграми Вороного. Так у роздiлi 4 я згадала про епiдемiю

Холери i про те, як можна покращити роботу штучного iнтелекту, лише засто-

сувавши базовi поняття пiдроздiлу обчислювальної геометрiї.

У роздiлi 5 використала набутi знання за перiод дослiдження теми своєї

курсової, вирiшивши задачi.
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