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Анотацiя

Метою роботи було дослiдження кiлькостi остовних дерев повного графа 𝐾𝑛,
огляд теореми Келi, коду Прюфера та їх застосування.
У роботi було розглянуто низку задач на застосування теореми Келi та коду
Прюфера у поєднаннi з комбiнаторним пiдходом до поставлених задач.
Також при розглядi алгоритму коду Прюфера були створенi програми на
мовi програмування Python для детальної вiзуалiзацiї процесу кодування та
вiдновлення дерев за допомогою коду Прюфера.
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1 Вступ

1.1 Актуальнiсть

Напевно, у сучасному свiтi не лишилося наук, що iснують самостiйно, не беру-
чи участi у розвитку iнших. Величезне надбання математичних напрацювань
використовується ледве не в усiх напрямках в тому чи iншому виглядi: роз-
дiл статистики активно використовується соцiологами, математичний аналiз
– фiзиками та економiстами, геометрiя – архiтекторами та iнженерами.
Отак i сучасна наука зацiкавлена в дослiдженнях пов’язаними з остовними
деревами та алгоритмами їх побудови насамперед через рiзноманiття галу-
зей застосування. Остовнi дерева мають численнi практичнi застосування,
очевидно, у сферi комп’ютерних наук, а саме, розробка ефективних маршру-
тизацiй в комп’ютерних мережах та телекомунiкацiйних системах. Але окрiм
цього, дослiдження остовних дерев має значний мiждисциплiнарний потен-
цiал, з можливiстю застосування в рiзних галузях, таких як фiзика, хiмiя,
бiологiя, економiка та соцiальнi науки.
Так остовнi дерева можуть допомогти з вирiшенням таких проблем, як плану-
вання оптимальних маршрутiв для транспортування товарiв та людей, опти-
мiзацiєю логiстичних мереж та ланцюгiв постачання, моделювання структури
бiологiчних мереж та аналiз соцiальних зв’язкiв та поширення iнформацiї в
онлайн-спiльнотах.
У цiй роботi розглянемо безпосередньо визначення та необхiдну для розумiн-
ня остовних дерев теорiю, питання їх кiлькостi для довiльного графа, а також
алгоритми побудови. Практичне дослiдження мiстить задачi та реалiзацiї у
форматi коду Python для кращого розумiння.

1.2 Мета дослiдження

1. Розглянути основнi означення та теоретичнi вiдомостi з теорiї графiв та
остовних дерев.

2. Опрацювати теорему Келi та код Прюфера — таким чином, дати вiдпо-
вiдь на питання щодо кiлькостi остовних дерев.
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3. Створити реалiзацiї алгоритмiв для кодування та вiдновлення дерев за
допомогою коду Прюфера на Python.

4. Оглянути та проаналiзувати основнi алгоритми побудови остовних дерев
на зважених та незважених графах.

5. Створити реалiзацiї алгоритмiв Прима та Крускала для побудови остов-
них дерев на Python.
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2 Основнi означення та теореми

2.1 Основнi означення з теорiї графiв

Почнемо iз введення основних означень з теорiї графiв, що знадобляться при
безпосередньому оглядi теми.

Означення 2.1.0.
Графом 𝐺 = (𝑉,𝐸) називається така пара впорядкованих множин 𝑉 i 𝐸, де
𝑉 — множина вершин, що є непорожньою i скiнченною, а 𝐸 — множина ре-
бер, що складається з невпорядкованих пар елементiв множини вершин.

Означення 2.1.1.
Простим неорiєнтованим графом 𝐺 є пара множин (𝑉,𝐸), де 𝐸 — довiль-
на пiдмножина множини 𝑉 (2)(𝐸 ⊆ 𝑉 (2)); позначають 𝐺 = (𝑉,𝐸). Елементи
множини V називають вершинами графа 𝐺, а множини 𝐸 — його ребрами.
Вiдповiдно 𝑉 — це множина вершин, а 𝐸 —- множина ребер графа 𝐺.

Рис. 2.1.1. Простий неорiєнтоаний граф з 6 вершинами

Означення 2.1.2.
Вершину 𝑣 i ребро 𝑒 називають iнцидентними, якщо 𝑣 – кiнець ребра 𝑒.

Означення 2.1.3.
Двi вершини графа називаються сусiднiми або сумiжними, якщо iснує ребро,
яке їх з’єднує. Два ребра називають сумiжними, якщо вони мають спiльну
вершину.
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Означення 2.1.4.
Циклом називається послiдовнiсть ребер 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘, в якiй всi ребра попар-
но рiзнi, а для кожного 𝑖 = 2, . . . , 𝑘− 1 один iз кiнцiв ребра 𝑒𝑖 є кiнцем ребра
𝑒𝑖−1, а iнший – кiнцем ребра 𝑒𝑖+1, i вiльнi кiнцi ребер 𝑒𝑘 та 𝑒1 також збiгаю-
ться.

Рис. 2.1.4. Приклад циклу

Означення 2.1.5.
Якщо зв’язний граф має лише один цикл, то вiн називається унiциклiчним.

Означення 2.1.6.
Цикл називається простим, якщо всi вершини у ньому попарно рiзнi.

Означення 2.1.7.
Граф 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1) називають пiдграфом графа 𝐺 = (𝑉,𝐸), якщо 𝑉1 ⊆ 𝑉 та
𝐸1 ⊆ 𝐸.

Означення 2.1.8.
Операцiя вилучення вершини 𝑣 iз графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) полягає у вилученнi з
множини 𝑉 елемента 𝑣, а з множини 𝐸 — усiх ребер, iнцидентних 𝑣.

Означення 2.1.9.
Операцiя вилучення ребра 𝑒𝑒 з графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) — це вилучення елемента
𝑒𝑒 з множини 𝐸. Усi вершини зберiгаються.

Означення 2.1.10.
Степенем 𝛿(𝑣) вершини 𝑣 називають кiлькiсть iнцидентних їй ребер. Верши-
ну 0 степеня називають iзольованою, а вершину 1 степеня — висячою.
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2.2 Дерева

Означення 2.2.1.
Дерево — це зв’язний ациклiчний граф.

Означення 2.2.2.
Деяке дерево 𝑇 графа 𝐺 будемо називати остовним, за умови, якщо 𝑇 є пiд-
графом 𝐺 та мiстить всi вершини графа 𝐺.

Означення 2.2.3.
Позначене дерево — це дерево, в якому кожнiй вершинi присвоєне унiкальне
значення. Вершини позначеного дерева на 𝑛 вершинах зазвичай позначаю-
ться першими 𝑛 натуральними числами: 1, 2, . . . 𝑛.

Рис. 2.2.3. Позначенi дерева для випадкiв 𝑛 ≤ 4

Враховуючи означення 2.2.1.-2.2.3., наведемо граф:

Рис. 2.2.1.-2.2.3. Приклад
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На довiльному графi 𝐺 маємо пiдграф 𝑇 , що водночас є деревом (зв’язний
ациклiчний граф), позначеним (кожна вершина мiстить унiкальне значення)
та остовним (мiстить всi вершини графа 𝐺) деревом.

Означення 2.2.4.
Кореневе дерево – дерево з вiдмiченою вершиною-коренем.

Означення 2.2.5.
Листом називають висячу вершину дерева.

Означення 2.2.6.
Висота кореневого дерева — це вiдстань вiд кореня до найвiддаленiшого ли-
ста.

Означення 2.2.7.
Гiлка дерева 𝑇 у вершинi 𝑥 — дерево з коренем 𝑥, породжене множиною всiх
нащадкiв вершини 𝑥.

Означення 2.2.8.
Лiс — це неорiєнтований граф без циклiв, тобто множина дерев. Iншими сло-
вами, лiс — це граф, в якому будь-якi два вузли з’єднанi не бiльше нiж одним
шляхом, i який не мiстить замкнених шляхiв — циклiв. Кожне з’єднане пiд-
дерево в лiсi називається деревом.

Теорема 2.2.1.
Якщо 𝐺 – дерево, то кiлькiсть ребер у ньому на 1 менше вiд числа вершин.

Теорема 2.2.2.
Будь-який зв’язний граф має остовне дерево.

Теорема 2.2.3.
У деревi будь-яка пара вершин з’єднана єдиним ланцюгом.
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Теорема 2.2.4.
При додаваннi до дерева будь-якого нового ребра утворюється цикл.

Теорема 2.2.5.
При видаленнi з дерева будь-якого ребра вiн перетворюється на незв’язний
граф.
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2.3 Додатковi означення

Додамо кiлька означень, що не стосуються напряму теорiї графiв, проте бу-
дуть необхiднi для роботи з остовними деревами.

Означення 2.3.1.
Вiдображення 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 називається бiєкцiєю(взаємно однозначною вiдпо-
вiднiстю), якщо для кожного елемента 𝑦 з множини 𝑌 iснує єдиний елемент
𝑥 з множини 𝑋 такий, що 𝑓(𝑥) = 𝑦.

Означення 2.3.2.
Вiдображення 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 є сюр’єктивним, якщо для кожного елемента 𝑦

з множини 𝑌 , iснує щонайменше один елемент 𝑥 з множини 𝑋 такий, що
𝑓(𝑥) = 𝑦.

Означення 2.3.3.
Вiдображення 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 є iн’єктивним, якщо для кожного елемента 𝑦

з множини 𝑌 iснує не бiльш як один елемент 𝑥 з множини 𝑋 такий, що
𝑓(𝑥) = 𝑦. Iнакше кажучи, 𝑓 є iн’єктивним, якщо з рiвностi 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥′) для
𝑥 та 𝑥′ з 𝑋 випливає рiвнiсть 𝑥 = 𝑥′.
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3 Код Прюфера. Теорема Келi.

3.1 Код Прюфера.

Означення 3.1.1.
Код Прюфера для дерева – це послiдовнiсть 𝑥(𝑇 ) = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), елемен-
тами якої є вершини дерева.

Алгоритм побудови коду Прюфера:
Нехай 𝑇 є дерево з вершинами, пронумерованими числами {1, 2, . . . , 𝑛}. По-
будова послiдовностi Прюфера для дерева 𝑇 ведеться шляхом послiдовного
видалення вершин з дерева, поки не залишаться тiльки двi вершини.

1. Вибирається висяча вершина 𝑘 з найменшим номером.
2. В послiдовнiсть записується номер вершини 𝑚, з якою з’єднана вершина
𝑘.
3. Вершина 𝑘 видаляється.
4. Якщо лишається лише 2 вершини, отримано код Прюфера; якщо бiльше –
повторюються кроки 1-3 на вершинах, що лишилися.

В результатi отримується послiдовнiсть (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛−2), складена з чисел {1, 2, . . . , 𝑛}.

Розглянемо приклад:

Довiльний граф, який ми спробуємо закодувати

13



Рис. 3.1.1. Алгоритм коду Прюфера на графi

Оберемо висячу вершину з найменшим номером — 4. Видаляємо її i записуємо
номер сумiжної — 3. Для наступного кроку висячою вершиною з найменшим
номером буде 3, тодi видалимо її i запишемо 2. Повторивши цi кроки до тих
пiр, поки не залишиться 2 вершини, отримаємо код Прюфера.
Запишемо його: 3, 2, 1, 1, 1

З алгоритму побудови коду Прюфера випливає, що вершина дерева степе-
ня 𝑑 зустрiчається в кодi Прюфера рiвно 𝑑− 1 раз (у зазначеному прикладi:
4 – степiнь вершини 1, а в кодi Прюфера 1 зустрiчається 3 рази). З цього
випливає твердження про число позначених дерев з 𝑛 вершинами – теорема
Келлi.
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3.2 Декод коду Прюфера.

Насправдi зворотня операцiя – побудова дерева з послiдовностi Прюфера
𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛−2) – також можлива. Розглянемо вiдповiдний алгоритм та
приклад.

1. Будується список вершин графа 𝑠 = (1, . . . , 𝑛).
2. Вибирається перший номер 𝑖1, який не зустрiчається в послiдовностi 𝑝.
3. Додається ребро (𝑖1, 𝑝1).
4. Видаляється 𝑖1 з 𝑠 i 𝑝1 з 𝑝.
5. Процес повторюється до того моменту, коли послiдовнiсть 𝑝 стає поро-
жньою.
У цей момент список 𝑠 мiстить рiвно два числа 𝑖𝑛−1 i 𝑛. Залишається додати
ребро (𝑖𝑛−1, 𝑛), i дерево побудовано.

Вiдновимо дерево за отриманим кодом у 3.1.
Отриманий код Прюфера: 3, 2, 1, 1, 1. Залишкове ребро: (1, 7).
Отриманий список має довжину 5, отже список вершин для вiдновлення де-
рева: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Рис. 3.2.1. Вiдновлення дерева за кодом Прюфера

Позначимо залишкове ребро та всi вершини для вiдновлення графа. Оберемо
вершину, якої нема в кодi Прюфера, з найменшим номером — 4, та поєднає-
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мо її з вершиною, яка є першою в кодi Прюфера — 3. Маємо утворене ребро
(3,4), при цьому, видаляємо вiдповiдно 3 з послiдовностi коду Прюфера та 4
з наявних вершин.
Наступна вершина з найменшим номером, якої нема в кодi Прюфера — 3
(оскiльки ми видалили її з послiдовностi). З’єднаємо її з першою вершиною
в оновленому кодi — 2. Отримали ребро (2,3), а вершини 2 i 3 видаляємо з
вiдповiдних послiдовностей. Повторюємо операцiю до спустошення обох по-
слiдовностей — повного вiдновлення графу.
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3.3 Теорема Келi.

Теорема 3.2.1.
Теорема Келi : Число позначених дерев з 𝑛 вершинами дорiвнює 𝑛𝑛−2.

У контекстi остовних дерев, можемо говорити про те, що кiлькiсть остов-
них дерев повного графа 𝐾𝑛 визначатиметься числом 𝑛𝑛−2.

Доведень теореми Келi iснує кiлька: серед них доведення через рекурсiю або
ж методом подвiйного рахунку. Але, напевно, найбiльш вдалим та елеган-
тним буде доведення через проведення взаємнооднозначної вiдповiдностi: ко-
жне остовне дерево може бути закодоване за допомогою коду Прюфера, який
є послiдовнiстю довжиною 𝑛− 2, складеною з 𝑛 чисел.

△ Доведення: Запишемо вершини графа (𝐾𝑛) як {1, 2, . . . , 𝑛}. Побудуємо
взаємнооднозначне вiдображення мiж остовними деревами 𝐾𝑛 i послiдовно-
стями довжини 𝑛− 2, де кожний елемент є натуральним числом вiд 1 до 𝑛.
Для доведення теореми цього достатньо, адже при пiдрахунку за комiбна-
торним правилом добутку, таких послiдовностей матимемо 𝑛𝑛−2.
Припустимо, що 𝑇 – дерево на вершинах {1, 2, . . . , 𝑛}. Поставимо цьому де-
реву послiдовнiсть 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛−2 коду Прюфера цього дерева вiдповiдно.

Для доведення в обидвi сторони, побудуємо зворотну вiдповiднiсть. Iснує по-
слiдовнiсть 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛−2 з елементами з {1, 2, . . . , 𝑛}. Враховуючи, що ко-
жна вершина 𝑝 степеня 𝑑 зустрiчається у послiдовностi дерева 𝑇 рiвно 𝑑˘1

раз (випливає з побудови кода Прюфера), можемо сказати, що вершини, яких
нема в послiдовностi, є висячими.
Почнемо з вибору вершини 𝐿1 з найменшим номером i сполучимо її ребром
з 𝑝1, пiсля чого видалимо 𝐿1 з послiдовностi номерiв: 𝑉1 = 𝑉 ∖ {𝐿1}. Тепер
виберемо вершину 𝐿2 ∈ 𝑉1 з найменшим номером, яка не зустрiчається у по-
слiдовностi 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛−2, з’єднаємо 𝐿2 з 𝑝2 i покладемо 𝑉2 = 𝑉1 ∖ {𝐿2}.
Повторимо таку операцiю 𝑛 − 2 рази. Ми використаємо всю послiдовнiсть i
проведемо 𝑛− 2 ребра. Таким чином залишиться безлiч 𝑉𝑛−2 з двох вершин
i одне непроведене ребро дерева 𝑇 .
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Двi вершини з 𝑉𝑛−2 потрiбно сполучити ребром: їхнi степенi в даному графi
дорiвнюють кiлькостi входжень цих вершин у послiдовнiсть 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛−2,
тобто, на 1 менше, нiж їхнiй степiнь в деревi 𝑇 . △

Пiдсумовуючи, можемо говорити про те, що:

• Кожний код Прюфера є унiкальним i визначає одне дерево. Оскiльки код
Прюфера для дерева з 𝑛 вершинами має довжину 𝑛−2 i кожний елемент
може бути будь-якою з 𝑛 вершин, то кiлькiсть можливих кодiв Прюфера
дорiвнює 𝑛𝑛−2.

• Оскiльки кожний код Прюфера однозначно визначає дерево, то кiлькiсть
рiзних дерев з 𝑛 вершинами також дорiвнює 𝑛𝑛−2.
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4 Задачi та практична частина Python.

4.1 Задача 1

Чи може зв’язний граф мати рiвно два остовних дерева?

У випадку, коли деякий граф є деревом, для нього iснуватиме лише 1 остовне
дерево. Iнакше, кiлькiсть остовних дерев визначатиметься довжиною просто-
го циклу, оскiльки при видаленнi якогось 1 ребра з циклу, граф залишати-
меться зв’язним, в той час, як видалення ребра, що не є частиною простого
циклу, призведе до утворення лiсу. Мiнiмальна довжина циклу — 3. Отже,
кiлькiсть остовних дерев може дорiвнювати 1, 3, 4, 5,. . . , але не 2.

4.2 Задача 2

Чому дорiвнює кiлькiсть позначених дерев з 𝑛 > 𝑚 вершинами, де степiнь
вершини 1 дорiвнює 𝑚?

𝐶𝑚−1
𝑛−2 способiв позицiй для номера вершини 1, оскiльки довжина послiдов-

ностi коду Прюфера на 2 менше за кiлькiсть вершин, а степiнь вершини на 1
бiльша за кiлькiсть входжень цiєї вершини в код Прюфера.
Залишається 𝑛−𝑚−1 позицiй в кодi Прюфера для номеру будь-якої верши-
ни, окрiм 1.
Тодi враховуючи всi вершини, крiм 1, маємо (𝑛− 1)𝑛−𝑚−1 заповнень цих по-
зицiй.
Звiдси маємо 𝐶𝑚−1

𝑛−2 · (𝑛− 1)𝑛−𝑚−1 позначених дерев.

4.3 Задача 3

Нехай 𝑛 та 𝑘 — натуральнi числа 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Скiльки iснує остовних дерев
на [𝑛], у яких перша i друга вершина з’єднанi шляхом довжини 𝑘 − 1.

Забираючи 1 та 2 вершину, матимемо 𝐶𝑘−2
𝑛−2 варiантiв обрати 𝑘 − 2 верши-

ни серед 𝑛− 2.
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Пiсля того, як ми вибрали 𝑘 − 2 вершини, потрiбно врахувати те, що вони
можуть бути в рiзних послiдовностях, формуючи шлях. Кiлькiсть перестано-
вок — (𝑘 − 2)!.
Таким чином маємо 𝐶𝑘−2

𝑛−2 · (𝑘 − 2)! = (𝑛−2)!
(𝑛−𝑘)! шляхiв довжини 𝑘 − 1

Оскiльки кожний код Прюфера визначає позначене дерево, знайдемо кiль-
кiсть кодiв Прюфера для графiв, що мiститимуть потрiбний нам шлях, вра-
ховуючи вже, що ми маємо 𝑛−𝑘 вершин для цього (не враховуємо 𝑘 вершин,
що є в шляху): 𝑘𝑛𝑛−𝑘−1 За правилом множення отримаємо:

𝑘𝑛𝑛−𝑘−1 · (𝑛− 2)!

(𝑛− 𝑘)!

4.4 Задача 4

Скiльки iснує кореневих позначених дерев з 𝑛 вершинами, де вершина 𝑛 є
листом i не є коренем?

Вiдкинемо вершину, що є листом i не є коренем. Тепер маємо позначене дере-
во з 𝑛−1 вершинами, за формулою Келi таких дерев матимемо (𝑛−1)(𝑛−1)−2.
Пiсля цього, повернемо вершину, яку ми заюрали на початку: до кожної з цих
вершин (𝑛− 1) ми можемо додати ранiше прибраний лист 𝑛 та кожна з них
(𝑛− 1) може бути коренем. Враховуючи це, таких дерев матимемо:

(𝑛− 1)𝑛−3 · (𝑛− 1) · (𝑛− 1) = (𝑛− 1)𝑛−1

4.5 Задача 5

Скiльки iснує кореневих позначених дерев з 𝑛 вершинами, де вершини 𝑛, 𝑛−
1, . . . 𝑛− 𝑘 + 1 є листами та не є коренями?

Задача 5 є узагальненням задачi 4.
Маємо 𝑘 листiв, що не є коренями. Як i за логiкою задачi 4, приберемо їх.
Тодi число позначених дерев з 𝑛− 𝑘 вершинами є (𝑛− 𝑘)(𝑛−𝑘)−2 за теоремою
Келi.
Врахуємо, що будь-яка вершина може бути коренем — (𝑛− 𝑘).
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Та, повертаючись до графа з усiма вершинами, додамо листи, якi ранiше при-
брали для обчислення позначених дерев — (𝑛− 𝑘)𝑘.
Отримаємо: (𝑛− 𝑘)(𝑛−𝑘)−2(𝑛− 𝑘)(𝑛− 𝑘)𝑘 = (𝑛− 𝑘)𝑛−1

4.6 Задача 6

Доведiть, що при 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 1 виконується рекурентне спiввiдношення

ℱ𝑘−1
𝑛 = 𝑛ℱ𝑘

𝑛

Кореневе дерево будемо обходити за напрямком вiд кореня назовнi.
Щоб довести спiввiдношення, побудуємо вiдображення мiж множинами ℱ𝑘−1

𝑛

та ℱ𝑘
𝑛 .

Можемо взяти лiс, що мiстить 𝑘 − 1 дерево, знайдемо в ньому вершину 𝑘,
заберемо її. Всi ребра та вершини, якi сполучалися з графом через цю вер-
шину, винесемо як окреме кореневе дерево.
У всiх випадках, крiм одного, вийде дерево з ℱ𝑘

𝑛 .
Винятком є випадок, коли гiлка забрана вiд першого дерева i при цьому вона
мiстить вершину 𝑛. Тодi помiняємо мiтки 1 i 𝑘 мiсцями.
Дослiдимо кiлькiсть прообразiв, що має довiльний лiс з ℱ𝑘

𝑛 .
Щоб побудувати прообраз лiсу, вiзьмемо в ньому 𝑘-е дерево i доєднаємо до
якоїсь з вершин першого, другого, ..., (𝑘 − 1)-го дерева(у всiх тих випадках,
де не було корекцiї).
У прообразах, де вiдбулась корекцiя, доєднаємо перше дерево до будь-якої
вершини 𝑘-го дерева i при цьому помiняємо мiтки 1 i 𝑘.
Таким чином, з будь-якої з 𝑛 вершин можна побудувати прообраз.
Тобто ℱ𝑘−1

𝑛 = 𝑛ℱ𝑘
𝑛 .

4.7 Задача 7

Доведiть, що кiлькiсть лiсiв, з вершинами в множинi [𝑛], якi складаються з
𝑘 кореневих дерев, дорiвнює 𝐶𝑘−1

𝑛−1𝑛
𝑛−𝑘.
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Маємо лише один лiс з 𝑛− 1 деревами.
Рiвнiсть з задачi 6 ℱ𝑘−1

𝑛 = 𝑛ℱ𝑘
𝑛 застосуємо кiлька разiв. Отримаємо ℱ𝑘

𝑛 =

𝑛𝑛−𝑘−1.
Кiлькiсть лiсiв, де вершина 𝑛 є в будь-якому деревi, окрiм першого, дорiвнює
ℱ𝑘

𝑛 .
Отже, кiлькiсть лiсiв без обмежень на вершину 𝑛: 𝑘𝑛𝑛−𝑘−1.
Кiлькiсть виборiв коренiв для 𝑘 дерев з 𝑛 вершин: 𝐶𝑘

𝑛.
Тодi матимемо кiлькiсть лiсiв: 𝐶𝑘

𝑛𝑘𝑛
𝑛−𝑘−1 = 𝐶𝑘−1

𝑛−1𝑛
𝑛−𝑘.
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4.8 Кодування та вiдновлення дерев кодом Прюфера на

Python

Алгоритм коду Прюфера — як прямий, так i обернений декод — є нетиповим
та цiкавим, тому одним з завдань цiєї роботи стало написання практичної
зрозумiлої вiзуалiзацiї для обох операцiй кодування та вiдновлення.

Кодування дерев кодом Прюфера на Python

1 def prufer_code(graph):

2 code = []

3 G = graph.copy()

4 plot_graph(G)

5 while len(G.nodes) > 2:

6 leaves = sorted(node for node in G.nodes if G.degree(node) == 1)

7 leaf = leaves [0]

8 neighbor = next(G.neighbors(leaf))

9 code.append(neighbor)

10 G.remove_node(leaf)

11 plot_graph(G)

12 return code

Вивiд: вiзуалiзацiя покрокового видалення кожної вершини.

Та вiдповiдно кiнцевий код Прюфера для графа, заданого на початку.
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Вiдновлення дерев за наявним кодом Прюфера на Python

1 def prufer_to_tree(prufer_code , initial_edge):

2 vertices = len(prufer_code) + 2

3 vertex_set = set(range(1, vertices + 1))

4

5 G = nx.Graph ()

6 G.add_nodes_from(vertex_set)

7 G.add_edge (* initial_edge)

8

9 degree = {i: 1 for i in vertex_set}

10 for node in prufer_code:

11 degree[node] += 1

12

13 for node in prufer_code:

14 for v in vertex_set:

15 if degree[v] == 1:

16 G.add_edge(node , v)

17 degree[node] -= 1

18 degree[v] -= 1

19 vertex_set.remove(v)

20 break

21

22 u, v = vertex_set

23 G.add_edge(u, v)

24

25 return G

Вивiд: вiзуалiзацiя поступового вiдновлення дерево з кожним кроком деко-
дування коду Прюфера.
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5 Алгоритми побудови остовних дерев

Говорячи про остовнi дерева, можна розглядати не тiльки питання їхньої
кiлькостi для деякого графа, а й безпосередньо процес побудови. Оглянемо
декiлька основних алгоритмiв, а також їхнi властивостi, переваги та недолiки.

5.1 Пошук в ширину та вглиб

Алгоритми пошуку в ширину та вглиб є доволi популярними алгоритмами
пошуку на графах та, в тому числi, часто використовуються для побудови
остовних дерев.

Пошук в ширину

Кроки BFS-алгоритму (Breadth-First-Search – пошук в ширину)

1. Починаємо з довiльної вершини 𝑣. Включаємо вершину 𝑣 у чергу.

2. Розглянути вершину, яка перебуває на початку черги; деяка вершина 𝑘.
Якщо для всiх вершин, сумiжних iз вершиною 𝑘, уже визначено BFS-
номери, то перейти до кроку 4, iнакше - до кроку 3.

3. Нехай {𝑘, 𝑛} - ребро, у якому номер BFS(𝑛) не визначено. Позначити
це ребро потовщеною суцiльною лiнiєю, визначити BFS(𝑛) як черговий
BFS-номер, включити вершину у чергу й перейти до кроку 2.

4. Виключити вершину 𝑘 iз черги. Якщо черга пуста, то зупиняємось.

Розглянемо приклад BFS-алгоритму на графi 2.1.1.
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Обхiд починаємо з вершини 1 та обходимо всi сумiжнi – 3, 5, 6. Коли вони
пройденi, спускаємось на вершину 3 – проходимо всi сумiжнi з нею – 2, 4.
Таким чином, вже на даний момент маємо всi вершини початкового графу
задiяними в деревi, а кiлькiсть ребер 5 = 6 − 1 = 𝑛 − 1. Тож мiнiмальне
остовне дерево знайдене.

Пошук в глибину

1. Починаємо з довiльної вершини 𝑣. Включаємо цю вершину в чергу.

2. Розглянемо вершину у верхiвцi стеку: нехай це вершина 𝑥. Якщо всi ре-
бра, iнцидентнi вершинi 𝑥, позначено, то перейти до кроку 4, iнакше —
до кроку 3.

3. Нехай {𝑥, 𝑦} — непозначене ребро. Якщо DFS(𝑦) уже визначено, то позна-
чити ребро {𝑥, 𝑦} штриховою лiнiєю та перейти до кроку 2. Якщо DFS(𝑦)
не визначено, то позначити ребро {𝑥, 𝑦} потовщеною суцiльною лiнiєю,
визначити DFS(𝑦) як черговий DFS-номер, включити цю вершину в стек
i перейти до кроку 2.

4. Вилучаємо вершину 𝑥 зi стеку. Якщо стек порожнiй, то зупиняємось,
iнакше — переходимо до кроку 2 для повторення.

Розглянемо приклад DFS-алгоритму також на графi 2.1.1.
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Обхiд починаємо з вершини 1 та «спускаємося» вглиб до 3. Таким чином
потрiбно спускатися допоки не дiйдемо до висячої вершини, або ж в нашому
випадку, допоки не обiйдемо всi вершини. Якщо вiдбувається спуск у висячу
вершину, а також є незадiянi вершини, ми повертаємось на вершину, з якої
починали, та спускаємось вниз аналогiчно. Таким чином, маємо всi вершини
початкового графу задiяними в деревi, а кiлькiсть ребер 5 = 6 − 1 = 𝑛 − 1.
Тож мiнiмальне остовне дерево знайдене.

Аналiз BFS та DFS алгоритмiв для знаходження остовних дерев

При використаннi алгоритмiв BFS та DFS для пошуку мiнiмальних остовних
дерев, перед нами постають як i переваги цих методiв, так i недолiки. Пере-
вагою насамперед є простота та зрозумiлiсть алгоритмiв пошуку в ширину
та в глибину. Проте при застосуваннi цих теоретичних знань на практицi
(наприклад, питання логiстики та перевезень), стає очевидним дуже суттє-
вий недолiк: велика вiдстань мiж вершинами, особливо у випадку пошуком
вглиб, оскiльки тодi отриманi дерева будуть "довгими"та "глибокими".
Отже, потрiбний алгоритм, що дозволить знаходити мiнiмальне остовне де-
рево з меншими вiдстанями мiж вершинами, нiж це роблять алгоритми DFS
та BFS.
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5.2 Постановка проблеми. Жадiбнi алгоритми.

У попередньому пунктi було згадано про непрактичнiсть алгоритмiв пошуку
вширину та вглиб на реальних проблемах та задачах. Часто, говорячи про
практичнi питання логiстики чи прокладення шляхiв, оптимiзацiй маршруту,
можна говорити й про "вартiсть"переправлення мiж пунктами. Перекладаю-
чи цю проблему на математичну мову, наша задача зводиться до знаходження
найменшого остовного дерева з врахуванням ваг на ребрах графа. Для цього
введемо означення зваженого графа.

Означення 5.2.1.
Зважений граф — це граф, у якому кожне ребро асоцiйоване з певною чи-
словою вагою.

Рис. 5.2.1. Зважений граф

Покладемо, що кожний пункт, що потрiбно вiдвiдати пiд час перевезень —
вершини графа, ребра — шляхи, що сполучають пункти, а вiдповiдно ваги на
ребрах — "вартiсть"перевезення. Метою поставимо оптимiзацiєю планування
шляху таким чином, щоби вiдвiдати всi пункти, проте вартiсть подорожi бу-
ла мiнiмальною. Таким чином, зводимо задачу до знаходження мiнiмального
остовного дерева на деякому графi.

Означення 5.2.1.
Мiнiмальне остовне дерево — це пiдграф зв’язного, зваженого графа, що мi-
стить всi його вершини та має мiнiмальну сумарну вагу ребр.

29



Зважаючи на опитмiзацiйну умову про мiнiмальну суму вагiв ребр, у ви-
рiшеннi поставленої проблеми варто звертати увагу на жадiбнi алгоритми
— алгоритми, що при виборi наступного ребра для включення в мiнiмальне
остовне дерево завжди обирають ребро з найменшою вагою, яке не утворює
циклу з вже включеними ребрами.
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5.3 Алгоритм Прима

Алгоритм Прима будує мiнiмальне остовне дерево (MST), починаючи з однi-
єї вершини i поступово додаючи до дерева найменше ребро, яке з’єднує вже
включену вершину з будь-якою iншою вершиною, що ще не включена в де-
рево.

1. Виберемо будь-яку вершину як початкову.

2. Знайдемо ребро з найменшою вагою, яке з’єднує включену вершину з
невключеною.

3. Додаймо це ребро i вiдповiдну вершину до MST.

4. Повторимо кроки 2-3, доки всi вершини не будуть включенi в MST.

Алгоритм Прима для пошуку мiнiмального шляху

Маємо початкову точку вiдправлення вантажiвки — 0, та 6 складiв, де має
побувати водiй та забрати вантаж. Значення мiж складами — вiдповiдна вiд-
стань в умовних одиницях. Оптимiзацiйна проблема в такому випадку — по-
будова найкоротшого шляху, без циклiв (нема сенсу приїжджати в один i
той же склад двiчi), з найменшою витратою часу та бензину — тобто через
найкоротшi можливi шляхи. Побудуємо маршрут, використовуючи алгоритм
Прима.
Точка вiдправлення — 0, отже обираємо її за початкову вершину. Можливi
варiанти проходу (в дужках — ваги): до вершин 1(3), 3(7), 4(8). Мiнiмальним
є шлях до складу 1, тож вiдправляємось туди. Зi складу 1 можемо вирушити
або до складу-вершини 2(1), або 3(4). Обираємо мiнiмальний шлях до вер-
шини 2. З вершини 2 маємо лише шлях до вершини 3, тож обираємо його.
З складу-вершини 3 маємо 3 шляхи, проте 2 з них утворюватимуть цикл i
не є найбiльш оптимальними, тож, фактично, шлях один — до вершини 4(3).
Таким чином, нам вдалося прокласти шлях з вiдправочного пункту до усiх
складiв з мiнiмальною витратою часу та бензину.
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Оцiнка алгоритму Прима

Часова оцiнка алгоритму Прима залежить вiд його реалiзацiї.
Говорячи про найпростiшу реалiзацiю звичайною чергою, можемо говорити
про складнiсть 𝑂(𝑉 2):

• Iнiцiалiзацiя черги займатиме 𝑂(𝑉 ), 𝑉 — кiлькiсть вершин.

• Знаходження ребра з мiнiмальною вагою — 𝑂(𝑉 2), оскiльки ми повто-
рюємо операцiю для кожної з 𝑉 вершин, де будь-яка з цих вершин в
найгiршому випадку може мати 𝑉 − 1 ребер.

• Таким чином, складаючи загальну часову складнiсть, отримаємо: 𝑂(𝑉 2+

𝑉 𝐸) = 𝑂(𝑉 2), 𝐸 ≤ 𝑉 − 1.

Для покращення оцiнки i зменшення часової складностi алгоритму При-
ма, можемо реалiзувати його на основi бiнарної купи. Тодi:

• Iнiцiалiзацiя черги займатиме 𝑂(𝑉 ), 𝑉 — кiлькiсть вершин.
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• Знаходження мiнiмуму у бiнарнiй купi — 𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑉 ), а оскiльки ми повто-
рюємо операцiю 𝑉 разiв — 𝑂(𝑉 𝑙𝑜𝑔𝑉 ).

• Виконуючи оновлення на кожному кроцi для кожного ребра отримаємо
складнiсть 𝑂(𝐸𝑙𝑜𝑔𝑉 ), 𝐸 — кiлькiсть ребер.

• 𝑂(𝑉 ) опустимо як константу, тодi: 𝑂(𝑉 𝑙𝑜𝑔𝑉 + 𝐸𝑙𝑜𝑔𝑉 ) = 𝑂(𝐸𝑙𝑜𝑔𝑉 )

33



Реалiзацiя алгоритму Прима на Python

1 def prim_mst(graph , pos):

2 start_node = list(graph.nodes())[0]

3 visited = set([ start_node ])

4 edges = [(data[’weight ’], start_node , to) for to, data in graph[

start_node ].items ()]

5 heapq.heapify(edges)

6 mst = []

7 step = 1

8

9 while edges:

10 weight , frm , to = heapq.heappop(edges)

11 if to not in visited:

12 visited.add(to)

13 mst.append ((frm , to , weight))

14 visualize_mst_step(graph , mst , pos , step)

15 step += 1

16 for to_next , data in graph[to].items():

17 if to_next not in visited:

18 heapq.heappush(edges , (data[’weight ’], to, to_next))

19

20 return mst

Вивiд: вiзуалiзацiя алгоритму.

Повний код з частиною вiзулiзацiї та вводу даних у додатку.
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5.4 Алгоритм Крускала

Алгоритм Крускала будує мiнiмальне остовне дерево (MST), сортує всi ребра
за зростанням ваги i покроково додає ребра до MST, не утворюючи цикли.

1. Вiдсортуємо всi ребра графа за зростанням ваги.

2. Почнемо з порожнього остовного дерева.

3. Виберемо найменше ребро i додаймо його до MST, якщо це не утворює
циклу.

4. Повторимо крок 3, доки MST не мiстить 𝑉 − 1 ребер, де 𝑉 — кiлькiсть
вершин у графi.

Алгоритм Крускала для пошуку мiнiмального шляху

Використаємо ту ж задачу, на якiй було показано алгоритм Прима. Єдина
вiдмiннiсть полягатиме в тому, що точкою вiдправлення може слугувати будь-
який склад — вантажiвка є на кожному складi i вона має заїхати в кожний
та забрати звiдти вантаж.
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Випишемо всi ребра у вiдсортованому порядку за вагами в дужках: 1-2(1),
2-3(2), 1-0(3), 3-4(3), 1-3(4), 0-3(7), 0-4(8).
У нашому випадку, можемо впорядковано додати першi 𝑉 −1 ребер у потрiбне
остовне дерево, оскiльки цi ребра не утворюватимуть циклу i таким чином
ми отримаємо дерево, що мiстить всi вершини-склади з мiнiмальними вагами
на ребрах. У цьому випадку, вантажiвка може виїхати або зi складу 0, або зi
складу 4, щоб оптимально зiбрати вантаж з кожного.

Оцiнка алгоритму Крускала

Оцiнити алгоритм можемо покроково, враховуючи складнiсть кожного етапу.

• Спочатку сортуємо 𝐸 ребр за вагами. Бiльшiсть алгоритмiв сортування,
такi як Quick sort, Heap sort або Merge sort виконуватимуть сортування
за 𝑂(𝐸𝑙𝑜𝑔𝐸).

• Знаходження та об’єднання на 𝑉 вершинах займатиме 𝑂(𝛼(𝑉 )), для 𝐸

ребер — 𝑂(𝐸𝛼(𝑉 )).

• Загальна часова складнiсть: 𝑂((𝐸) log𝐸), оскiльки у 𝑂(𝐸𝛼(𝑉 )) функцiя
𝛼(𝑉 ) зростає дуже повiльно — настiльки, що ми можемо враховувати її
як константу, тож на складнiсть алгоритму впливає лише сортування.
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Реалiзацiя алгоритму Крускала на Python

1 def kruskal_mst(graph , pos):

2 edges = sorted(graph.edges(data=True), key=lambda x: x[2][’weight ’])

3 parent = {}

4 rank = {}

5 def find(node):

6 if parent[node] != node:

7 parent[node] = find(parent[node])

8 return parent[node]

9 def union(node1 , node2):

10 root1 = find(node1)

11 root2 = find(node2)

12 if root1 != root2:

13 if rank[root1] > rank[root2]:

14 parent[root2] = root1

15 else:

16 parent[root1] = root2

17 if rank[root1] == rank[root2]:

18 rank[root2] += 1

19 for node in graph.nodes ():

20 parent[node] = node

21 rank[node] = 0

22 mst = []

23 step = 1

24 for u, v, data in edges:

25 if find(u) != find(v):

26 union(u, v)

27 mst.append ((u, v, data[’weight ’]))

28 visualize_mst_step(graph , mst , pos , step)

29 step += 1

30 return mst

Вивiд: вiзуалiзацiя алгоритму.
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Повний код з частиною вiзулiзацiї та вводу даних у додатку.

5.5 Порiвняння алгоритмiв Прима та Крускала

Алгоритми Прима та Крускала для пошуку мiнiмального остовного дерева
насправдi мають багато чого спiльного: вирiшують одну проблему, обидва
є жадiбними алгоритмами та, фактично, мають однакову часову складнiсть
(за умови використання бiнарної купи в алгоритмi Прима). Проте все-таки
недолiки кожного з цих алгоритмiв будуть варiюватися вiд поставленої за-
дачi. Насамперед, найбiльша вiдмiннiсть полягає в тому, що для алгоритма
Прима потрiбно знати або ж самостiйно призначати точку вiдправлення, в
той час як алгоритм Крускала працює незалежно вiд початкової вершини. Це
робить алгоритм Прима ефективним для щiльних графiв та простим у реа-
лiзацiї для графiв з матрицею сумiжностi. Вiдповiдно алгоритм Крускала не
буде настiльки ефективним в роботi з щiльними графами, оскiлбки вимагає
сортування ребер, проте краще працюватиме з розрiдженими графами.
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Висновки

У квалiфiкацiйнiй роботi було дослiджено остовнi дерева, розглянуто питан-
ня їхньої кiлькiсть для повного графа з використанням формули Келi та коду
Прюфера. Також були розглянутi рiзнi алгоритми побудови остовних дерев
та було проведено їхнiй аналiз. Низка задач на застосування теореми Келi та
коду Прюфера разом з прикладними реалiзацiями алгоритмiв Прима, Кру-
скала та коду Прюфера складають практичну частину роботи.
Отже:

1. Оглянуто основнi визначення та теореми, пов’язанi з теорiєю графiв та
остовних дерев.

2. Розiбрано теорему Келi, що визначає кiлькiсть остовних дерев для пов-
ного графа 𝐾𝑛 як 𝑛𝑛−2. Також розглянуто код Прюфера, що однозначно
визначає остовне дерево i наводить одне з класичних доведень формули
Келi.

3. Розглянуто задачi, що використовують формулу Келi, код Прюфера та
комбiнаторний пiдхiд; реалiзовано алгоритми кодування та декодування
дерев за допомогою коду Прюфера на Python.

4. Огляд алгоритмiв побудови остовних дерев на незважених графах — по-
шук в ширину (BFS) та вглиб (DFS).

5. Детально розiбрано алгоритми Прима та Крускала для пошуку мiнiмаль-
них остовних дерев на зважених графах, проаналiзовано їхню складнiсть
та наведено реалiзацiю алгоритмiв на мовi програмування Python зi зру-
чною вiзуалiзацiєю.
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Додатки

Додаток 1 — Код Прюфера

1 import networkx as nx

2 import matplotlib.pyplot as plt

3

4 def input_graph ():

5 n = int(input("# of vertices: "))

6 graph = nx.Graph ()

7 graph.add_nodes_from(range(1, n+1))

8 for i in range(1, n+1):

9 edges = list(map(int , input(f"Input adjacent vertices for {i}: ").

split()))

10 for edge in edges:

11 if edge != i:

12 graph.add_edge(i, edge)

13 return graph

14

15 def prufer_code(graph):

16 code = []

17 G = graph.copy()

18 plot_graph(G)

19 while len(G.nodes) > 2:

20 leaves = sorted(node for node in G.nodes if G.degree(node) == 1)

21 leaf = leaves [0]

22 neighbor = next(G.neighbors(leaf))

23 code.append(neighbor)

24 G.remove_node(leaf)

25 plot_graph(G)

26 return code

27

28 def plot_graph(G):

29 plt.figure(figsize =(4, 2))

30 pos = nx.spring_layout(G)

31 nx.draw(G, pos , with_labels=True , node_color=’#92 d050’)

32 plt.show()

33

34 graph = input_graph ()

35

36 code = prufer_code(graph)

37 print("Prufer ’s code:", code)
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Додаток 2 — Декод коду Прюфера

1 import networkx as nx

2 import matplotlib.pyplot as plt

3

4 def prufer_to_tree(prufer_code , initial_edge):

5 vertices = len(prufer_code) + 2

6 vertex_set = set(range(1, vertices + 1))

7 G = nx.Graph ()

8 G.add_nodes_from(vertex_set)

9 G.add_edge (* initial_edge)

10 pos = nx.spring_layout(G)

11 draw_graph(G, pos , "Initial edge")

12

13 degree = {i: 1 for i in vertex_set}

14 for node in prufer_code:

15 degree[node] += 1

16

17 for node in prufer_code:

18 for v in vertex_set:

19 if degree[v] == 1:

20 G.add_edge(node , v)

21 degree[node] -= 1

22 degree[v] -= 1

23 vertex_set.remove(v)

24 draw_graph(G, pos , f"Adding edge ({node}, {v})")

25 break

26

27 u, v = vertex_set

28 G.add_edge(u, v)

29 draw_graph(G, pos , f"Adding the last edge ({u}, {v})")

30

31 return G

32

33 def draw_graph(G, pos , title=""):

34 plt.figure(figsize =(4, 3))

35 nx.draw(G, pos , with_labels=True , node_color=’#92 d050’, edge_color=’

#909090 ’, node_size =500)

36 plt.title(title)

37 plt.show()

38

39 prufer_code = [int(x) for x in input("Input Prufer ’s code: ").split ()]

40 initial_edge = tuple(map(int , input("Input initial edge ’v1 v2 ’: ").split())

)

41

42 tree = prufer_to_tree(prufer_code , initial_edge)
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Додаток 3 — Алгоритм Прима

1 import heapq

2 import networkx as nx

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 def prim_mst(graph , pos):

6 start_node = list(graph.nodes())[0]

7 visited = set([ start_node ])

8 edges = [(data[’weight ’], start_node , to) for to, data in graph[

start_node ].items ()]

9 heapq.heapify(edges)

10 mst = []

11 step = 1

12

13 while edges:

14 weight , frm , to = heapq.heappop(edges)

15 if to not in visited:

16 visited.add(to)

17 mst.append ((frm , to , weight))

18 visualize_mst_step(graph , mst , pos , step)

19 step += 1

20 for to_next , data in graph[to].items():

21 if to_next not in visited:

22 heapq.heappush(edges , (data[’weight ’], to, to_next))

23

24 return mst

25

26 def visualize_graph(graph , pos , title):

27 plt.figure(figsize =(3, 2))

28 nx.draw(graph , pos , with_labels=True , node_color=’skyblue ’, node_size

=700, font_size =10)

29 labels = nx.get_edge_attributes(graph , ’weight ’)

30 nx.draw_networkx_edge_labels(graph , pos , edge_labels=labels)

31 plt.title(title)

32 plt.show()

33

34 def visualize_mst_step(graph , mst_edges , pos , step):

35 mst_graph = nx.Graph()

36 mst_graph.add_weighted_edges_from(mst_edges)

37

38 plt.figure(figsize =(3, 2))

39 nx.draw(graph , pos , with_labels=True , node_color=’skyblue ’, node_size

=700, font_size =10, edge_color=’gray’, alpha =0.5)

40 nx.draw(mst_graph , pos , with_labels=True , node_color=’skyblue ’,

node_size =700, font_size =10, edge_color=’red’, width =2)

41 labels = nx.get_edge_attributes(mst_graph , ’weight ’)
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42 nx.draw_networkx_edge_labels(mst_graph , pos , edge_labels=labels)

43 plt.title(f"Step {step}: Adding edge {mst_edges [ -1][0]} -{ mst_edges

[ -1][1]} (weight {mst_edges [ -1][2]})")

44 plt.show()

45

46 num_edges = int(input("# of edges: "))

47 edges = []

48 print("Input edges ’1 2 0.5’ (v1 v2 weight):")

49 for _ in range(num_edges):

50 u, v, weight = input ().split()

51 edges.append ((int(u), int(v), float(weight)))

52

53 G = nx.Graph ()

54 for u, v, weight in edges:

55 G.add_edge(u, v, weight=weight)

56

57 pos = nx.spring_layout(G)

58 visualize_graph(G, pos , "Initial graph")

59

60 mst_edges = prim_mst(G, pos)
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Додаток 4 — Алгоритм Крускала

1 import networkx as nx

2 import matplotlib.pyplot as plt

3

4 def kruskal_mst(graph , pos):

5 edges = sorted(graph.edges(data=True), key=lambda x: x[2][’weight ’])

6 parent = {}

7 rank = {}

8 def find(node):

9 if parent[node] != node:

10 parent[node] = find(parent[node])

11 return parent[node]

12 def union(node1 , node2):

13 root1 = find(node1)

14 root2 = find(node2)

15 if root1 != root2:

16 if rank[root1] > rank[root2]:

17 parent[root2] = root1

18 else:

19 parent[root1] = root2

20 if rank[root1] == rank[root2]:

21 rank[root2] += 1

22 for node in graph.nodes ():

23 parent[node] = node

24 rank[node] = 0

25 mst = []

26 step = 1

27 for u, v, data in edges:

28 if find(u) != find(v):

29 union(u, v)

30 mst.append ((u, v, data[’weight ’]))

31 visualize_mst_step(graph , mst , pos , step)

32 step += 1

33 return mst

34

35 def visualize_graph(graph , pos , title):

36 plt.figure(figsize =(3, 2))

37 nx.draw(graph , pos , with_labels=True , node_color=’skyblue ’, node_size

=700, font_size =10)

38 labels = nx.get_edge_attributes(graph , ’weight ’)

39 nx.draw_networkx_edge_labels(graph , pos , edge_labels=labels)

40 plt.title(title)

41 plt.show()

42

43 def visualize_mst_step(graph , mst_edges , pos , step):

44 mst_graph = nx.Graph()
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45 mst_graph.add_weighted_edges_from(mst_edges)

46

47 plt.figure(figsize =(3, 2))

48 nx.draw(graph , pos , with_labels=True , node_color=’skyblue ’, node_size

=700, font_size =10, edge_color=’gray’, alpha =0.5)

49 nx.draw(mst_graph , pos , with_labels=True , node_color=’skyblue ’,

node_size =700, font_size =10, edge_color=’red’, width =2)

50 labels = nx.get_edge_attributes(mst_graph , ’weight ’)

51 nx.draw_networkx_edge_labels(mst_graph , pos , edge_labels=labels)

52 plt.title(f"Step {step}: Adding edge {mst_edges [ -1][0]} -{ mst_edges

[ -1][1]} (weight {mst_edges [ -1][2]})")

53 plt.show()

54

55 num_edges = int(input("# of edges: "))

56 edges = []

57 print(Input edges ’1 2 0.5’ (v1 v2 weight):")

58 for _ in range(num_edges):

59 u, v, weight = input ().split()

60 edges.append ((int(u), int(v), float(weight)))

61

62 G = nx.Graph ()

63 for u, v, weight in edges:

64 G.add_edge(u, v, weight=weight)

65

66 pos = nx.spring_layout(G)

67 visualize_graph(G, pos , "Initial graph")

68

69 mst_edges = kruskal_mst(G, pos)
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