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У статтi описано всi локально нiльпотентнi диференцiювання (ЛНД) алгебри полiномiв вiд трьох
змiнних, якi є сумою не бiльше нiж чотирьох Z3-однорiдних. Охарактеризовано полiедри Ньютона ло-
кально нiльпотентних диференцiюваннь.
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Позначення та попереднi вiдомостi

Полiномiальнi диференцiювання.
Нехай A = F[x1, x2, . . . , xn] — полiномiальна алге-
бра над полем нульової характеристики F. Полiно-
мiальнi диференцiювання алгебри A мають форму
лiнiйних диференцiальних операторiв

D =
n∑

i=1

ai(x1, x2, . . . , xn)
∂

∂xi
, (1)

Zn-градуювання визначається стандартним чином.
А саме, для мономiв xα = xα1

1 xα2
2 . . . xαn

n i моно-
мiальних диференцiювань D = xα ∂

∂xi
:

mdeg(xα) = α.
mdeg(xα ∂

∂xi
) = α − 1i, 1i = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0),

де 1 стоїть на i-тому мiсцi.
Однорiднi диференцiювання мають вигляд

Dα = xα
n∑

i=1

bixi
∂

∂xi
, (2)

або є мономiальними.
Дiя цих диференцiювань на довiльний моном xm

дає або моном мультистепеня

mdeg(Dα (xm)) = α + m, (3)

або нуль, внаслiдок рiвностi нулю коефiцiєнта∑n
i=1 αimi, зокрема для мономiальних диференцi-

ювань це можливо лише, коли mi = 0.
Будь-яке полiномiальне диференцiювання є сумою
мономiальних:

D =
∑
α

n∑

i=1

aα(i)x
α(i) ∂

∂xi
, aα(i) ∈ F (4)

.

Полiедри Ньютона.
Розглянемо диференцiювання вигляду (4).

Supp(D) (носiй диференцiювання) складається з
множини цiлочисельних векторiв α(i) ∈ Zn, для
яких aα(i) 6= 0.

Означення 1. Полiедром Ньютона називається
опукла оболонка векторiв α(i) − 1i (α(i) ∈ Zn)
та вектора (−1, . . . ,−1).

Будемо називати основними ребрами полiед-
ра Ньютона такi, якi не проходять через точку
(−1, . . . ,−1).

Локально нiльпотентнi диференцiювання
(ЛНД).

Означення 2. Диференцiювання (1) називається
локально нiльпотентним, якщо для довiльного по-
лiному f ∈ A iснує натуральне число m = m(f),
для якого Dm(f) = 0.

Прикладами локально нiльпотентних диферен-
цiювань є елементарнi диференцiювання:

a(x1 . . . xi−1xi+1 . . . xn)
∂

∂xi
, (5)

а також трикутнi диференцiювання, якi мають виг-
ляд

n−1∑

j=1

aj(xj+1, xj+2, . . . , xn)
∂

∂xj
+ an

∂

∂xn
, (6)

an ∈ F. Одним зi способiв побудови нетривiальних
локально нiльпотентних диференцiювань є множе-
ння елементарного або трикутного диференцiюва-
ння на певний елемент його ядра. Таке диференцi-
ювання має вигляд φ×D, де D має вигляд (5) або
(6), а φ ∈ KerD. Прикладом, отриманим в такий
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спосiб, є таке диференцiювання алгебри полiномiв
вiд трьох змiнних:

(
x3x1 + x2

2

)(
−2x2

∂

∂x1
+ x3

∂

∂x2

)
, (7)

експонента якого

< x1 − 2x2(x2
2 + x3x1)− x3(x2

2 + x3x1)2,

x2 + x3(x2
2 + x3x1), x3 > (8)

є знаменитим автоморфiзмом Нагати, дикiсть якого
була доведена Шестаковим та Умiрбаєвим у [5].

Iншим прикладом такого типу є диференцiюва-
ння

(x3x1 + x2x4)
(
−x4

∂

∂x1
+ x3

∂

∂x2

)
, (9)

експонента якого — автоморфiзм Анiка — кандидат
до класу диких автоморфiзмiв алгебри полiномiв
вiд чотирьох змiнних.

Узагальнення для цих двох прикладiв отримано
у працi [8]:

Теорема 1. Трикореневi локально нiльпотентнi ди-
ференцiювання алгебри полiномiв вiд трьох змiнних
пiсля вiдповiдного переiменування змiнних з точнi-
стю до сталого множника мають одну з форм:

(
(k2 + 1)x1x

m
3 + βxk2+1

2

)
xl

3×

×
(

xk2
2

∂

∂x1
− xm

3

β

∂

∂x2

)
, (10)

(
(k2 + 1)x1 + βxk2+1

2 xm
3

)
xl

3×

×
(

xk2
2 xm

3

∂

∂x1
− 1

β

∂

∂x2

)
, (11)

де m, l, k2 = 0, 1, 2, . . . , β ∈ F∗ або є трикутним
однiєї з форм:

xk2
2 xk3

3

∂

∂x1
+ λxl

3

∂

∂x2
+ µ

∂

∂x3
,

(
xk2

2 xk3
3 + λxl2

2 xl3
3

) ∂

∂x1
+ µxm

3

∂

∂x2
,

(
xk2

2 xk3
3 + λxl2

2 xl3
3 + µxm2

2 xm3
3

) ∂

∂x1
. (12)

Теорема 2. Zn-однорiднi диференцiювання є ЛНД
тодi i лише тодi, коли вони є елементарними, тоб-
то мономiальними.

Доведення наведено в [8] i грунтується на тому,
що ЛНД не може мати власних полiномiв (полiно-
мiв Дарбу), тобто таких D(f) = h× f , де полiном
h ∈ F[x].

Для однорiдних диференцiювань виду (2) для
змiнних xi, для яких αi 6= 0, матимемо Dα(xi) =
αix

α+1i , що дiлиться на xi, тому такi диференцiю-
вання не будуть ЛНД.

Наслiдок 1. Вершини полiедра Ньютона для ЛНД
лежать в гiперплощинах Hi, таких, що xi = −1.

Доведення. Нехай диференцiювання D = Dα + D
мiстить як доданок компоненту Dα виду (2).

Якщо Dm
α (xi) = xαm × C, то мають iснувати

однорiднi доданки D′, D′′ в диференцiюваннi D,
числа a,m i цiлочисельнi вектори u, v, такi, що
mα = au + (m− a)v.

Композицiї в довiльному порядку a диференцi-
ювань D′ та (m − a) D′′, застосованих до xi буде
також давати моном xam i тiльки тодi можливе ско-
рочення. Отже, необхiдною умовою того, щоб D
було ЛНД, є можливiсть подання α = p ·u+q ·v, де
p+q = 1. Застосувавши тi ж мiркування до однорi-
дних диференцiювань D′, D′′, ми дiйдемо виснов-
ку, що на прямiй, яка мiстить точки u, v, мають бу-
ти вектори з координатами −1 i вони повиннi бути
елементарними диференцiюваннями, що входять
в D.

Наслiдок 2. Нехай D — ЛНД. Сума мономiаль-
них диференцiювань, мультистепiнь яких лежить
в площинi, що мiстить основне ребро полiедра
Ньютона i початок координат, є ЛНД.

Доведення. Дiйсно, нехай диференцiювання D =
D′ + D мiстить доданок компоненту D′, що є
сумою мономiальних диференцiювань, мультисте-
пiнь яких лежить в площинi, що мiстить основне
ребро полiедра Ньютона (позначимо R) i початок
координат.

Якщо D′ не є ЛНД, то для певного xi D′m(xi) 6=
0 для всiх m. Cтарший моном цього виразу має ви-
гляд xαm × C, де α — певна лiнiйна комбiнацiя
мультистепенiв диференцiювань з D′. Тодi мають
iснувати однорiднi доданки D′′, D′′′ в диференцi-
юваннi D, числа a,m i цiлочисельнi вектори u, v,
такi що mα = au + (m− a)v.

Застосувавши тi ж мiркування, що i в попере-
дньому доведеннi, дiйдемо висновку, що u, v ле-
жать на прямiй R або ж вони лежать на прямiй,
яка перетинає R в точцi α по рiзнi боки вiд R. Але
тодi R не ребро, отже, D′ має бути ЛНД.

Наведемо формулювання ще кiлькох теорем про
ЛНД, якi будуть використанi.
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Теорема 3. (Rentschler, [1]) Якщо D — локально
нiльпотентне диференцiювання алгебри полiномiв
F[x1, x2], то iснують полiноми P, Q ∈ F[x1, x2],
такi, що:

1. KerD = F[P ];

2. F[P,Q] = F[x1, x2];

3. iснує полiном α = α(t) такий, що для довiль-
ного h ∈ F[x1, x2]

D(h) = α(P ) det
( ∂P

∂x1

∂P
∂x2

∂h
∂x1

∂h
∂x2

)
. (13)

Наступна теорема дає алгоритм перевiрки того,
чи є диференцiювання алгебри полiномiв вiд двох
змiнних локально нiльпотентним.

Теорема 4. ([2], Теорема 1.3.52, с. 33) Дифе-
ренцiювання D = a1(x1, x2) ∂

∂x1
+ a2(x1, x2) ∂

∂x2
є локально нiльпотентним тодi i тiльки то-
дi, коли Dd∗+2(xi) = 0, i = 1, 2, де d∗ =
maxi,j degxi

aj(x1, x2).

Наступна лема є одним iз наслiдкiв теорiї слай-
сiв (див. [2], с. 26–27 ):

Лема 1. Якщо iснує полiном f ∈ F[x1, . . . , xn], та-
кий, що для даного локально нiльпотентного ди-
ференцiювання D елемент D(f) дiлиться на f, то
D(f) = 0.

Локально нiльпотентнi диференцiювання, що є
сумами чотирьох Zn-однорiдних

Лема 2. ЛНД D, що є сумою чотирьох Zn-
однорiдних, може:
1) або мiстити рiвно два моногенних не елемен-
тарних диференцiювання Dk, Dl виду (2), в цьому
випадку воно повинно мати вигляд

D = Dk + Dl + Du + Dv, (14)

де Du, Dv є елементарними локально нiльпотен-
тними, причому мультистепенi мають бути зв’я-
занi лiнiйним зв’язком з натуральними коефiцiєн-
тами:

a1×mdeg(Dk) = b1×mdeg(Dl)+c1×mdeg(Du)+
+ (a1 − b1 − c1)×mdeg(Dv), (15)

a1, b1, c1 ∈ N, a1 ≥ b1 + c1

a2×mdeg(Dl) = b2×mdeg(Dk)+c2×mdeg(Du)+
+ (a2 − b2 − c2)×mdeg(Dv), (16)

a2, b2, c2 ∈ N, a2 ≥ b2 + c2;

2) або мiстити одне моногенне не елементарне ди-
ференцiювання Dk виду (2), в цьому випадку воно
повинно мати вигляд

(
(k2 + 1)x1 + βxk2+1

2

) (
xk2

2

∂

∂x1
− 1

β

∂

∂x2

)
+

+ αxv1
1 xv2

2

∂

∂x3
, (17)

де k2, v1, v2 = 0, 1, 2, . . . , α, β ∈ F∗,
або

(
(k2 + 1)x1 + βxk2+1

2

)
xl

3

(
xk2

2

∂

∂x1
− 1

β

∂

∂x2

)
+

+ α
∂

∂x3
, (18)

де k2, l = 0, 1, 2, . . . , α, β ∈ F∗;

3) або складатися з чотирьох елементарних ди-
ференцiювань, в цьому випадку воно повинно бути
трикутним або мати вигляд:

λ1x
k2
2 xk3

3

∂

∂x1
+ (λ2x1 + λ3x

k3+1
3 )

∂

∂x2
−

− λ1λ2

(k3 + 1)λ3
xk2

2

∂

∂x3
, (19)

де k2 > 0, k3 ≥ 0, λi ∈ F∗.

Доведення. Розглянемо полiедр Ньютона D. З (1)
випливає, що як мiнiмум 2 однорiдних диференцi-
ювання, з яких складається D, є елементарними.

У випадку, коли в D є два неелементарнi дифе-
ренцiювання Dk, Dl всi однорiднi диференцiюван-
ня лежатимуть на одному ребрi полiедра Ньютона,
звiдcи отримали спiввiдношення (15) i (16).

Розглянемо випадок, коли в D є одне неелемен-
тарне Dk i три елементарнi — Dl, Du, Dv . За (1)
мультистепiнь Dk може лежати або на гранi полiе-
дра Ньютона, або ж на ребрi. У першому випадку
маємо всi пари Dl +Du, Dl +Dv , Du +Dv — ЛНД.
Без втрати загальностi:

Dl = β1x
l2
2 xl3

3

∂

∂x1
, Du = β2x

u2
3

∂

∂x2
, Dv = β3

∂

∂x3
,

β1, β2, β3 ∈ F. (20)

Оскiльки для Dk має виконуватись (15), пiдстави-
мо a1 × k1 = −1 × c1 ⇒ k1 < 0, отже, Dk —
елементарне, що не вiдповiдає умовi.

Розглянемо тепер випадок, коли мультистепiнь
Dk лежить на ребрi полiедра Ньютона, нехай, крiм



Прокоф’єв П. Г. Локально нiльпотентнi диференцiювання, що є сумами чотирьох Z3-однорiдних 19

Dk, на цьому ребрi наявнi ще i мультистепенi
Dl, Du. За (2) Dk + Dl + Du — ЛНД, так само,
як i суми Dl + Dv та Du + Dv .

З теореми 1 випливає загальний вигляд трикоре-
невих диференцiювань. Якщо покласти m = 0, l >
0 у формулах 11 та 10, то з попереднiх мiркувань:
Dv = α ∂

∂x3
.

Покажемо, що таке диференцiювання буде ло-
кально нiльпотентним. D = D0 + Dv , де D0 =
Dk + Dl + Du, нехай N0 — ступiнь нiльпотен-
тностi D0. Нехай N > N0 + lN0. DN (xj) =
(D0 + Dv)N (xj), j = 1, 2. Сюди належать всi на-
бори з i диференцiювань D0 та (N − i) −Dv . Всi
набори, в якi входить бiльше нiж N0 диференцiю-
вань D0 скорочуються, оскiльки Dv не впливає на
iншi змiннi, крiм x3, а ступiнь по x3 зменшує на 1,
а при застосуваннi D0 ступiнь по x3 просто збiль-
шується на l. Тому, якщо DN0

0 (xj) = 0, то вста-
вивши всередину цього виразу довiльну кiлькiсть
Dv , ми все одно отримаємо 0. Тепер розглянемо тi
набори, в якi входить не бiльше нiж N0 диференцi-
ювань D0. Степiнь результату по x3 не бiльше нiж
lN0. Кiлькiсть же диференцiювань Dv бiльше цьо-
го числа, тому всi такi набори теж скорочуються,
отже, D — ЛНД.

Якщо покласти m > 0 у формулах (11) та (10),
то яке б Dv ми не брали, скорочення не вiдбувати-
меться, i тому D не буде ЛНД.

Якщо взяти m = l = 0 у формулах (11) та (10), i
до такого диференцiювання додати ще елементарне
вигляду Dv = βxv1

1 xv2
2

∂
∂x3

, β ∈ F, ми отримаємо
ЛНД.

Розглянемо випадок, коли всi доданки в D є
елементарними.

Припустимо, що D не є трикутним. То-
дi виконується (без втрати загальностi): Dk =
xk2

2 xk3
3

∂
∂x1

, Dl = xl1
1 xl3

3
∂

∂x2
, k2 > 0, l1 > 0.

Щоб D було локально нiльпотентним степеня
N , треба, аби iснували

a1×mdeg(Dk)+b1×mdeg(Dl) = c1×mdeg(Du)+
+ d1 ×mdeg(Dv), a1 + b1 = c1 + d1 = N, (21)

звiдси Du + Dv — теж не локально нiльпотентне,
тобто не трикутне. Якщо жодне з Du, Dv не є дифе-
ренцiюванням по x3, то вони збiгаються з Dk, Dl.
Значить, Du = xu1

1 xu3
3

∂
∂x2

, Dv = xv1
1 xv2

2
∂

∂x3
, u3 >

0, v2 > 0.
За (2), Dk + Du, Dk + Dv , Dl + Du, Dl + Dv

мають бути ЛНД, а отже, трикутними. Тобто без
втрати загальностi ми отримали такий можливий
вигляд для D = Dk + Dl + Du + Dv:

Dk = αkxk2
2 xk3

3
∂

∂x1
, Dl = αlx

l1
1

∂
∂x2

, Du =
αuxu3

3
∂

∂x2
, Dv = αvxv2

2
∂

∂x3
, k2 > 0, l1 > 0, u3 >

0, v2 > 0.
При диференцiюваннi x2 маємо:

D(x2) = αlx
l1
1 + αuxu3

3 6= 0

D(x2)2 = αlαkl1x
l1−1
1 xk2

2 xk3
3 + αlαvu3x

v2
2 xu3−1

3 .

Розглянувши D(x2)N , бачимо, що для скорочення
монома зi старшим коефiцiєнтом по x1 потрiбно,
аби v2 = k2. В цьому випадку позначимо

D(x2)2 = (αlαkl1x
l1−1
1 xk3

3 +αlαvu3x
u3−1
3 )xk2

2 =

= ω(x1, x3)xk2
2 , (22)

D(x2)3 = k2ω(x1, x3)xk2−1
2 (αlx

l1
1 + αuxu3

3 )+

+ ω′(x1, x3)xk2
2 . (23)

Знову розглянувши D(x2)N , отримаємо, що в мо-
ном зi старшим коефiцiєнтом по x1 буде входити ω
в певному степенi i для його скорочення потрiбно,
щоб ω = 0, тобто D(x2)2 = 0. Для цього треба, аби
l1 = 1, u3 = k3 + 1, v2 = k2, αv = − αkαl

(k3+1)αu
. Мо-

жна пересвiдчитись, що при виконаннi цих умов D
буде нiльпотентним i за двома iншими змiнними.

Отже, у випадку, коли всi чотири диференцiю-
вання Dk, Dl, Du, Dv є елементарними, можливо,
що D або має трикутний вигляд, або наступний:

Dk = αkxk2
2 xk3

3

∂

∂x1
, Dl = αlx1

∂

∂x2
,

Du = αuxk3+1
3

∂

∂x2
, Dv = − αkαl

(k3 + 1)αu
xk2

2

∂

∂x3
,

де k2 > 0, k3 ≥ 0.
Це завершує доведення леми.

Перейдемо до опису локально нiльпотентних
диференцiювань D алгебри полiномiв вiд трьох
змiнних виду D = Dk + Dl + Du + Dv , два з яких
є неелементарними.

Цi диференцiювання Dk, Dl мають вигляд:

Dk = α1x
k1+1
1 xk2

2 xk3
3

∂

∂x1
+α2x

k1
1 xk2+1

2 xk3
3

∂

∂x2
+

+ α3x
k1
1 xk2

2 xk3+1
3

∂

∂x3
, α1, α2, α3 ∈ F, (24)

Dl = φ1x
l1+1
1 xl2

2 xl3
3

∂

∂x1
+ φ2x

l1
1 xl2+1

2 xl3
3

∂

∂x2
+

+ φ3x
l1
1 xl2

2 xl3+1
3

∂

∂x3
, φ1, φ2, φ3 ∈ F. (25)

Будемо вважати, що елементарнi диференцiювання
мають вигляд

Du = βxu2
2 xu3

3

∂

∂x1
, Dv = γxv1

1 xv3
3

∂

∂x2
, (26)
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β, γ ∈ F, адже можна зробити перейменування
змiнних. У [8] показано, що однорiдне диферен-
цiювання можна подати у виглядi

Dk =
n−1∑
r=1

αrε
r(k + 1r), (27)

де

εi(k) = xk−1i

(
xi

∂

∂xi
− ki

kn + 1
xn

∂

∂xn

)
. (28)

За цими формулами, при n = 4 отримуємо

D(x3) = Dk(x3) + Dl(x3) =

= α1ε
1(k + 11)(x3) + α2ε

2(k + 12)(x3)+

+ φ1ε
1(l + 11)(x3) + φ2ε

2(l + 12)(x3) =

= −α1(k1 + 1) + α2(k2 + 1)
k3 + 1

xk1
1 xk2

2 xk3+1
3 −

− φ1(l1 + 1) + φ2(l2 + 1)
l3 + 1

xl1
1 xl2

2 xl3+1
3 .

Оскiльки D(x3) дiлиться на x3, то, за лемою 1,
або k = l, i тодi диференцiювання складається з
трьох однорiдних, або α1(k1 + 1) + α2(k2 + 1) = 0
i φ1(l1 + 1) + φ2(l2 + 1) = 0. Отже, з точнiстю до
сталого множника можна вважати, що

Dk = (k2 + 1)xk1+1
1 xk2

2 xk3
3

∂

∂x1
−

− (k1 + 1)xk1
1 xk2+1

2 xk3
3

∂

∂x2
. (29)

Dl = α(l2 + 1)xl1+1
1 xl2

2 xl3
3

∂

∂x1
−

− α(l1 + 1)xl1
1 xl2+1

2 xl3
3

∂

∂x2
. (30)

Оскiльки x3 належить ядру диференцiювання
Dk +Dl +Du +Dv , то воно буде локально нiльпо-
тентним тодi i тiльки тодi, коли таким буде дифе-
ренцiювання алгебри полiномiв вiд двох змiнних
D = Dk + Dl + Du + Dv , де:

Dk = (k2+1)xk1+1
1 xk2

2

∂

∂x1
−(k1+1)xk1

1 xk2+1
2

∂

∂x2
;

Dl = (l2 + 1)xl1+1
1 xl2

2

∂

∂x1
− (l1 + 1)xl1

1 xl2+1
2

∂

∂x2
;

Du = xu2
2

∂

∂x1
, Dv = xv1

1

∂

∂x2
.

Для характеризацiї локально нiльпотентних ди-
ференцiювань такого виду скористаємося теоре-
мою 3. Якщо покласти h = x1, а потiм h = x2

у формулi (13), то отримаємо

D(x1) = −α(P )
∂P

∂x2
; D(x2) = α(P )

∂P

∂x1
.

Нехай u(t) — первiсна до функцiї α(t), тобтоdu
dt =

α(t), u(0) = 0, тодi отримуємо

D(x1) = −∂u(P )
∂x2

; D(x2) =
∂u(P )
∂x1

.

Якщо D є локально нiльпотентним, то для ньо-
го має iснувати вказане зображення, а отже, ма-
ють iснувати функцiя u(t) та координатний полi-
ном P = P (x1, x2) такi, що виконуються рiвностi

− ∂u(P )
∂x2

= (k2 + 1)xk1+1
1 xk2

2 +

+ α(l2 + 1)xl1+1
1 xl2

2 + βxu2
2 ;

∂u(P )
∂x1

= −(k1+1)xk1
1 xk2+1

2 −(l1+1)xl1
1 xl2+1

2 +γxv1
1 .

Нескладно помiтити, що з точнiстю до констан-
ти єдиним розв’язком системи є функцiя

u(P ) = ψ(x1, x2) = −xk1+1
1 xk2+1

2 −αxl1+1
1 xl2+1

2 +

+
γ

v1 + 1
xv1+1

1 − β

u2 + 1
xu2+1

2 . (31)

Полiном u(P ) може бути сумою чотирьох мономiв
лише за таких умов:

1. P є мономом, а u(t) є сумою чотирьох моно-
мiв ненульового степеня.

2. P є сумою двох мономiв, а u(t) = At3.

3. P є сумою чотирьох мономiв, а u(t) = At,

A ∈ F.

В першому випадку кожен моном u(P ) має дi-
литися на моном P, що, очевидно, не виконується
в правiй частинi (31). У третьому випадку з точнi-
стю до сталого множника P повинно набути вигля-
ду правої частини (31). За з формулами (15), (16),
a1k1 = b1l1 − c1 + (a1 − b1 − c1)v1, a2l1 = b2k1 −
c2 + (a2 − b2 − c2)v1. Оскiльки a1 > b1, a2 > b2,
то v1 > 0. Аналогiчно, u2 > 0. Тодi точка (0, 0)
є спiльним нулем частинних похiдних ∂P

∂x1
, ∂P

∂x2
, а

отже, P не може бути координатним.
У другому випадку для того, щоб виконува-

лось (31), полiном P повинен мати вигляд P =
p1x

m1
1 + p2x

m2
2 , звiдки

3m1 = v1 + 1, 2m1 = k1 + 1,m1 = l1 + 1,

m2 = k2 + 1, 2m2 = l2 + 1, 3m2 = u2 + 1. (32)
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Крiм того, для того, щоб вказанi частиннi похiднi
не оберталися одночасно в нуль, очевидно, що або
m1, або m2 мають дорiвнювати 1. (p1m1x

m1−1
1 =

0 = p2m2x
m2−1
2 ).

Не втрачаючи загальностi, вважаємо, що m1 =
1, тодi v1 = 2, k1 = 1, l1 = 0, а полiном P =
x1 + xm2

2 є очевидно координатним. При цьому зi
спiввiдношень (32) отримуємо u2 = 3k2 + 2, l2 =
2k2 + 1, тобто приходимо до диференцiювання D,
що є сумою чотирьох кореневих

Dk = (k2 + 1)x2
1x

k2
2

∂

∂x1
− 2x1x

k2+1
2

∂

∂x2
;

Dl = α(2k2 + 2)x1x
2k2+1
2

∂

∂x1
− αx2k2+2

2

∂

∂x2
;

Du = βx3k2+2
2

∂

∂x1
, Dv = γx2

1

∂

∂x2
.

Лема 3. Диференцiювання D = Dk +Dl+Du+Dv

є локально нiльпотентним тодi i тiльки тодi, коли
γ = − 1

α i β = (k2 + 1)α2.

Доведення. Позначимо N — степiнь нiльпотентно-
стi по x2. Застосуємо теорему 4. Для диференцiю-
вання D маємо N ≤ (3k2 + 2) + 2.

D
2
(x2) = 2(k2+1)(αγ+1)x2

1x
2k2+1
2 +2((k2+1)α+

+ βγ)x1x
3k2+2
2 + 2(α2(k2 + 1)− β)x4k2+3

2 .

Розглянемо два випадки:
1. N ≤ (2k2 + 1) + 2 D

N
(x2) = D

N−2
(D

2
(x2))

Знайдемо моном з максимальним степенем по x1

в записi D
N

(x2). З того, що k = (1, k2, 0), l =
(0, 2k2 + 1, 0), u = (−1, 3k2 + 2, 0), v = (2,−1, 0),
випливає, що таким буде моном, отриманий
(N − 2)-кратним застосуванням Dv до 2(k2 + 1)×
(αγ + 1)x2

1x
2k2+1
2 , тобто

D
N−2

(2(k2 + 1)(αγ + 1)x2
1x

2k2+1
2 ) =

=
(2k2 + 1)!

(2k2 + 3−N)!
2(k2 + 1)(αγ + 1)γN−2×

× x
2+2(N−2)
1 x2k2+3−N

2

Оскiльки N ≤ 2k2 + 3, то степiнь по x2 цього мо-
нома не менше нуля. Щоб вiн знищився, потрiбно,

аби (αγ + 1) = 0. З цього випливає, що D
2
(x2)

не мiстить x2
1. Тодi знову знайдемо моном з макси-

мальним степенем по x1. З аналогiчних мiркувань,
це:

D
N−2

v (2((k2 + 1)α + βγ)x1x
3k2+2
2 ) =

=
(3k2 + 2)!

(3k2 + 4−N)!
2(α(k2 + 1)− β

α
)γN−2×

× x
1+2(N−2)
1 x3k2+4−N

2 .

Щоб цей моном знищився, потрiбно, аби β =
(k2 +1)α2, а з цього випливає, що D

2
(x2) = 0. Для

цього випадку лема доведена.

2. (2k2 + 1) + 2 < N ≤ (3k2 + 2) + 2
Знову знайдемо моном з максимальним степенем

по x1 в записi D
N

(x2) = D
N−2

(D
2
(x2)).

D
N−2

v (x2
1x

2k2+1
2 ) =

= D
N−2−(2k2+1)

v (D
2k2+1

v (x1x
2k2+1
2 )) = 0,

адже при кожному застосуваннi Dv степiнь по x2

зменшується на 1.
Отже, максимальним степенем по x1 буде 1 +

2(N − 2). З мультистепенiв Dk, Dl, Du, Dv випли-
ває, що вiн може бути отриманим пiсля
1) (N − 2)-кратного застосування Dv до x1x

3k2+2
2 ;

2) (N −3)-кратного застосування Dv i однократно-
го Dk до x2

1x
2k2+1
2 (в довiльному порядку).

У випадку 1) маємо

c1 = D
N−2

v (2((k2 + 1)α + βγ)x1x
3k2+2
2 ) =

=
(3k2 + 2)!

(3k2 + 4−N)!
2(α(k2 + 1) + βγ)γN−2×

× x
1+2(N−2)
1 x3k2+4−N

2 .

У випадку 2) на початку можемо застосувати Dv

не бiльше нiж 2k2 + 1 разiв. Тому отримаємо

c2 =
2k2+1∑

i=0

(D
N−3−i

v (Dk(D
i

v(2(k2 + 1)(αγ + 1)×

× x2
1x

2k2+1
2 )))) =

2k2+1∑

i=0

(D
N−3−i

v (Dk(2(k2 + 1)×

× (αγ + 1)
(2k2 + 1)!

(2k2 + 1− i)!
γix2+2i

1 x2k2+1−i
2 ))) =

=
2k2+1∑

i=0

(D
N−3−i

v (2(k2+1)(αγ+1)
(2k2 + 1)!

(2k2 + 1− i)!
×

× γi(2k2i + 4i− 2k2)x3+2i
1 x3k2+1−i

2 )) =

=
2k2+1∑

i=0

(
(3k2 + 1− i)!

(3k2 + 1− i− (N − 3− i))!
γN−3−i×

×2(k2+1)(αγ+1)
(2k2 + 1)!

(2k2 + 1− i)!
γi(2k2i+4i−2k2)×

× x
3+2i+2(N−i−3)
1 x

3k2+1−i−(N−i−3)
2 ) =

= 4γN−3(k2 + 1)(αγ + 1)
(2k2 + 1)!

(3k2 + 4−N)!
x2N−3

1 ×

×x3k2+4−N
2

2k2+1∑

i=0

(
(3k2 + 1− i)!
(2k2 + 1− i)!

(2k2i+4i−2k2)).
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Ця остання сума дорiвнює (3k2+2)(3k2+1)!
(2k2+1)! , тобто

c2 = 4γN−3(k2 + 1)(αγ + 1)
(3k2 + 2)!

(3k2 + 4−N)!
×

× x2N−3
1 x3k2+4−N

2 .

Щоб D
N

(x2) = 0, потрiбно, щоб c1 +c2 = 0, тобто

2γN−3 (3k2 + 2)!
(3k2 + 4−N)!

((α(k2 + 1) + βγ)γ+

+ 2(k2 + 1)(αγ + 1))x2N−3
1 x3k2+4−N

2 = 0

αγ(k2 + 1) + βγ2 + 2(k2 + 1)(αγ + 1) = 0

β = −(k2 + 1)
3αγ + 2

γ2
.

Якщо це виконується, то коефiцiєнт при мономi

x2N−3
1 x3k2+4−N

2 в D
2
(x2) буде нульовим.

Розглянемо тепер коефiцiєнт при мономi зi сте-
пенем 2N − 4 по x1. Його отримуємо пiсля:
1) (N − 2)-кратного застосування Dv до x4k2+3

2 ;
2) (N −3)-кратного застосування Dv i однократно-
го Dk до x1x

3k2+2
2 (в довiльному порядку);

3) (N − 3)-кратного застосування Dv та однокра-
тного Dl до x2

1x
2k2+1
2 (в довiльному порядку);

4) (N − 4)-кратного застосування Dv та двокра-
тного Dk до x2

1x
2k2+1
2 (в довiльному порядку).

У випадках 3), 4) з огляду на те, що степенем
по x2 є 2k2 +1, на початку можемо застосувати Dv

не бiльше нiж 2k2 + 1 разiв.

Це випливає з мультистепенiв Dk, Dl, Du, Dv:
1) 2(N − 2) = 0 + 2(N − 2);
2) 2(N − 2) = 1 + 2(N − 3) + 1;
3) 2(N − 3) = 2 + 2(N − 3) + 0;
4) 2(N − 2) = 2 + 2(N − 4) + 2.
Iншими способами отримати 2(N − 2) неможливо.
У випадку 1) маємо

c1 = D
N−2

v (2(α2(k2 + 1)− β)x4k2+3
2 ) =

=
(4k2 + 3)!

(4k2 + 5−N)!
2(α2(k2 + 1)− β)γN−2×

× x2N−4
1 x4k2+5−N

2 .

У випадку 2) маємо

c2 =
N−3∑

i=0

(D
N−3−i

v (Dk(D
i

v(2((k2 + 1)α + βγ)×

× x1x
3k2+2
2 )))) =

N−3∑

i=0

(
(4k2 + 2− i)!
(4k2 + 5−N)!

γN−3−i×

×(2k2i+4i−5k2−3)
(3k2 + 2)!

(3k2 + 2− i)!
γi2((k2+1)α+βγ)×

× x2N−4
1 x4k2+5−N

2 ) = 2γN−3(k2 + 1)α + βγ)×

× (
(3− 2N)(3k2 + 2)!(4k2 + 5−N)!

(4k2 + 5−N)!(3k2 + 4−N)!
+

+
(4k2 + 3)!(3k2 + 4−N)!

(4k2 + 5−N)!(3k2 + 4−N)!
)x2N−4

1 x4k2+5−N
2 .

У випадку 3)

c3 =
2k2+1∑

i=0

(D
N−3−i

v (Dl(D
i

v(2(k2 + 1)(αγ + 1)×

× x2
1x

2k2+1
2 )))) =

2k2+1∑

i=0

(
(4k2 + 2− i)!
(4k2 + 5−N)!

γN−3−i×

× (4k2i + 5i + 2k2 + 3)α
(2k2 + 1)!

(2k2 + 1− i)!
γi×

× 2(k2 + 1)(αγ + 1)x2N−4
1 x4k2+5−N

2 ) =

= 2γN−3α(αγ + 1)
(k2 + 1)(6k2 + 7)(4k2 + 3)!

(2k2 + 3)(4k2 + 5−N)!
×

× x2N−4
1 x4k2+5−N

2 .

У випадку 4)

c4 =
2k2+1∑

i=0

(
N−4−i∑

j=0

(D
N−4−j−i

v (Dk(D
j

v(Dk(D
i

v(2×

× (k2 + 1)(αγ + 1)x2
1x

2k2+1
2 ))))))) =

=
2k2+1∑

i=0

(
N−4−i∑

j=0

(
(4k2 + 1− i− j)!
(4k2 + 5−N)!

γN−4−i−j×

×(2k2(i+j)−3k2+1+4i+4j)
(3k2 + 1− i)!

(3k2 + 1− i− j)!
×

×γj(2k2i+4i−2k2)
(2k2 + 1)!

(2k2 + 1− i)!
(2(k2+1)(αγ+1)×

× x2N−4
1 x4k2+5−N

2 ))) =

=
γN−4(1 + αγ)

(2k2 + 3)(4k2 + 5−N)!(3k2 + 4−N)!
×

×((3k2+2)!(4k2+5−N)!(k2+1)(−8N+12)(2k2+3)+

+(3k2+4−N)!(4k2+5)!(1+αγ))x2N−4
1 x4k2+5−N

2 .

З того, що c1 + c2 + c3 + c4 = 0, випливає:
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γN−4x2N−4
1 x4k2+5−N

2

(2k2 + 3)(4k2 + 5−N)!(3k2 + 4−N)!
×

×((4k2+3)!(2k2+3)(3k2+4−N)!2γ2(α2(k2+1)−β)+
+ (3− 2N)(3k2 + 2)!(2k2 + 3)(4k2 + 5−N)!×

×2(αγ(k2+1)+βγ2)+(4k2+3)!(2k2+3)(3k2+4−N)!×
×2(αγ(k2+1)−βγ2)+(4k2+3)!(k2+1)(6k2+7)×
×(3k2+4−N)!2αγ(αγ+1)+(3k2+2)!(4k2+5−N)!×

× (k2 + 1)(−4)(2N − 3)(2k2 + 3)(1 + αγ)+
+ (3k2 + 4−N)!(4k2 + 5)!(1 + αγ)) = 0,

тобто

(4k2+3)!(3k2+4−N)!((2k2+3)2γ2(α2(k2+1)−β)+

+ (2k2 + 3)2(αγ(k2 + 1) + βγ2)+
+ (k2 + 1)(6k2 + 7)2αγ(αγ + 1)+
+ (4k2 + 5)(4k2 + 4)(1 + αγ))+

+ (3k2 +2)!(4k2 +5−N)!(−2)(2N − 3)(2k2 +3)×
× (αγ(k2 + 1) + βγ2 + 2(k2 + 1)(1 + αγ)) = 0.

Оскiльки β = −(k2 + 1) 3αγ+2
γ2 , то

βγ2 + 3(k2 + 1)αγ + 2(k2 + 1) = 0, тому

2(k2 + 1)((2k2 + 3)α2γ2 + (2k2 + 3)αγ+
+ ((6k2 + 7)αγ + 2(4k2 + 5))(αγ + 1)) = 0,

(2k2 + 3)αγ(αγ + 1) + αγ(αγ + 1)(6k2 + 7)+
+ (αγ + 1)(8k2 + 10) = 0,

(αγ + 1)((8k2 + 10)αγ + (8k2 + 10)) = 0,

(αγ + 1)2(8k2 + 10) = 0.

Звiдси αγ+1 = 0, тобто β = α2(k2+1), отже, знову

D
2
(x2) = 0. Для цього випадку лема теж доведена.

Тому D набуває вигляду :

(
x2

1 + 2αx1x
k2+1
2 + α2x2k2+2

2

)
×

×
(

(k2 + 1)xk2
2

∂

∂x1
− 1

α

∂

∂x2

)
. (33)

Тепер локальна нiльпотентнiсть D випливає з того,
що полiном x1+αxk2+1

2 належить ядру трикутного
диференцiювання (k2 + 1)xk2

2
∂

∂x1
− 1

α
∂

∂x2
.

Наступна теорема узагальнює отриманi резуль-
тати:

Теорема 5. Чотирикореневi локально нiльпотен-
тнi диференцiювання алгебри полiномiв вiд трьох
змiнних пiсля вiдповiдного переiменування змiнних

з точнiстю до сталого множника мають форму:

(
x1x

m3
3 + αxk2+1

2

)2

xn3
3 ×

×
(

(k2 + 1)xk2
2

∂

∂x1
− xm3

3

α

∂

∂x2

)
, (34)

(
x1 + αxk2+1

2 xm3
3

)2

xn3
3 ×

×
(

(k2 + 1)xk2
2 xm3

3

∂

∂x1
− 1

α

∂

∂x2

)
, (35)

де m3, n3, k2 = 0, 1, 2, . . . , α ∈ F∗
або

(
(k2 + 1)x1 + βxk2+1

2

) (
xk2

2

∂

∂x1
− 1

β

∂

∂x2

)
+

+ αxv1
1 xv2

2

∂

∂x3
, (36)

де k2, v1, v2 = 0, 1, 2, . . . , α, β ∈ F∗,
або

(
(k2 + 1)x1 + βxk2+1

2

)
xl

3

(
xk2

2

∂

∂x1
− 1

β

∂

∂x2

)
+

+ α
∂

∂x3
, (37)

де k2, l = 0, 1, 2, . . . , α, β ∈ F∗,
або є сумою чотирьох елементарних вигляду

λ1x
k2
2 xk3

3

∂

∂x1
+ (λ2x1 + λ3x

k3+1
3 )

∂

∂x2
−

− λ1λ2

(k3 + 1)λ3
xk2

2

∂

∂x3
,

де k2 > 0, k3 ≥ 0, λi ∈ F∗, (38)

або є трикутним однiєї з форм:

(
xk2

2 xk3
3 + λxl2

2 xl3
3

) ∂

∂x1
+ µxm

3

∂

∂x2
+ ν

∂

∂x3
,

(
xk2

2 xk3
3

) ∂

∂x1
+

(
λxl

3 + µxm
3

) ∂

∂x2
+ ν

∂

∂x3
,

(
xk2

2 xk3
3 + λxl2

2 xl3
3 + µxm2

2 xm3
3

) ∂

∂x1
+ νxn

3

∂

∂x2
,

(
xk2

2 xk3
3 + λxl2

2 xl3
3

) ∂

∂x1
+ (µxm

3 + νxn
3 )

∂

∂x2
,

(
xk2

2 xk3
3

) ∂

∂x1
+

(
λxl

3 + µxm
3 + νxn

3

) ∂

∂x2
,

(
xk2

2 xk3
3 + λxl2

2 xl3
3 + µxm2

2 xm3
3 + νxn2

2 xn3
3

) ∂

∂x1
.

Доведення. Як уже зазначалося, чотирикореневе
локально нiльпотентне диференцiювання може мi-
стити не бiльше двох кореневих, що не є елемен-
тарними. Вигляд диференцiювань, в яких є рiв-
но одне неелементарне, описано в наслiдку 2. У
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випадку, коли є два неелементарних, маємо D =
Dk + Dl + Du + Dv, де доданки мають вигляд як
у (26), (24), причому спiввiдношення (15) та (16)
повиннi виконуватися для мультистепенiв мономiв
вiд трьох змiнних. З iншого боку, з (33), отримує-
мо вигляд диференцiювання алгебри полiномiв вiд
трьох змiнних D = Dk + Dl + Du + Dv :

Dk = (k2 + 1)x2
1x

k2
2 xk3

3

∂

∂x1
− 2x1x

k2+1
2 xk3

3

∂

∂x2
;

Dl = α(2k2 +2)x1x
2k2+1
2 xl3

3

∂

∂x1
−αx2k2+2

2 xl3
3

∂

∂x2
;

Du = βx3k2+2
2 xu3

3

∂

∂x1
, Dv = γx2

1x
v3
3

∂

∂x2
.

D =
(
x1x

q1
3 + αxk2+1

2 xq2
3

)2

×

×
(

(k2 + 1)xk2
2 xq3

3

∂

∂x1
− xq4

3

1
α

∂

∂x2

)
.

Тут k3 = 2q1 +q3 = q1 +q2 +q4, l3 = q1 +q2 +q3 =
2q2 + q4, u3 = 2q2 + q3, v3 = 2q1 + q4. Звiдси,
q1 + q3 = q2 + q4. Можна побачити, що спiввiд-
ношення (15) та (16) виконуються для k3, l3, u3, v3.

Якщо k3 ≥ l3, то отримуємо q1 ≥ q2, q4 ≥ q3,

D =
(
x1x

q1−q2
3 + αxk2+1

2

)2

x2q2+q3
3 ×

×
(

(k2 + 1)xk2
2

∂

∂x1
− xq4−q3

3

1
α

∂

∂x2

)
.

Позначивши m3 = q1 − q2 = q4 − q3 = k3 − l3,
n3 = q2

2q3, отримуємо (34).
Якщо k3 < l3, то отримуємо q1 < q2, q4 < q3,

D =
(
x1 + αxk2+1

2 xq2−q1
3

)2

x2q1+q4
3 ×

×
(

(k2 + 1)xk2
2 xq3−q4

3

∂

∂x1
− 1

α

∂

∂x2

)
.

Позначивши m3 = q2 − q1 = q3 − q4 = l3 − k3,
n3 = q2

1q4, отримуємо (35).

Випадки, коли в D менше двох неелементарних
диференцiювань, розглянуто в лемi (2).

У випадку, якщо D має трикутний вигляд, ми
з точнiстю до перейменування змiнних отримаємо
одну з форм, заданих у теоремi.
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P. Prokofiev

LOCALLY NILPOTENT DERIVATIONS OF POLINOMIAL ALGEBRA IN THREE
VARIABLES WHICH ARE SUMS OF FOUR Z3-HOMOGENEOUS

Locally nilpotent derivations (LND) of polynomial algebra are a source of numerous exotic examples of
automorphisms of affine space. We can mention Nagata’s and Anick’s automorphisms among most important.

Taking into consideration natural Z3-grading on the algebra of polynomial differential operators we can
put such question: what kind of homogeneous summands should we take in order to get LND as their sum. This
task includes problem of characterization of Newton polygons of LND.

The aim of this work is to describe all LND of polynomial algebra in three variables which are sums of four
Z3-homogeneous.
Keywords: locally nilpotent derivations, homogeneous derivations, Newton polygons.
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