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Основні поняття

• Графом Кокстера G називаємо сукупність (G, f), де G — граф, f — відображення 
множини ребер графа G у множину, що складається з натуральних чисел, яка 
строго більші за 2 та символа ∞.

• Матриця суміжності — матриця, елементи якої приймають значення 2 cos
𝜋

𝑘
, 

якщо 𝑓 𝑖, 𝑗 = 𝑘, 2, якщо 𝑓 𝑖, 𝑗 = ∞, 0, якщо вершини не з’єднані ребром.

• Індекс графа — максимальне власне значення 𝜆𝐺.

• Зліченний граф Кокстера — граф Кокстера, що має зліченну множину вершин.

• Індексом зліченного графа називаємо додатне число або символ ∞, яке 
визначається: 

𝑖𝑛𝑑 𝑮 = sup
Г∈𝐹𝑖𝑛(𝑮)

𝑖𝑛𝑑 Г



Основні твердження

■ Твердження 1 [2 - 4]
𝑮 — зліченний зв’язний граф. При видаленні вершини або ребра, зменшенні 
мітки на ребрі графа 𝑮 його індекс не збільшується.

• Наслідок 1 [2 - 4]

• Нехай 𝑮𝟏, 𝑮𝟐 — зліченні графи. 𝑮𝟏 ⊂ 𝑮𝟏. Тоді 𝑖𝑛𝑑 𝑮𝟏 ≤ 𝑖𝑛𝑑 𝑮𝟐.

• Твердження 2 [4 - 5]
Нехай 𝑮 - зліченний зв’язний граф. При підрозбитті внутрішнього ребра, 
індекс не збільшується.

■ Твердження 3 [2 - 4]
При збільшені мітки, індекс графа збільшується.

■ Твердження 4 [2]
Нехай 𝑮 - зліченний граф, {𝐺𝑛}𝑛=1

∞ — послідовність його скінченних підграфів, 
що задовольняє умовам:

– 𝐺𝑛 ⊂ 𝐺𝑛+1 , ∀𝑛 ∈ ℕ

– 𝑛∈ℕڂ 𝐺𝑛 = 𝑮

Тоді 𝑖𝑛𝑑 𝑮 = lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑑 𝐺𝑛



Індекс графа, що складається зі скінченного графа та 
нескінченного ланцюга

Теорема 1 [2, 4]
Нехай зліченний граф (Г, x) 
складається з скінченного графа Г 
та нескінченного ланцюга. Тоді:

■ Якщо Г, 𝑥 ∈ {𝐴∞, 𝐷∞, 𝐵∞},
то 𝑖𝑛𝑑 Г, 𝑥 = 2

■ Якщо Г, 𝑥 ∉ 𝐴∞, 𝐷∞, 𝐵∞ ,
то 𝑖𝑛𝑑 Г, 𝑥 > 2 та є 
максимальним коренем 
рівняння
𝑃Г−𝑥(𝜆)

𝑃Г(𝜆)
=
𝜆 + 𝜆2 − 4
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Класифікація зліченних графів 
Кокстера
■ Повна класифікація зліченних графів Кокстера у проміжку 5+ 2,

3

2
для

підпорядкованих графів 𝑇1,𝑘,∞ .

■ Теорема

Нехай 𝑮 – зліченний зв’язний граф Кокстера з підпорядкованим графом 𝑇1,𝑘,∞, 
тоді

– Якщо 𝑖𝑛𝑑 𝑮 ∈ 5+ 2,
3

2
, то 𝑮 – один із графів серії:



■ 𝑖𝑛𝑑 𝑮 ∈ 5 + 2,
3

2

 𝑖𝑛𝑑 𝑮 ∈ 5 + 2,
3

2

 𝑖𝑛𝑑 𝑮 >
3

2

 𝑖𝑛𝑑 𝑮 ∈ 5 + 2,
3

2

 𝑖𝑛𝑑 𝑮 ∈ 5 + 2,
3

2

 𝑖𝑛𝑑 𝑮 >
3

2

 𝑖𝑛𝑑 𝑮 >
3

2
 𝑖𝑛𝑑 𝑮 >

3

2

Приклади, використані при доведені 



Повна класифікація зліченних графів Кокстера відносно значення

індексу у проміжку 5 + 2,
3

2
для підпорядкованих графів 𝐻1,𝑘,∞

■ Теорема

Нехай 𝑮 – зліченний зв’язний граф Кокстера з підпорядкованим графом 𝐻1,𝑘,∞, тоді 

його індекс належить проміжку 5+ 2,
3

2
тоді і лише тоді, коли всі позначки 

дорівнюють 3.



Приклади для доведення 
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