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Анотацiя

У цiй квалiфiкацiйнiй роботi дослiджується методи топологiчного ана-
лiзу даних на основi ойлерової характеристики, яка є важливим iнстру-
ментом для вивчення структури i властивостей данних. Основна увага
придiена реалiзацiї однопараметричних i багатопараметричних топологi-
чних дескрипторiв, таких як кривi та профiлi Ойлерової характеристики,
перетворення Радона та гiбриднi згортковi перетворення .

У теоретичнiй частинi подано основнi поняття топологiчного аналiзу,
а саме топологiчним дескрипторам, їх стабiльностi. В практичнiй чатси-
нi реалiзовано алгоритми обчислення кожного з дескрипторiв, створенi
вiзуалiзацiї результатiв, а також виконано порiвняльний аналiз ефектив-
ностi класифiкацiї iз застосуванням машинного навчання.

Ключовi слова: топологiчний аналiз, ойлерова характеристика, гi-
бриднi перетворення, компресiя даних, багатопараметрична фiльтрацiя.
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1 Вступ

Зараз ми живемо у свiтi з неймовiрно великими обсягами даних з абсо-
лютно рiзними структурами, i з кожним роком цi обсяги будуть збiль-
шуватися, а структура — ускладнюватися. Звичайнi методи статистики
та машинного навчання не завжди є ефективними у виявленнi прихова-
них структур даних, у зв’язку з цим виникає нагальна потреба в нових
пiдходах до аналiзу iнформацiї. Саме через це в останнi роки стрiмко
набирає обертiв новий напрям — топологiчний аналiз даних.

TDA базується на алгебраїчнiй топологiї, а саме — на її гомологiчних
iнварiантах. Данi iнструменти дозволяють дослiджувати структуру да-
них i аналiзувати її, адже вона не змiнюється при деформацiях, шумi чи
часткових спотвореннях. Цей метод демонструє високу точнiсть у зада-
чах машинного навчання i є гiдною альтернативою бiльш традицiйним
методам.

Метою даної роботи є дослiдження та застосування топологiчних де-
скрипторiв у задачах класифiкацiї. Розглядаються такi iнструменти, як
профiлi Ойлерової характеристики, профiлi Ойлерової характеристики,
перетворення Радона та гiбриднi згортковi перетворення.

У роботi реалiзовано побудову вищезгаданих топологiчних перетво-
рень, зроблено вiзуалiзацiю результатiв, а також оцiнено точнiсть класи-
фiкацiї кожного методу. Також окрему увагу придiлено питанню стiйко-
стi дескрипторiв до шуму та будь-яких iнших деформацiй вхiдних даних,
оскiльки ця властивiсть є критично важливою для практичного застосу-
вання в реальних задачах.

Актуальнiсть даного дослiдження визначається потребою в ефектив-
них i, що найважливiше, обчислювально незатратних методах аналiзу,
здатних працювати з високовимiрними та складно структурованими ви-
дами даних. Наприклад, використання ойлерової характеристики та її
гiбридних перетворень вiдкриває новi можливостi дослiдження тополо-
гiчних сигналiв у таких галузях, як машинне навчання, бiоiнформатика,
медична дiагностика, матерiалознавство тощо. Таким чином, моя робота
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поєднує математичну основу i практичне застосування, показуючи, що
TDA має великий потенцiал як iнструмент аналiтики даних та машин-
ного навчання.
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2 Знайомство

Цей роздiл присвячено ознайомленню з топологiчним аналiзом даних
як окремою галуззю аналiтики, а також розглянуто iсторiю та базовi
поняття характеристики Ойлера.

2.1 Вступ до топологiчного аналiзу даних

Топологiчний аналiз даних (скорочено TDA) — це доволi новий напрям
у прикладнiй математицi. Вiн сформувався на початку XXI столiття i
є сумiшшю алгебраїчної топологiї та обчислювальної геометрiї. Iсторiя
TDA бере свiй початок з праць Едельсбруннера (2002) i Зомородiана i
Карлссона (2005), якi заснували напрям персистентної гомологiї. Також
досить важливим дослiдженням для розвитку TDA є робота Карлссона
(2009), яке досить сильно пiдвищило популярнiсть даного напряму. [17]

Iдея топологiчного аналiзу даних базується на припущеннi, що форма
даних мiстить важливу iнформацiю про їхню структуру. У реальних за-
дачах, коли йдеться про данi високої розмiрностi, часто спостерiгається
розрiдженiсть та наявнiсть значущих ознак нижчої розмiрностi. Одним
iз завдань топологiчного аналiзу є точне виявлення та опис таких вла-
стивостей. Наприклад, траєкторiя простої моделi типу хижак–жертва,
що описується рiвняннями Лотки–Вольтерри, утворює замкнутий кон-
тур у фазовому просторi, i TDA надає iнструменти для виявлення та
кiлькiсної оцiнки подiбних циклiчних рухiв. [18]

Протягом останнiх рокiв було створено кiлька бiблiотек, якi реалiзу-
ють ефективнi алгоритми для побудови топологiчних дескрипторiв. Далi
ми наведено основнi з них. Бiблiотека GUDHI (на C++ i Python) є най-
бльш потужною i вживаною бiблiотекою. Вона надає iнструменти для
створення та аналiзу структурних особливостей даних, що мають тополо-
гiчну природу. Також корисними є бiблiотеки Dionysus, PHAT та DIPHA.
Вони реалiзують ефективнi алгоритми для обчислення персистентної го-
мологiї. Слiд згадати i бiблiотеку Giotto-TDA, вона є дуже зручною для
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сучасного застосування TDA. Ця Python-бiблiотека дозволяє легко iм-
плементувати топологiчний аналiз у задачi машинного навчання. [17]

На сьогоднiшнiй день сфера топологчiного аналiзу данних є доволi
популярною галуззю. Вона вже має базовий набiр математичних i про-
грамних iнструментiв, що доволi сильно спрощує роботу. Бiльше того, цi
методи часто люблять комбiнувати з класичними методами машинного
навчання. Така методика дозволяє покращувати якiсть аналiзу складних
даних та пiдвищувати стiйкiсть моделей до шуму та iнших деформацiй
даних.

2.2 Означення характеристики Ойлера

Наразi характеристика Ойлера є одним iз ключових понять сучасної ма-
тематичної топологiї. Вперше вона була сформульована в серединi XVIII
столiття швейцарським математиком Леонардом Ойлером.[1] Саме тодi
вiн опублiкував формулу, яка пов’язує кiлькiсть вершин (𝑉 ), ребер (𝐸)
i граней (𝐹 ) у геометричнiй фiгурi. Характеристику Ойлера прийнято
позначати грецькою лiтерою 𝜒 (хi), i вона має наступний вигляд:

𝜒 = 𝑉 − 𝐸 + 𝐹

Бiльше того, будь-яка поверхня опуклого багатогранника має ойле-
рову характеристику:

𝜒 = 𝑉 − 𝐸 + 𝐹 = 2

У XIX столiттi математики Огюстен Кошi та Анрi Пуанкаре поча-
ли розвивати iдеї, започаткованi Ойлером. Вони узагальнили поняття
характеристики Ойлера з опуклих багатогранникiв на довiльнi поверх-
нi й з’ясували, що ця характеристика є топологiчним iнварiантом [2]
[3]. Тобто при деформацiї фiгури (згинаннi, стисканнi або розтягуваннi)
значення характеристики Ойлера залишається незмiнним.[4]

У сучаснiй топологiї характеристика Ойлера використовується не ли-
ше з багатогранниками, а й з бiльш складними об’єктами, такими як
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CW-комплекси i симплiцiальнi комплекси.[5] Для них ойлерова характе-
ристика може бути визначена як знакозмiнна сума:

𝜒 = 𝑘0 − 𝑘1 + 𝑘2 − 𝑘3 + · · · ,

де 𝑘𝑖 — кiлькiсть клiтинок розмiрностi 𝑖.
Також характеристику Ойлера можна представити в бiльш загально-

му виглядi через числа Беттi [2] — топологiчнi iнварiанти, якi опису-
ють кiлькiсть незалежних циклiв заданої розмiрностi в геометричному
об’єктi. [6] Для многовиду розмiрностi 2 характеристика Ойлера визна-
чається наступним чином:

𝜒 = 𝛽0 − 𝛽1,

де:

• 𝛽0 — кiлькiсть зв’язних компонент (0-вимiрнi базиси),

• 𝛽1 — кiлькiсть отворiв у фiгурi (1-вимiрнi базиси).

У загальному випадку ойлерова характеристика для топологiчного
простору через числа Беттi має вигляд [2]:

𝜒 = 𝛽0 − 𝛽1 + 𝛽2 − 𝛽3 + · · ·

Як пiдсумок, на сьогоднiшнiй день характеристика Ойлера є ключо-
вою компонентою топологiї, входить до загальної теорiї гомологiй i має
безлiч застосувань у таких сферах, як наука, iнженерiя та комп’ютерна
графiка. Ми ж будемо використовувати її для аналiзу даних.

3 Топологiчнi дескриптори

У даному роздiлi ми розглянемо ключовi поняття для побудови тополгi-
чних дескрипторiв, якi будуть застосовуватись далi в роботi.
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3.1 Основнi поняття

Перед використанням методiв топологiчного аналiзу даних важливо озна-
йомитись iз базовими математичними поняттями, що лежать в його осно-
вi. Основою теорiї є загальна топологiя, яка формалiзує уявлення про
неперервнiсть, вiдкритiсть i компактнiсть простору. [16]

Означення 1. Топологiєю на множинi 𝑋 називається колекцiя пiдмно-
жин 𝑇 , яка задовольняє такi умови:

1. ∅ ∈ 𝑇 i 𝑋 ∈ 𝑇 ;

2. довiльна (можливо нескiнченна) об’єднана кiлькiсть множин з 𝑇 та-
кож належить 𝑇 ;

3. скiнченна кiлькiсть перетинiв множин з 𝑇 також належить 𝑇 .

Пара (𝑋,𝑇 ) називається топологiчним простором.

Означення 2. Пiдмножина 𝑈 ⊆ 𝑋 є вiдкритою, якщо 𝑈 ∈ 𝑇 .

Означення 3. Пiдмножина 𝑈 ⊆ 𝑋 є замкненою, якщо її доповнення
𝑋 ∖ 𝑈 є вiдкритим.

Означення 4. Покриттям простору 𝑋 називається набiр пiдмножин
𝐴 = {𝐴𝑖} таких, що 𝑋 =

⋃︀
𝑖𝐴𝑖. Якщо всi 𝐴𝑖 є вiдкритими множинами,

то таке покриття називається вiдкритим покриттям.

Означення 5. Топологiчний простiр 𝑋 називається компактним, якщо
для кожного вiдкритого покриття iснує його скiнченна пiдмножина, яка
теж покриває 𝑋.

3.2 CW-комплекси та абстрактнi симплiцiальнi ком-

плекси

Означення 6. CW-комплекси — це вид топологiчних просторiв, який
будується за допомогою з’єднання базових блокiв, а саме — клiтин рiзних
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розмiрностей. Спочатку створюється множина нульвимiрних клiтин (то-
чок) 𝑋0. Наступним кроком формується 𝑛-скелет 𝑋𝑛 шляхом приєднан-
ня 𝑛-вимiрних клiтин до вже створеного (𝑛− 1)-скелета 𝑋𝑛−1 через їхнi
межi [5].

Процес побудови може бути завершений на певному скiнченному ета-
пi або продовжуватись нескiнченно довго. Пiдкомплексом 𝐴 клiтинного
комплексу 𝑋 називають пiдмножину, яка разом iз кожною своєю клiти-
ною мiстить також усi клiтини нижчої розмiрностi.

Однак, поняття CW-комплексу є доволi загальним, що дозволяє опи-
сувати рiзнi класи топологiчних просторiв. Окремим важливим випад-
ком слiд видiлити абстрактнi симплiцiальнi комплекси. Вони є набагато
зручнiшими для дискретизацiї простору та проведення дослiджень у ньо-
му. Далi ми наводимо формальне означення даного комплексу.

Означення 7. Абстрактний симплiцiальний комплекс — це скiн-
ченна множина 𝐾 симплексiв, де симплекс — це елемент 𝜎 ∈ 𝐾, що
задовольняє умову: якщо симплекс 𝜎 належить 𝐾, тодi кожна його пiд-
множина 𝜏 ⊆ 𝜎 також належить 𝐾 [7].

Розмiрнiсть симплексiв визначається за формулою:

dim(𝜎) = |𝜎| − 1,

де |𝜎| — кiлькiсть елементiв у множинi 𝜎.
Наприклад:

• 0-симплекси — вершини,

• 1-симплекси — ребра,

• 2-симплекси — трикутники.

Ойлерова характеристика симплiцiального комплексу 𝐾 визначає-
ться як цiле число [7]:

𝜒(𝐾) =
∑︁
𝜎∈𝐾

(−1)dim(𝜎).
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У аналiзi даних дуже важливо не лише вивчати структуру простору,
а й розумiти, як рiзнi параметри впливають на її змiну. Саме для цього
вводиться поняття 𝑚-параметричної фiльтрацiї.

Означення 8. 𝑚-параметричною фiльтрацiєю скiнченного симплiцiаль-
ного комплексу 𝐾 називають сiмейство пiдкомплексiв (𝐹𝑡)𝑡∈R𝑚, таке, що
для будь-яких двох параметрiв 𝑡, 𝑡′ ∈ R𝑚 виконується наступна умова:
якщо 𝑡 ≤ 𝑡′ ,то 𝐹𝑡 ⊆ 𝐹𝑡′ [7].

Тобто, якщо за всiма координатами один параметр менший або дорiв-
нює iншому, то вiдповiдний пiдкомплекс також є пiдмножиною наступно-
го. Iншими словами, у процесi фiльтрацiї кiлькiсть доступних симплексiв
поступово зростає, що призводить до наповнення структури комплексу
новими елементами.

Одним iз класичних способiв побудови фiльтрацiї є використання су-
брiвневих множин.
Приклад 1. Нехай 𝑓 : 𝐾 → R𝑚 — функцiя, яка не зменшується при
переходi вiд симплекса до його надмножини, тобто для будь-яких 𝜎 ⊆ 𝜏

виконується:
𝑓(𝜎) ≤ 𝑓(𝜏).

Тодi для кожного значення параметра 𝑡 будується пiдкомплекс:

𝐹𝑓(𝑡) = {𝜎 ∈ 𝐾 : 𝑓(𝜎) ≤ 𝑡}.

Функцiю 𝑓 у цьому випадку називають фiльтром фiльтрацiї [7].

3.3 Комплекси Чеха та Вiєторiса-Рiпса

Одним iз найпоширенiших прикладiв симплiцiальних комплексiв є ком-
плекс Чеха. Комплекс Чеха — це абстрактний симплiцiальний комплекс,
побудований у метричному просторi за допомогою множини точок.[8]
Завдяки ньому можна вiдобразити топологiчну iнформацiю про множи-
ну точок або про їх розподiл. У нашому випадку вiн дозволяє вiдобра-
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зити локальну близькiсть i структуру точок на основi симплiцiального
комплексу.

Означення 9. Нехай 𝑋 ⊂ R𝑑 — скiнченна множина точок. Для кожно-
го радiуса 𝑟 ≥ 0 будується комплекс Чеха 𝒞(𝑋, 𝑟). У цьому комплексi
симплекс утворюється з набору точок {𝑥0, . . . , 𝑥𝑘}, якщо вiдкритi кулi з
радiусом 𝑟, що побудованi навколо цих точок, мають спiльний перетин,
який не є порожнiм. [9] Тобто:

𝑘⋂︁
𝑖=0

𝐵(𝑥𝑖, 𝑟) ̸= ∅,

де 𝐵(𝑥𝑖, 𝑟) — вiдкрита куля радiуса 𝑟 з центром у точцi 𝑥𝑖.

Iнтуїтивно, комплекс Чеха формує симплекси для точок, якi знаходя-
ться досить близько одна до одної. Зi збiльшенням радiуса 𝑟 структура
комплексу стає складнiшою: з’являються новi ребра, трикутники та вищi
симплекси.

Буває, що iнформацiї про розташування точок недостатньо, i вини-
кає необхiднiсть враховувати додатковi властивостi даних. Для таких
випадкiв використовується функцiональна фiльтрацiя Чеха.

Означення 10. Нехай 𝑋 ⊂ R𝑑 — скiнченна множина точок, а 𝑓 =

(𝑓1, . . . , 𝑓𝑚) : 𝑋 → R𝑚 — задана функцiя, яка для кожної точки зiставляє
набiр числових характеристик (густина точки, вага тощо).

Тодi функцiональна фiльтрацiя Чеха — це побудова комплексу Че-
ха 𝒞(𝑋, 𝑟) iз додатковим обмеженням. Для параметрiв 𝑟 ∈ R i 𝑡 =

(𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) ∈ R𝑚 симплекси визначаються умовою:

𝒞(𝑋, 𝑓)(𝑟, 𝑡) =
{︁
𝜎 ∈ 𝒞(𝑋, 𝑟) : max

𝑥∈𝜎
𝑓𝑖(𝑥) ≤ 𝑡𝑖 ∀𝑖 = 1, . . . ,𝑚

}︁
.

У такий спосiб фiльтрацiя одночасно враховує геометричну близь-
кiсть точок та додатковi властивостi кожної з них.[7]

Функцiональнi фiльтрацiї дають змогу будувати бiльш гнучкi моде-
лi топологiчної структури даних, допомагаючи, зокрема, справлятися з
викидами або видiляти областi високої густини.
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Також, як альтернатива комплексу Чеха iснує комплекс Вiєторiса–Рiпса.
У топологiї комплекс Вiєторiса–Рiпса (також вiдомий як комплекс Вiє-
торiса або Rips-комплекс) є методом побудови симплiцiального компле-
ксу на основi лише метричної iнформацiї, саме вiдстаней мiж точками у
множинi. Даний пiдхiд дозволяє легко описувати топологiчну структуру
даних, навiть якщо сама геометрична форма множини є невiдомою або
недоступною.

Rips-комплекс задається параметром 𝛿 > 0 та довiльним метричним
простором𝑀 . Симплекс утворюється для кожної скiнченної пiдмножини
точок 𝑆 ⊂𝑀 , у якiй вiдстань мiж двома будь-якими точками не переви-
щує 𝛿. Така пiдмножина входить до комплексу як симплекс розмiрностi
|𝑆| − 1 — тобто ребро для двох точок, трикутник для трьох, тетраедр
для чотирьох тощо. [10]

Нижче подано формальнi означення та властивостi комплекса Вiєторi-
са–Рiпса.

Означення 11. Флаговий комплекс — це абстрактний симплiцiальний
комплекс, у якому будь-яка пiдмножина вершин, що з’єднана 1-простими
симплексами (ребрами), автоматично створює вищий симплекс. Iншими
словами, комплекс визначається за допомогою своєї 1-скелетонної стру-
ктури.

Будь-який симплiцiальний комплекс, який задовольняє умови флаго-
вого комплексу, може бути повнiстю описаним графом сумiжностi своїх
вершин.

Означення 12. Нехай 𝑋 — множина точок у метричному просторi, а
𝛿 > 0 — фiксований радiус. Тодi комплекс Вiєторiса–Рiпса 𝑉 𝑅𝛿(𝑋) — це
симплiцiальний комплекс, вершини якого збiгаються з елементами 𝑋, а
кожна 𝑛-мерна грань (симплекс) вiдповiдає (𝑛+ 1)-точковiй пiдмножинi
𝑋, у якiй усi попарнi вiдстанi меншi або рiвнi 𝛿.

Зазначимо, що побудова комплексу Вiєторiса–Рiпса є менш обчислю-
вально затратною, у порiвняннi з комплексом Чеха, оскiльки не вимагає
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побудови перетинiв куль, а залежить лише вiд порогового графа вiдста-
ней. Саме тому Rips-комплекси є широко вживаними в обчислювальнiй
топологiї.

Бiльше того, такi комплекси можуть бути побудованi в довiльному
метричному просторi.Саме ця ознака робить їх унiверсальними для за-
стосування в задачах з нестандартною геометрiєю (наприклад, простори
ознак у машинному навчаннi). [10]

На практицi, для спрощення обчислень, часто використовують фун-
кцiональну альфа-фiльтрацiю, яка є ще бiльш обчислювально ефектив-
нiшою.

Означення 13. Альфа-комплекс — це симплiцiальний комплекс, побудо-
ваний на основi множини точок у метричному просторi. Альфа-комплекс
є пiдкомплексом трiангуляцiї Делоне. Вiн визначається шляхом вибору
таких симплексiв трiангуляцiї Делоне, для яких описана сфера є поро-
жньою та має квадрат радiуса, що не перевищує заданого порогу 𝛼2.
Якщо описана сфера не є порожньою, то фiльтрацiйне значення симпле-
кса визначається як мiнiмальне фiльтрацiйне значення серед його гра-
ней. [9]

Альфа-комплекс зберiгає топологiчну iнформацiю простору подiбно
до комплексу Чеха, проте є обчислювально ефективнiшим та компактнi-
шим.

4 Дiаграми персистентностi та iнструменти

ойлерової характеристики

У процесi топологiчного аналiзу даних важливо не лише виявляти топо-
логiчнi характеристики простору, а й витягувати багатомасштабну топо-
логiчну iнформацiю з даних. Саме для вирiшення таких задач викори-
стовується персистентна гомологiя.

У топологiчному аналiзi даних персистентна гомологiя є ключовим
методом для отримання найважливiшої топологiчної iнформацiї з даних.
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Ця iнформацiя зручно може бути представлена за допомогою дiаграм
персистентностi, якi лаконiчно узагальнюють геометричнi та топологiчнi
властивостi на масштабах рiзної розмiрностi.

У цьому роздiлi ми коротко ознайомимося з основними поняттями
персистентної гомологiї i придiлимо особливу увагу дiаграмам персистен-
тностi.

4.1 Основнi поняття гомологiї

Гомологiя — це iнструмент, що допомагає дослiджувати топологiчнi про-
стори за допомогою кiлькiсного опису їхнiх структур: компонент зв’язностi,
циклiв тощо. За означенням, для топологiчного простору 𝑋 та цiлого чи-
сла 𝑘 ми позначаємо 𝑘-ту гомологiчну групу як 𝐻𝑘(𝑋), а її розмiрнiсть
— як 𝛽𝑘(𝑋) = dim𝐻𝑘(𝑋), тобто 𝑘-те число Беттi. [11]

Також у персистентнiй гомологiї розглядаються неперервнi функцiї
𝑓 : 𝑋 → R, якi фiльтрують простiр через пiдрiвневi множини наступного
вигляду: 𝑓−1(−∞, 𝑎], де 𝑎— це змiнна, яка напряму впливає на топологiю
цих множин i, вiдповiдно, на їхнi гомологiчнi групи. [12]

Для опису мiсць, де цi змiни вiдбуваються, вводиться таке поняття, як
гомологiчно критичнi значення. Це такi значення 𝑎 ∈ R, на яких стру-
ктура гомологiї пiдрiвневих множин 𝑓−1(−∞, 𝑎] змiнюється: наприклад,
з’являється новий цикл або зникає iснуюча компонента зв’язностi.

Крiм того, важливим поняттям є лема про критичне значення. Вона
стверджує, що якщо на деякому взятому iнтервалi значень функцiї не
трапляється жодного гомологiчно критичного значення, то гомологiчна
структура не змiнюється. Це дозволяє точно вказувати на тi рiвнi фун-
кцiї, де вiдбуваються топологiчнi переходи — саме така логiка лежить в
основi побудови дiаграм персистентностi, якi виявляють появу або зни-
кнення гомологiчних ознак рiзних розмiрностей. [12]

Iнтуїтивно, 𝑘-вимiрна гомологiчна ознака описує наявнiсть отвору
розмiрностi 𝑘 у просторi. Наприклад:

• 0-вимiрнi ознаки — це компоненти зв’язностi;
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• 1-вимiрнi — це цикли або петлi;

• 2-вимiрнi — це порожнини, схожi на внутрiшню частину сфери.

Кожна гомологiчна ознака має свiй власний момент народження та
момент смертi. Моментом народження називається значення параметра,
при якому ця ознака вперше з’являється, а моментом смертi — значення,
при якому вона зникає. Пара чисел [𝑎, 𝑏) описує цей iнтервал iснування
i називається персистентним iнтервалом. [13]

Множина таких iнтервалiв утворює штрих-код фiльтрацiї, який мо-
жна трактувати як життєвий цикл кожної топологiчної ознаки.

4.2 Побудова персистентної гомологiї

Одним iз способiв побудови персистентної гомологiї є розгляд множини
точок, якi лежать у виглядi прихованої геометричної структури у просто-
рi. Мета полягає в тому, щоб зробити висновки про топологiю утвореної
фiгури, базуючись лише на скiнченну вибiрку точок.

Замiсть того, щоб фiксувати певний радiус 𝑟, навколо кожної точки
створюються кулi зi змiнюваними радiусами, i аналiзується об’єднання
цих куль. Для малих 𝑟 кожна точка є окремим компонентом зв’язностi,
а для надто великих 𝑟 — усе зливається в одну велику компоненту. [14]

Аби уникнути вибору одного фiксованого значення 𝑟, персистентна
гомологiя вивчає змiну топологiчних властивостей у всьому дiапазонi
значень 𝑟, дозволяючи видiлити лише тi особливостi, якi є стiйкими до
масштабування. Точки, що лежать далеко вiд дiагоналi 𝑥 = 𝑦 на дiаграмi
персистентностi, позначають саме такi стабiльнi топологiчнi особливостi,
а тi, що лежать поблизу дiагоналi, зазвичай iнтерпретуються як шум.

На даному малюнку ми можемо спостерiгати змiну топологiчної стру-
ктури простору пiд час збiльшення радiуса 𝑡. Для малих значень радiуса
точки утворюють окремi компоненти зв’язностi, якi пiзнiше починають
об’єднуватись, а при достатньо великому 𝑡 утворюються 1-вимiрнi петлi.
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Рис. 1: Вiзуалiзацiя персистентної гомологiї на основi вибiрки точок.
(a–c) — об’єднання куль з центрами у вибiрцi точок для трьох рiзних
радiусiв 𝑡 = 0.4, 𝑡 = 1.5, 𝑡 = 2.1. (d) — вiдповiдна дiаграма персистен-
тностi.

Остання вiзуалiзацiя (d) вiдображає дiаграму персистентностi, де синi
точки вiдповiдають компонентам зв’язностi (𝐻0), а помаранчева — стiй-
кому 1-вимiрному циклу (𝐻1). Чим далi точка вiд дiагоналi, тим стiйкi-
шою i тим важливiшою вона вважається.

4.3 Iнструменти на основi ойлерової характеристики

та їх порiвняння з дiаграмами персистентностi

Цей пiдроздiл має реферативний характер i викладає теоретичнi засади
з роботи [7]

Ойлерова характеристика є одним з базових компонентiв топологi-
чного аналiзу даних. Вона допомагає описувати складнiсть топологiчних
структур у фiльтрованих симплiцiальних комплексах. Особливо актуаль-
ним їхнє застосування стає у випадках багатопараметричних фiльтрацiй,
де нам важлива не стiльки структура на конкретному кроцi фiльтрацiї,
скiльки динамiка її змiн в просторi з усiх параметрiв.

Перед переходом до бiльш складних конструкцiй, треба сформулю-
вати основне означення профiлю ойлерової характеристики:

Означення 14. Профiль ойлерової характеристики (скорочено ECP)
фiльтрованого комплексу 𝐾 над множиною параметрiв 𝑃 — це функцiя,
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яка кожному значенню 𝑝 ∈ 𝑃 ставить у вiдповiднiсть ойлерову характе-
ристику вiдповiдного пiдкомплексу 𝐾𝑝 [15]:

ECP(𝐾, 𝑝) = 𝜒(𝐾𝑝).

У випадку багатопараметричної фiльтрацiї ℱ з 𝑚 параметрами, мо-
жна ввести таку функцiю, що буде описувати змiну ойлерової характе-
ристики в залежностi вiд значення параметра 𝑡 ∈ R𝑚:

𝜒ℱ : 𝑡 ∈ R𝑚 ↦→ 𝜒(ℱ𝑡).

Така функцiя називається кривою ойлерової характеристики, якщо 𝑚 =

1, i поверхнею ойлерової характеристики, у випадку коли 𝑚 = 2. [15]
Однак робота з багатьма параметрами значно ускладнює роботу. Щоб

спростити її, часто використовують pushforward-операцiю, яка зводить
багатовимiрну фiльтрацiю до одновимiрної:

Означення 15. Нехай ℱ — однокритична 𝑚-параметрична фiльтра-
цiя, а 𝜉 ∈ R𝑚*

+ — фiксований напрям у параметричному просторi. Тодi
pushforward фiльтрацiї ℱ вздовж 𝜉 визначається як однопараметричне
сiмейство:

(𝜉*ℱ)𝑠 =
⋃︁
𝜉·𝑡≤𝑠

ℱ𝑡, 𝑠 ∈ R.

Функцiя, що вiдображає ойлерову характеристику цiєї фiльтрацiї, нази-
вається проштовхнутою кривою ойлерової характеристики та познача-
ється як:

𝜉*𝜒ℱ = 𝜒𝜉*ℱ .

Цю конструкцiю можна застосовувати до фiльтрацiй, якi задаються
функцiями.

Лема 1. Нехай 𝑓 : 𝒦 → R𝑚 — невзростаюча функцiя, i нехай 𝜉 ∈ R𝑚*
+ .

Тодi фiльтрацiя, породжена композицiєю 𝜉 ∘ 𝑓 , задовольняє:

𝜉*ℱ𝑓 = ℱ𝜉∘𝑓 , та 𝜉*𝜒𝑓 = 𝜒𝜉∘𝑓 .
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Для покращення iнтерпретацiї кривої ойлерової характеристики в на-
прямку 𝜉 застосовують гiбридне згорткове перетворення, що поєднує
топологiчнi iнварiанти з аналiтичними засобами згладження.

Означення 16. Нехай ℱ — однокритична 𝑚-параметрична фiльтрацiя,
а 𝜅 ∈ 𝐿1(R) — функцiя ядра. Тодi гiбридне перетворення ойлерової ха-
рактеристики 𝜒ℱ у напрямку 𝜉 ∈ R𝑚*

+ визначається як:

𝜓𝜅
ℱ(𝜉) =

∫︁
R
𝜅(𝑠) · 𝜉*𝜒ℱ(𝑠) d𝑠.

Звiсно iснує формула для ойлерової характеристики у випадку так
званих однокритичних фiльтрацiй. Вона записується через характери-
стичнi функцiї супермножин параметричного простору:

Означення 17. Припустимо, що кожному симплексу 𝜎 ∈ 𝒦 вiдповiдає
параметр 𝑡(𝜎) ∈ R𝑚 такий, що 𝜎 ∈ ℱ𝑡(𝜎). Тодi ойлерова характеристика
фiльтрацiї має вигляд:

𝜒ℱ =
∑︁
𝜎∈𝒦

(−1)dim𝜎1𝑄𝑡(𝜎)
, (2.1)

де 𝑄𝑢 := {𝑡 ∈ R𝑚 : 𝑡 ≥ 𝑢} — супермножина у параметричному просторi.

Якщо 𝜅 ∈ 𝐿1(R) — ядро згортки, а 𝜅 — його первiсна функцiя, що
прямує до нуля при +∞, то гiбридне перетворення можна записати як:

𝜓𝜅
ℱ(𝜉) =

∑︁
𝜎∈𝒦

(−1)dim𝜎𝜅(𝜉 · 𝑡(𝜎)). (2.2)

Цi формули дозволяють ефективно застосовувати ойлерову характе-
ристику для аналiзу складної топологiчної iнформацiї в багатопараме-
тричних фiльтрацiях.

Для випадкiв з однопараметричною фiльтрацiєю спецiально iснує зв’язок
мiж дiаграмами персистентностi та iнструментами ойлера, такими як
кривi ойлерової характеристики та гiбриднi перетворення. Їх зв’язок мо-
жна подати за допомогою наступної формули:

𝜒ℱ(𝑡) =
∑︁
𝑘≥0

𝑛𝑘∑︁
𝑖=1

(−1)𝑘 · 1[𝑎𝑘𝑖 ,𝑏
𝑘
𝑖 )

(𝑡),
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де (𝑎𝑘𝑖 , 𝑏
𝑘
𝑖 ) — iнтервали дiаграми персистентностi 𝑘-го степеня. Можна

зазначити, що ойлерова характеристика є знакоперемiнною сумою всiх
ознак, i не залежить вiд їхньої iндивiдуальної тривалостi.

Аналогiчно, формулу для гiбридних перетворень можна записати як:

𝜓𝜅
ℱ(𝜉) =

∑︁
𝑘≥0

𝑛𝑘∑︁
𝑖=1

(−1)𝑘
(︀
𝜅(𝜉 · 𝑏𝑘𝑖 ) − 𝜅(𝜉 · 𝑎𝑘𝑖 )

)︀
,

що знову спрощує багатовимiрну iнформацiю до скалярної ознаки.
Перехiд вiд повної дiаграми персистентностi до ойлерової кривої чи

гiбридного перетворення призводить до втрати деякої iнформацiї:

• Зникає розподiл за гомологiчними степенями, оскiльки сума викону-
ється по всiх 𝑘.

• Зникає зв’язок мiж моментом народження та моментом смертi гомо-
логiчних ознак, оскiльки у кривiй враховуються лише набори усiх 𝑎𝑖
та 𝑏𝑖, але не пари (𝑎𝑖, 𝑏𝑖).

• Кривi бiльше не здатнi розрiзняти об’єкти з однаковою кiлькiстю ко-
ротких та довгих життєвих циклiв, адже дiаграми {(0, 1)} i {(0, 1/2), (1/2, 1)}
мають однакову криву.

Незважаючи на втрату точностi, ойлеровi iнструменти мають свої пе-
реваги :

• Вони є легкообчислювальними i не потребують повної побудови го-
мологiй.

• На вiдмiну вiд дiаграм персистентностi, вони легше узагальнюються
на багатопараметричних фiльтрацiях.

• Завдяки стислому числовому представленню вони показують велику
ефективнiсть у задачах машинного навчання

Отже, незважаючи на те, що дiаграми персистентностi є потужнiшим
джерелом топологiчної iнформацiї, досить часто у прикладних задачах
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використовуються саме ойлеровi iнструменти. Вони є бiльш вживаними
завдяки своїй швидкостi роботи, iнтерпретованостi та здатностi узагаль-
нення.

5 Стiйкiсть

Одним iз ключових аспектiв при застосуваннi топологiчних дескрипторiв
у задачах машинного навчання є їхня стiйкiсть, тобто здатнiсть зберiга-
ти iнформативнiсть за наявностi шуму або iнших спотворень у вхiдних
даних. У цьому роздiлi ми перевiримо найбiльш уживанi дескриптори
(дiаграми персистентностi, профiлi ойлерової характеристики та криву
ойлерової характеристики) на стабiльнiсть.

5.1 Стiйкiсть дiаграм персистентностi

Процес формування дiаграм персистентностi побудований на фiльтрацi-
ях, пiд час яких новi симплекси послiдовно приєднуються до комплексу.
Дуже важливо, що їхня основна структура залишається незмiнною при
геометричних змiнах вхiдної хмари точок. Вiзуально це проявляється у
збереженнi головних патернiв дiаграми (дiагональних кластерiв та їх вiд-
носностi до дiагоналi). Це пiдтверджує те, що навiть за наявностi змiн у
вхiдних даних дiаграми персистентностi є досить надiйними дескрипто-
рами.

Теоретично це можна обґрунтувати за допомогою властивостi, яка
забезпечує стабiльнiсть i формалiзується у виглядi нерiвностi:

𝑑𝐵(𝐷(𝑓), 𝐷(𝑔)) ≤ ‖𝑓 − 𝑔‖∞,

де 𝐷(𝑓) i 𝐷(𝑔) — дiаграми персистентностi двох фiльтрацiй, а 𝑑𝐵 — вiд-
стань Боттлнека. Це означає, що при незначаний вплив на вхiдну фун-
кцiю (у нашому випадку — координат точок хмари) призводить лише до
несуттєвих змiн у вiдповiднiй дiаграмi. [12]
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З геометричної точки зору, дiаграма персистентностi кодує iнформа-
цiю про народження i смертi топологiчних структур. Кожна вiддалена
вiд дiагоналi точка, вказує на значущу особливiсть, а точки, що є близь-
кими до дiагоналi — на шум або неважливiсть структури. Таким чином,
стiйкiсть гарантує, що розташування основних (далеких вiд дiагоналi)
точок залишається стабiльним навiть у присутностi зашумлених даних.

5.2 Стiйкiсть кривої Ойлерової характеристики

Крива Ойлерової характеристики (скорочено ECC) є однiєю з найвадли-
вiших однопараметричних топологiчних дескрипторiв. Вона вiдображає
змiну топологiчної складностi фiльтрованого симплiцiального комплексу
пiд час фiльтрацiї. На вiдмiну вiд дiаграм персистентностi, ECC об’єднує
топологiчну iнформацiю з усiх розмiрностей i представляє її як алгебра-
їчну суму чисел Беттi:

ECC(𝐾, 𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘𝛽𝑘(𝐾𝑡),

де 𝐾𝑡 — пiдкомплекс симплiцiального комплексу 𝐾, який мiстить всi
симплекси з фiльтрацiйним значенням, меншим або рiвним 𝑡, а 𝛽𝑘(𝐾𝑡) —
число 𝑘-вимiрних гомологiчних класiв у 𝐾𝑡. [15]

Означення 18. Нехай 𝐾1 та 𝐾2 — два фiльтрованi симплiцiальнi ком-
плекси. Тодi вiдстань мiж вiдповiдними ECC можна визначити через
норму 𝐿1:

‖ECC(𝐾1, 𝑡) − ECC(𝐾2, 𝑡)‖1 =

∫︁
R
|ECC(𝐾1, 𝑡) − ECC(𝐾2, 𝑡)| 𝑑𝑡.

Ця формула чисельно вiдображає розбiжнiсть мiж топологiчною ево-
люцiєю двох рiзних фiльтрацiй. Експериментальнi дослiдження демон-
струють що, ця вiдстань залишається малою навiть при значних пертур-
бацiях вхiдних точок, що вказує на високу стiйкiсть ECC. [15]

Стiйкiсть кривої Ойлерової характеристики безпосередньо випливає
зi стабiльностi кривих Беттi, якi є складовими ECC. Для кожної розмiр-
ностi 𝑘 можна оцiнити вiдстань мiж вiдповiдними кривими Беттi двох

23



фiльтрацiй через Васерштейн-вiдстань мiж їхнiми дiаграмами персистен-
тностi.

Нехай 𝑋 i 𝑌 — два фiльтрованi симплiцiальнi комплекси, побудо-
ванi на основi схожих вхiдних даних. Тодi з використанням лiнiйностi
та нерiвностi трикутника одержується наступна оцiнка для вiдстанi мiж
кривими Ойлерової характеристики:

‖ECC(𝑋, 𝑡) − ECC(𝑌, 𝑡)‖1 ≤
∑︁
𝑘

2𝑊1(𝐷𝑔𝑚𝑘(𝑋), 𝐷𝑔𝑚𝑘(𝑌 )),

де𝑊1 позначає першу Васерштейн-вiдстань мiж вiдповiдними 𝑘-вимiрними
дiаграмами персистентностi.

Цей результат пiдтверджує, що ECC є стабiльним дескриптором: не-
великi змiни у вхiдних даних (наприклад, шум або деформацiї) не при-
зводять до суттєвих змiн у формi чи значеннях кривої. [15]

5.3 Стiйкiсть профiлiв Ойлерової характеристики

Профiлi Ойлерової характеристики є узагальненням кривих Ойлерової
характеристики i використовуються у випадках мультифiльтрацiй. Зав-
дяки ним з’являється можливiсть аналiзувати змiну топологiї за наявно-
стi декiлькох фiльтрацiйних параметрiв, наприклад, координат або щiль-
ностей. Застосування таких профiлiв у задачах класифiкацiї є особливо
перспективним у контекстi двовимiрних структур, як-от зображення або
траєкторiї в просторi.

Означення 19. Нехай 𝐾1 i 𝐾2 — два мультифiльтрованi симплiцiальнi
комплекси, фiльтрованi за 𝑛-вимiрним параметром 𝑣 ∈ R𝑛. Тодi вiдстань
𝐿1 мiж вiдповiдними ECP визначається настпуною формулою:

‖ECP(𝐾1, 𝑣) − ECP(𝐾2, 𝑣)‖1 =

∫︁
R𝑛

|ECP(𝐾1, 𝑣) − ECP(𝐾2, 𝑣)| 𝑑𝑣.

Ця метрика є узагальнюючим поняттям звичайної 𝐿1-вiдстанi мiж
ECC на багатовимiрний випадок, що дозволяє кiлькiсно зiставляти муль-
тифiльтрованi об’єкти. [15]
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Для практичного використання ECP зазвичай обмежують дiапазон
фiльтрацiї до скiнченного iнтервалу [0, 𝑓∞] в кожному напрямку. Таке
обмеження гарантує,що обчислення будуть скiнченними i дозволяє отри-
мати адекватнi оцiнки стiйкостi.

Означення 20. Нехай 𝐾 — скiнченний симплiцiальний комплекс з 𝑛-
вимiрною мультифiльтрацiєю 𝐹 : 𝐾 → R𝑛. Припустимо, що збурення
фiльтрацiйних значень усiх клiтин не перевищує 𝜀 в 𝑙∞-нормi, i обчисле-
ння проводиться на обрiзаному доменi [0, 𝑓∞]𝑛. Тодi:

‖ECP(𝐾, 𝑣) − ECP(𝐾𝜀, 𝑣)‖1 ≤ |𝐾| · 𝑛 · 𝜀𝑛−1 · 𝑓∞,

де |𝐾| — кiлькiсть клiтин в комплексi.

Цей вираз чiтко оцiнює стiйкiсть ECP щодо малого збурення фiль-
трацiї. Об’єм змiненої областi можна оцiнити сумою 𝑛 𝑛-вимiрних пара-
лелепiпедiв з основою 𝜀𝑛−1 i висотою 𝑓∞. [15]

Отриманi результати також пiдтверджують, що ECP є стабiльним
дескриптором у практичних задачах аналiзу даних. За умови контро-
льованих вiдхилень фiльтрацiйних параметрiв, змiну профiлю можна з
легкiстю передбачувати та обмежувати.

6 Реалiзацiя алгоритму

6.1 Класифiкацiя на даних ORBIT5K

Набiр даних ORBIT5K є класичним бенчмарком у топологiчному аналi-
зi даних i широко використовується для задач класифiкацiї топологiчно
неоднорiдних траєкторiй. Кожен об’єкт у цьому наборi представляє со-
бою траєкторiю довжини 𝑁 = 1000 в межах одиничного квадрата [0, 1]2,
згенеровану за допомогою детермiнованої динамiчної системи:

𝑥𝑛+1 =
(︀
𝑥𝑛 + 𝜌 𝑦𝑛 (1 − 𝑦𝑛)

)︀
mod 1,

𝑦𝑛+1 =
(︀
𝑦𝑛 + 𝜌 𝑥𝑛+1 (1 − 𝑥𝑛+1)

)︀
mod 1,
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де параметр 𝜌 ∈ {2.5, 3.5, 4.0, 4.1, 4.3} контролює динамiчну по-
ведiнку. Початковi умови (𝑥0, 𝑦0) вибираються рiвномiрно випадково в
[0, 1]2. [7]

Для кожного з п’яти класiв (𝜌) було згенеровано по 1000 траєкторiй.
Ми розбили данi на тренувальну вибiрку (70%) та тестову (30%). Ко-
жну траєкторiю розглядали як точкову хмару, до якої застосовувалась
альфа-фiльтрацiя. На основi цiєї фiльтрацiї ми обчислювали тополо-
гiчнi дескриптори у виглядi ознак фiксованого розмiру 30 × 30 (тобто
900 ознак на об’єкт):

• Профiлi ейлерової характеристики — двопараметричне узагаль-
нення ECC;

• Перетворення радона (скорочено RT) — згортка фiльтрацiйної
функцiї вздовж напрямку;

• Гiбридне перетворення (скорочено HT) — згладжена проєкцiя то-
пологiчного сигналу з використанням ядра.

Для кожного з дескрипторiв ми навчали класифiкатор XGBoost з
оптимiзацiєю гiперпараметрiв за допомогою крос-валiдацiї. Всi моделi
були протестованi на однаковiй тестовiй вибiрцi, що дозволяє коректно
порiвнювати їхню якiсть.

Рис. 2: Приклади траєкторiй з ORBIT5K для рiзних значень параме-
тра 𝜌: (a) 𝜌 = 2.5, (b) 𝜌 = 3.5, (c) 𝜌 = 4.0, (d) 𝜌 = 4.1, (e) 𝜌 = 4.3.

Цей набiр є складним з точки зору класифiкацiї, оскiльки траєкторiї
побудованi за єдиною формулою, а рiзниця мiж класами полягає виклю-
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чно в змiнi топологiчної складностi траєкторiй. Це робить ORBIT5K iде-
альним середовищем для тестування топологiчних дескрипторiв. У на-
ступних пiдроздiлах представлено результати реалiзацiї кожного методу
з детальним аналiзом вiзуалiзацiй та метрик точностi.

6.2 Реалiзацiя дескриптора профiлю Ойлерової ха-

рактеристики

Профiль Ойлерової характеристики— це двовимiрне розширення кривої
Ойлерової характеристики , яке фiксує змiну топологiчної структури при
варiацiях двох параметрiв фiльтрацiї. У рамках нашої роботи ми реалi-
зували обчислення ECP для кожної траєкторiї з набору даних ORBIT5K,
використовуючи функцiональну фiльтрацiю.

Рис. 3: 3D-поверхнi дескриптора ECP для п’яти класiв траєкторiй з рi-
зними значеннями параметра 𝜌. По осях вiдкладено параметри фiльтра-
цiї, по вертикалi — значення 𝜒.

На рис. 3 подано тривимiрнi поверхнi значень ECP, де помiтно, що
зростання параметра 𝜌 змiнює характер топологiчних особливостей. Зокре-
ма, максимальнi значення 𝜒 спостерiгаються на початку фiльтрацiї, а
далi спостерiгається поступове спадання. Такi властивостi свiдчать про
наявнiсть складної внутрiшньої структури у траєкторiях, що добре вiд-
ображається через дескриптор.
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Рис. 4: Контурнi карти для дескрипторiв ECP, що вiдповiдають значе-
нням 𝜌 = 2.5, 3.5, 4.0, 4.1, 4.3. Яскравiсть та рiвнi позначають iнтенсив-
нiсть ойлерової характеристики.

Контурнi карти на рис. 4 деталiзують iнформацiю про поведiнку де-
скриптора в кожнiй точцi фiльтрацiйного простору. Вони демонструють
чiтке розмежування зон з високими та низькими значеннями 𝜒, що є
важливим для подальшої класифiкацiї.

Рис. 5: Лiва частина: матриця неточностей для класифiкацiї з викори-
станням ECP (точнiсть 88.4%). Права частина: t-SNE вiзуалiзацiя ознак
ECP, де червоним позначено помилковi передбачення.

На рис. 5 злiва показано матрицю неточностей класифiкатора, який
працює з ознаками ECP. Найкраще розпiзнаються класи з великим 𝜌,
тодi як найбiльше помилок спостерiгається мiж близькими значеннями
𝜌 = 2.5 i 𝜌 = 3.5. t-SNE вiзуалiзацiя праворуч пiдтверджує кластериза-
цiю даних за класами, а червонi мiтки iлюструють приклади помилкових
класифiкацiй.
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Табл. 1: Детальний звiт класифiкацiї для дескриптора ECP.

Клас Precision Recall F1-score Кiлькiсть

𝜌 = 2.5 0.89 0.78 0.83 316
𝜌 = 3.5 0.77 0.91 0.83 309
𝜌 = 4.0 0.91 0.88 0.89 284
𝜌 = 4.1 0.97 0.91 0.94 301
𝜌 = 4.3 0.90 0.96 0.93 290

Середнє (macro) 0.89 0.89 0.89 —
Зважене (weighted) 0.89 0.88 0.88 1500

Таблиця 1 пiдтверджує, що модель з ECP-дескрипторами демонструє
високу якiсть розпiзнавання у всiх класах, з найвищими значеннями F1-
метрики при 𝜌 = 4.1 та 𝜌 = 4.3.

Рис. 6: PCA-вiзуалiзацiя ECP-ознак. Добре помiтна роздiльнiсть класiв
у проєкцiї на двi головнi компоненти.

На завершення, PCA-вiзуалiзацiя (рис. 6) демонструє, що бiльшiсть
варiацiї в даних пояснюється першою головною компонентою, а також
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чiтко виявляються скупчення точок, що вiдповiдають кожному з класiв.
Це пiдтверджує, що ECP-дескриптор ефективно захоплює релевантну
iнформацiю для класифiкацiї.

Таким чином, використання профiлю Ойлерової характеристики є об-
ґрунтованим i ефективним пiдходом у задачах аналiзу траєкторiй.

6.3 Реалiзацiя дескриптора Перетворення Радона

Radon-перетворення є аналiтичним iнструментом, який iнтегрує фун-
кцiю вздовж гiперплощин i широко застосовується в задачах комп’ютерної
томографiї та аналiзу зображень. У контекстi топологiчного аналiзу да-
них ми використовуємо RT як дескриптор, що вiдображає iнтегральну
iнформацiю про структуру фiльтрованих топологiчних сигналiв.

Рис. 7: Radon-перетворення у виглядi 3D поверхонь для рiзних 𝜌.

На рис. 7 подано тривимiрнi поверхнi RT-дескрипторiв. Можна спо-
стерiгати подiбнiсть загальної форми поверхонь у рiзних класах, однак
рiзниця в локальних перепадах значень є достатньо вираженою для вико-
ристання у задачах класифiкацiї. Висота поверхнi вказує на iнтегровану
характеристику фiльтрованого сигналу, яка вiдображає локальнi топо-
логiчнi особливостi.

Рис. 8: Контурнi карти RT-дескрипторiв.
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Контурнi карти на рис. 8 демонструють змiни iнтегральної тополо-
гiчної iнформацiї у просторi параметрiв фiльтрацiї. Для кожного класу
можна побачити унiкальнi контурнi шаблони, якi вiдображають рiзну
геометрiю розподiлу ознак. Це свiдчить про наявнiсть дискримiнатив-
них властивостей у дескриптора RT.

Рис. 9: Лiва частина: матриця змiшування. Права частина: t-SNE прое-
кцiя Radon-перетворень.

На рис. 9 представлено результати t-SNE вiзуалiзацiї простору ознак
RT (праворуч) та вiдповiдну матрицю неточностей (лiворуч). Видно, що
класи розподiленi досить компактно у 2D-просторi. Помилковi передба-
чення (червонi хрестики) в основному припадають на межi мiж класами
𝜌 = 2.5 та 𝜌 = 3.5, що також видно з помилок класифiкацiї у матрицi
змiшування.
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Табл. 2: Детальний звiт класифiкацiї для дескриптора Radon Transform.

Клас Precision Recall F1-score Кiлькiсть

𝜌 = 2.5 0.82 0.73 0.77 316
𝜌 = 3.5 0.74 0.87 0.80 309
𝜌 = 4.0 0.91 0.78 0.84 284
𝜌 = 4.1 0.91 0.92 0.91 301
𝜌 = 4.3 0.92 0.98 0.95 290

Середнє (macro) 0.86 0.86 0.86 —
Зважене (weighted) 0.86 0.86 0.85 1500

Звiт класифiкацiї в таблицi 2 демонструє, що найвищу точнiсть (F1-
score) було досягнуто для класiв з вищим значенням 𝜌, тодi як найнижчi
результати спостерiгалися для класу 𝜌 = 2.5. Проте загальна точнiсть
залишається високою i становить понад 85%.

Рис. 10: PCA-вiзуалiзацiя RT-дескрипторiв.
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Нарештi, на рис. 10 наведено PCA-вiзуалiзацiю, яка показує, що пер-
ша головна компонента пояснює понад 89% дисперсiї. Кожен клас утво-
рює щiльне скупчення, що ще раз пiдкреслює здатнiсть RT до ефектив-
ного вiдображення топологiчної структури даних.

Класифiкацiйнi результати. Загальна точнiсть моделi на основi де-
скриптора Radon Transform становить 85.53%, що пiдтверджує його
ефективнiсть у задачах мультикласової класифiкацiї.

Radon-дескриптор показав високу здатнiсть до узагальнення та ефе-
ктивну класифiкацiю складних топологiчних структур, що пiдтверджу-
ється як вiзуалiзацiями, так i числовими метриками.

6.4 Реалiзацiя дескриптора Гiбридне перетворення

Гiбридне згорткове перетворення поєднує топологiчнi iнварiанти з мето-
дами згладжування, що дозволяє отримати дескриптори, стiйкi до шуму,
а також здатнi виявляти тонку структуру даних. У рамках нашої реалi-
зацiї ми застосували гiбридну фiльтрацiю до багатовимiрного простору
параметрiв i проєктували її вздовж обраного напрямку 𝜉. Результати
згорткового перетворення були вiзуалiзованi у виглядi тривимiрних по-
верхонь та контурних карт.

Рис. 11: 3D поверхнi гiбридного перетворення для рiзних значень 𝜌.

На рис. 11 показано, що 3D-поверхнi мають чiтко вираженi структур-
нi особливостi, якi вiдрiзняють класи один вiд одного. Зокрема, видно,
що при зростаннi 𝜌 спостерiгається стабiлiзацiя амплiтуди й змiщення
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максимумiв дескрипторiв, що свiдчить про залежнiсть вiд топологiчної
складностi траєкторiй.

Рис. 12: Контурнi карти гiбридного перетворення для кожного класу.

Контурнi карти на рис. 12 дозволяють легко виявляти областi з одна-
ковими значеннями дескрипторiв, що може бути корисним при виявленнi
топологiчно схожих сегментiв даних. Чiткi контури пiдтверджують ста-
бiльнiсть гiбридного перетворення для кожного класу.

Рис. 13: Матриця помилок i t-SNE вiзуалiзацiя для HT.

Рис. 13 демонструє результати класифiкацiї. Злiва — матриця нето-
чностей, з якої видно, що найбiльше помилок припадає на класи 𝜌 = 2.5

та 𝜌 = 3.5, якi є найближчими топологiчно. Праворуч — t-SNE вiзуа-
лiзацiя, що демонструє доволi чiткi кластери, незважаючи на часткове
перекриття мiж класами.
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Рис. 14: PCA вiзуалiзацiя HT-дескрипторiв.

PCA-проєкцiя на рис. 14 пiдтверджує наявнiсть основного напрям-
ку варiацiї, який пояснює понад 88% дисперсiї. Хоча кластери частково
перекриваються, бiльшiсть класiв мають окремi компактнi областi в го-
ловному просторi.

Табл. 3: Детальний звiт класифiкацiї для дескриптора HT.

Клас Precision Recall F1-score Кiлькiсть

𝜌 = 2.5 0.85 0.72 0.78 316
𝜌 = 3.5 0.74 0.88 0.81 309
𝜌 = 4.0 0.91 0.82 0.86 284
𝜌 = 4.1 0.97 0.98 0.97 301
𝜌 = 4.3 0.94 0.98 0.96 290

Середнє (macro) 0.88 0.88 0.88 —
Зважене (weighted) 0.88 0.88 0.87 1500
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Загальна точнiсть класифiкацiї склала 87.53%, що є одним iз найкра-
щих результатiв серед усiх дослiджених методiв. Гiбриднi дескриптори
забезпечують хороший баланс мiж стiйкiстю до шуму та здатнiстю роз-
рiзняти складнi класи.

6.5 Порiвняння результатiв

У цьому роздiлi наведено порiвняльний аналiз ефективностi трьох пiд-
ходiв до побудови топологiчних дескрипторiв: профiлiв Ойлерової ха-
рактеристики , перетворень Радона та гiбридних трансформацiй . Для
оцiнювання використовувалась точнiсть класифiкацiї на основi моделi
XGBoost, а також аналiз поведiнки класифiкаторiв при змiнi параметрiв.

Рис. 15: Порiвняння загальної точностi та точностi по класах

Як видно з рисунка 15, найвищу середню точнiсть показав дескри-
птор ECP (88.4%), тодi як гiбридне перетворення HT досягло 87.5%, а
RT — 85.5%. Попри загальну ефективнiсть усiх пiдходiв, ECP стабiльно
демонструє кращi результати в усiх класах параметра 𝜌.
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Рис. 16: Точнiсть рiзних класифiкаторiв для кожного типу дескриптора

На рисунку 16 представлено порiвняння точностi чотирьох популяр-
них моделей: XGBoost, Random Forest, SVM та нейронної мережi. Най-
вищу ефективнiсть в усiх випадках показали моделi XGBoost та Random
Forest, тодi як SVM значно поступається, особливо для ECP та HT.

Рис. 17: Вплив роздiльної здатностi дескрипторiв на точнiсть класифi-
кацiї

Оцiнка впливу роздiльної здатностi, представлена на рисунку 17, по-
казує, що збiльшення роздiльної здатностi покращує точнiсть для всiх
трьох методiв. Особливо чутливим до цього є RT, який демонструє зна-
чне зростання точностi при переходi з 10 × 10 до 20 × 20.
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Таким чином, експериментальнi результати свiдчать про високу ефе-
ктивнiсть профiлiв Ойлерової характеристики, особливо при використан-
нi моделей бустингу, а також демонструють практичну доцiльнiсть гiбри-
дних перетворень для задач класифiкацiї.
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7 Висновки

У цiй роботi ми дослiдили топологiчний аналiз даних як iнструмент для
створення iнформативних i стiйких ознак у задачах класифiкацiї. Тео-
ретичною основою даного аналiзу є алгебраїчна топологiя, зокрема го-
мологiчнi iнварiанти, якi дозволяють дослiджувати структурнi особли-
востi простору. Особливу увагу ми придiлили характеристицi Ойлера
та її похiдним (кривiй Ойлерової характеристики, профiлю Ойлерової
характеристики та гiбридним згортковим перетворенням). Завдяки тео-
ретичному аналiзу ми з’ясували, що крива Ойлерової характеристики є
стiйким дескриптором, адже її поведiнка залишається незмiнною навiть
при деформацiяї вхiдних даних.

У практичнiй частинi роботи було реалiзовано та протестовано три
методи побудови дескрипторiв: профiль Ойлерової характеристики , пе-
ретворення Радона та гiбридне перетворення. Усi методи було проведе-
но на синтетичному наборi траєкторiй ORBIT5K. Для кожного з мето-
дiв було побудовано тривимiрнi поверхнi та контурнi карти дескрипто-
рiв, проведено аналiз роздiльної здатностi ознак за допомогою методiв
PCA i t-SNE, а також виконано класифiкацiю iз застосуванням моделей
XGBoost, Random Forest, SVM i нейронних мереж. Всi класифiкацiї було
виконано з оптимiзацiєю гiперпараметрiв.

Результати нашого експерименту показали, що дескриптор профi-
лю Ойлерової характеристики є найточнiшим для задач класифiкацiї —
88.4%, демонструючи найкращу здатнiсть до розмежування класiв. Гi-
бридне перетворення показало дуже близький, втiм все ж дещо нижчий
результат — 87.53%. Незважаючи на це, цей дескриптор виявив найвищу
стiйкiсть до шуму. Перетворення Радона також досягло досить гарної то-
чностi — 85.53%, i продемонструвало чiтку кластеризацiю у вiзуалiзацiях
ознак.

Крiм того, було дослiджено вплив параметра 𝜌 на точнiсть класи-
фiкацiї. Встановлено, що найбiльше помилок спостерiгається для класiв
з меншим значенням 𝜌. Вiрогiдно це вiдбувається через їхню менш ви-
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ражену топологiчну структуру. Також було дослiджено вплив роздiль-
ної здатностi на дескриптори. Ми виявили, що збiльшення роздiльної
здатностi покращує результати лише до певного порогу, пiсля чого їхня
точнiсть стабiлiзується.

Як результат, топологiчнi дескриптори продемонстрували дуже ви-
соку ефективнiсть у задачах класифiкацiї складних структур. Засто-
сування топологiчного аналiзу данних дозволяє будувати стiйкi та iн-
формативнi ознаки, якi здатнi вловлювати як локальнi, так i глобальнi
топологiчнi особливостi даних. У майбутньому iснує перспектива дослi-
джень щодо розширення до багатопараметричних фiльтрацiй, побудови
iнтегрованих гiбридних моделей та їхнє поєднання з методами глибокого
навчання.
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Додаток

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3 from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

4 import seaborn as sns

5 from sklearn.model_selection import train_test_split

6 from sklearn.decomposition import PCA

7 from sklearn.manifold import TSNE

8 from sklearn.metrics import confusion_matrix ,

classification_report

9 from sklearn.ensemble import RandomForestClassifier

10 from sklearn.svm import SVC

11 from sklearn.neural_network import MLPClassifier

12 from xgboost import XGBClassifier

13 from ripser import ripser

14 from persim import plot_diagrams

15 import time

16 from tqdm import tqdm

17

18 from eulearning.datasets import gen_orbit5K

19 from eulearning.transforms import EulerCharacteristicProfile ,

RadonTransform , HybridTransform

20 from eulearning.filtrations import codensity

21 from eulearning.utils import vectorize_st

22 import gudhi as gd

23

24 rhos = [2.5, 3.5, 4.0, 4.1, 4.3]

25 n_pt_clds_per_class = 1000

26 n_classes = len(rhos)

27 n_pt_clds = n_classes * n_pt_clds_per_class

28

29

30 X, y = gen_orbit5K(rhos=rhos , size_each=n_pt_clds_per_class)

31

32

33 vec_sts = []
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34 for i in tqdm(range(n_pt_clds), desc="Vectorizing point

clouds"):

35 ac = gd.AlphaComplex(X[i])

36 st = ac.create_simplex_tree ()

37 X_ = np.array([ac.get_point(j) for j in range(st.

num_vertices ())])

38 codensity_filt = codensity(X_)

39 vec_st = vectorize_st(st , filtrations =[ codensity_filt ])

40 vec_sts.append(vec_st)

41

42

43 euler_profile = EulerCharacteristicProfile(resolution =(30 ,30)

, val_ranges =[(0, 0.0009) , (1.9, 2.1)], pt_cld=True)

44 ecps = euler_profile.fit_transform(vec_sts)

45

46 radon_transform = RadonTransform(resolution =(30 ,30),

val_ranges =[(0, 5000), (0, 0.53)], pt_cld=True)

47 rdns = radon_transform.fit_transform(vec_sts)

48

49 hybrid_transform = HybridTransform(resolution =(30 ,30),

val_ranges =[(0, 2000), (0, 0.65)], kernel_name=’wavelet_8 ’

, pt_cld=True)

50 hts = hybrid_transform.fit_transform(vec_sts)

51

52

53 from ecp_visualizations import run_all_ecp_visualizations

54 run_all_ecp_visualizations(ecps , rhos , euler_profile)

55

56

57 random_state = 42

58

59 ecps_train , ecps_test , y_train_ecps , y_test_ecps =

train_test_split(ecps , y, test_size =0.3, random_state=

random_state)

60 rdns_train , rdns_test , y_train_rdns , y_test_rdns =

train_test_split(rdns , y, test_size =0.3, random_state=

random_state)
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61 hts_train , hts_test , y_train_hts , y_test_hts =

train_test_split(hts , y, test_size =0.3, random_state=

random_state)

62

63

64 clf_ecps = XGBClassifier(random_state=random_state).fit(

ecps_train , y_train_ecps)

65 clf_rdns = XGBClassifier(random_state=random_state).fit(

rdns_train , y_train_rdns)

66 clf_hts = XGBClassifier(random_state=random_state).fit(

hts_train , y_train_hts)

67

68

69 ecps_pred = clf_ecps.predict(ecps_test)

70 rdns_pred = clf_rdns.predict(rdns_test)

71 hts_pred = clf_hts.predict(hts_test)

72

73

74 ecps_score = clf_ecps.score(ecps_test , y_test_ecps)

75 rdns_score = clf_rdns.score(rdns_test , y_test_rdns)

76 hts_score = clf_hts.score(hts_test , y_test_hts)

77

78 print("\n===

===")

79 print(f"ECPs: {ecps_score :.3f} ({ ecps_score *100:.1f}%)")

80 print(f"RTs: {rdns_score :.3f} ({ rdns_score *100:.1f}%)")

81 print(f"HTs: {hts_score :.3f} ({ hts_score *100:.1f}%)")

82

83 def compare_classifiers(ecps , rdns , hts , y):

84 classifiers = {

85 ’XGBoost ’: XGBClassifier(n_estimators =100,

random_state =42),

86 ’Random Forest ’: RandomForestClassifier(n_estimators

=100, random_state =42),

87 ’SVM’: SVC(gamma=’auto’, random_state =42),

88 ’Neural Network ’: MLPClassifier(hidden_layer_sizes

=(100 ,), max_iter =1000, random_state =42)

89 }
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90

91 results = {’ECP’: {}, ’RT’: {}, ’HT’: {}}

92

93 ecps_train , ecps_test , y_train , y_test = train_test_split

(ecps , y, test_size =0.3, random_state =42)

94 rdns_train , rdns_test , y_train_r , y_test_r =

train_test_split(rdns , y, test_size =0.3, random_state

=42)

95 hts_train , hts_test , y_train_h , y_test_h =

train_test_split(hts , y, test_size =0.3, random_state

=42)

96

97 for name , clf in tqdm(classifiers.items (), desc="Testing

classifiers"):

98 clf.fit(ecps_train , y_train)

99 results[’ECP’][name] = {’score’: clf.score(ecps_test ,

y_test)}

100

101 clf.fit(rdns_train , y_train_r)

102 results[’RT’][name] = {’score’: clf.score(rdns_test ,

y_test_r)}

103

104 clf.fit(hts_train , y_train_h)

105 results[’HT’][name] = {’score’: clf.score(hts_test ,

y_test_h)}

106

107 return results

108

109 classifier_results = compare_classifiers(ecps , rdns , hts , y)

110

111

112 def parameter_sensitivity_analysis(vec_sts , y):

113 resolutions = [(10, 10), (20, 20), (30, 30), (40, 40),

(50, 50)]

114 results = {’ECP’: [], ’RT’: [], ’HT’: []}

115

116 for res in tqdm(resolutions , desc="Resolution testing"):
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117 ecp = EulerCharacteristicProfile(resolution=res ,

val_ranges =[(0, 0.0009) , (1.9, 2.1)], pt_cld=True)

118 ecps = ecp.fit_transform(vec_sts)

119 X_train , X_test , y_train , y_test = train_test_split(

ecps , y, test_size =0.3, random_state =42)

120 clf = XGBClassifier ().fit(X_train , y_train)

121 results[’ECP’]. append(clf.score(X_test , y_test))

122

123 rt = RadonTransform(resolution=res , val_ranges =[(0,

5000), (0, 0.53)], pt_cld=True)

124 rdns = rt.fit_transform(vec_sts)

125 X_train , X_test , y_train , y_test = train_test_split(

rdns , y, test_size =0.3, random_state =42)

126 clf = XGBClassifier ().fit(X_train , y_train)

127 results[’RT’]. append(clf.score(X_test , y_test))

128

129 ht = HybridTransform(resolution=res , val_ranges =[(0,

2000), (0, 0.65)], kernel_name=’wavelet_8 ’, pt_cld

=True)

130 hts = ht.fit_transform(vec_sts)

131 X_train , X_test , y_train , y_test = train_test_split(

hts , y, test_size =0.3, random_state =42)

132 clf = XGBClassifier ().fit(X_train , y_train)

133 results[’HT’]. append(clf.score(X_test , y_test))

134

135 plt.figure(figsize =(10 ,6))

136 labels = [f"{r[0]}x{r[1]}" for r in resolutions]

137 for key , val in results.items():

138 plt.plot(labels , val , marker=’o’, label=key)

139

140 plt.title(’

’)

141 plt.xlabel(’ ’)

142 plt.ylabel(’ ’)

143 plt.grid(True)

144 plt.legend ()

145 plt.tight_layout ()

146 plt.show()
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147

148 return results

149

150 resolution_results = parameter_sensitivity_analysis(vec_sts ,

y)

151

152 print("\ n

,

.")
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