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Анотацiя

Метою цiєї квалiфiкацiйної роботи є дослiдження зв’язку мiж спектрами та
пiдспектрами для вiдновлення ваг на ребрах зважених графiв рiзних типiв.

У роботi були отриманi точнi значення вiдновлюючого спектрального чи-
сла для циклiв на трьох та чотирьох вершинах. Були знайденi пiдспектри, за
якими можна вiдновити ваги графа метелика. Також були знайденi верхнi
оцiнки вiдновлюючого спектрального числа для унiциклiчних графiв та гра-
фiв кактусiв-ланцюжкiв. Ще були дослiдженi загальнi оберненi спектральнi
задачi i була отримана верхня оцiнка вiдновлюючого спектрального числа
для графiв кактусiв.
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1 Вступ

1.1 Актуальнiсть

Спектральна теорiя графiв — роздiл математики, що займається дослiджен-
ням властивостей графiв за власними значеннями його матрицi сумiжностi,
тобто його спектру.

Цей роздiл виник у серединi 20 столiття. У 1980 роках у монографiї D.
Cvetkovic, M. Doob та H. Sachs[1] узагальнили результати у цiй областi, що
були вже отриманi на той час. Трохи пiзнiше були також виданi роботи, що
описували пiдсумки нових дослiджень. Детальнiше з ними можна ознайоми-
тися у [2] та [3].

Розвиток спектральної теорiї графiв не стоїть на одному мiсцi, вона доволi
активно розвивається, оскiльки широко застосовується у багатьох науках,
наприклад у хiмiї, бiологiї, фiзицi, математицi та iнших. У комп’ютернiй науцi
спектри використовуються при розпiзнаваннi образiв, комп’ютерному зорi та
iнших iнтернет-технологiях. У книзi D. Cvetkovic та I. Gutman[4] та у статтях
[5], [6] розглянуто рiзноманiтнi застосування у рiзних галузях.

У своїй роботi я розглядаю саме оберненi спектральнi задачi, тобто за спе-
ктром графа та пiдграфiв вiдновлюємо ваги на його ребрах. До таких задач
також чи мало уваги, наприклад G.M.L. Gladwell у своїй роботi [7] розглядає
реконструкцiю вiбрацiйної системи, що пов’язано з оберненими спектральни-
ми задачами.

Тобто тема квалiфiкацiйної роботи є досить актуальною. Вона активно
розвивається, є багато можливостей для застосувань, а також задачi, якi мо-
жна дослiдити та отримати новi результати.

1.2 Мета, завдання дослiдження

Метою квалiфiкацiйної роботи є дослiдження зв’язку спектрiв зважених гра-
фiв i їх пiдграфiв для вiдновлення вагової функцiї, тобто ваги кожного ребра
вихiдного графа.

Це передбачає розгляд таких задач:

• Знаходження вiдновлюючого спектрального числа для циклу на трьох
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вершинах.

• Знаходження вiдновлюючого спектрального числа для циклу на чотирьох
вершинах.

• Знаходження пiдспектрiв, за якими можна вiдновити граф метелик.

• Знаходження верхньої оцiнки вiдновлюючого спектрального числа для
унiциклiчних графiв.

• Знаходження верхньої оцiнки вiдновлюючого спектрального числа для
графiв кактусiв-ланцюгiв.

• Загальна обернена задача для графiв, що мiстять 2𝑘 непарних вершин.

• Загальна обернена задача для графiв-циклiв.

• Знаходження верхньої оцiнки загального вiдновлюючого спектрального
числа для графiв кактусiв.
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2 Прямi спектральнi задачi на реберно-зважених

графах

2.1 Основнi означення теорiї графiв

Введемо деякi означення з теорiї графiв, якi є необхiдними для розумiння
теорем i означень зi спектральної теорiї.

Означення 1.
Графом 𝐺 = (𝑉,𝐸) називається така пара впорядкованих множин 𝑉 i 𝐸,
де 𝑉 — множина вершин, що є непорожньою i скiнченною, а 𝐸 — множина
ребер, що складається з невпорядкованих пар елементiв множини вершин.

Введемо такi позначення, якi надалi будемо використовувати у роботi:
– 𝐸(𝐺) — множина ребер 𝐸 графа 𝐺.
– 𝑉 (𝐺) — множина вершин 𝑉 графа 𝐺.
– (𝑢, 𝑣) — ребро, що з’єднує вершини 𝑢 i 𝑣.
Такi уточнення допомагають розумiти про ребра та вершини, якого графа
йшлося.

Приклад 1.

1

2

3

4

Рис. 1: G

Знайдемо чому дорiвнюють множина вершин i ребер графа 𝐺, який зо-
бражено на рисунку 1. Вершини — точки, що позначенi на площинi, тоб-
то 𝑉 (𝐺) = {1, 2, 3, 4}, а ребра — це лiнiї, що їх з’єднують, тобто 𝑉 (𝐺) =

{(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)}.
Означення 2.

Реберно-зваженим графом G називається така пара (𝐺,𝑤), де 𝐺 — це граф,
а 𝑤 : 𝐸 → (0,+∞) — вагова функцiя, вiдображення множини 𝐸(𝐺) на мно-
жину додатнiх дiйсних чисел.
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Вагу 𝑤(𝑒) ребра 𝑒, будемо позначати 𝑤𝑒. Також надалi замiсть термiну
“реберно-зважений граф” будемо писати “зважений граф”, оскiльки це бiльш
зручно i така назва також зустрiчається у лiтературi i вважається загально-
прийнятим.

Приклад 2.

1

2

3

4

𝑎 1
𝑎
2

𝑎 3
𝑎
4

Рис. 2: Реберно-зважений граф G

На рисунку 2 зображений зважений граф G, що має 4 вершини i 4 ребра.
Випишемо вагу для кожного ребра: (1, 2) : 𝑤12 = 𝑎1, (2, 3) : 𝑤23 = 𝑎2, (3, 4) :
𝑤34 = 𝑎3, (4, 1) : 𝑤41 = 𝑎4.

Означення 3.
Сумiжнi вершини — це вершини графа, що з’єднанi ребром.

Означення 4.
Вершину 𝑢 i ребро 𝑒 називають iнцидентними, якщо 𝑒 = (𝑢, 𝑣), тобто вер-
шина 𝑢 є кiнцем ребра 𝑒.

Означення 5.
Степiнь вершини deg 𝑣 — це кiлькiсть ребер, що iнцидентнi вершинi 𝑣.

Приклад 3.
Знайдемо степiнь, iнцидентнi ребра i сумiжнi вершини для першої вершини
графа 𝐺 (див. рисунок 1). Оскiльки вершини 1 i 2, та 1 i 4 з’єднанi ребром, то
вони є сумiжними. Отже, iнцидентними ребрами до вершини 1 будуть ребра
(1, 2) i (1, 4) i степiнь вершини буде дорiвнювати 2.

У книгах [8]-[10] можна дiзнатись бiльше деталей з загальної теорiї гра-
фiв.
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2.2 Основнi означення з спектральної теорiї зважених

графiв

Означення 6.
Матриця сумiжностi — це квадратна матриця:

𝐴(G) = ‖𝑎𝑖𝑗‖𝑛𝑖,𝑗=1, (1)

де 𝑛 = |𝐺| — кiлькiсть вершин у графi,
𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 — елемент матрицi, що дорiвнює 0, якщо вершина 𝑖 та 𝑗 несумi-

жнi, або 𝑤𝑖𝑗, якщо вершини з’єднанi ребром.
Тобто матриця сумiжностi є симетричною, оскiльки 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖, i вона також

має нулi по всiй дiагоналi, бо немає петель.
Означення 7.

Точки спектра — це власнi значення матрицi сумiжностi.
Оскiльки матриця сумiжностi симетрична, то її спектр буде дiйсним.
Означення 8.

Спектр графа 𝜎(G) — спектр матрицi сумiжностi. Вiд змiни нумерацiї вер-
шин спектр не змiнюється.

Для характеристичного многочлена матрицi сумiжностi зваженого графа
будемо використовувати таке позначення :

𝑃G(𝜆) = |𝜆I − 𝐴(G)|. (2)

2.3 Знаходження характеристичного многочлена та ви-

значника матрицi сумiжностi

Введемо деякi означення та позначення для теорем.
Означення 9.

Лiнiйний пiдграф графа 𝐺 — пiдграф, компонентами зв’язностi якого є тiльки
ребра та цикли. Позначимо через 𝐻𝑘, де k = |𝐻𝑘|, тобто дорiвнює кiлькостi
вершин.

Означення 10.
Каркасний пiдграф графа 𝐺 — лiнiйний пiдграф, що мiстить усi вершини ви-
хiдного графа.
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Введемо деякi позначення, якi надалi будемо використовувати у теоремi
Харарi та Захса:
– 𝑝(𝐻𝑘) — кiлькiсть компонент зв’язностi лiнiйного пiдграфа 𝐻𝑘, що мають
парну кiлькiсть вершин.
– 𝑟(𝐻𝑘) — кiлькiсть компонент зв’язностi лiнiйного пiдграфа 𝐻𝑘.
– 𝑐(𝐻𝑘) — кiлькiсть компонент зв’язностi лiнiйного пiдграфа 𝐻𝑘, що є цикла-
ми.
– 𝑤(𝐻𝑘) — вага 𝐻𝑘, яка є добутком усiх ваг його компонент зв’язностi. Якщо
компонента зв’язностi це ребро (𝑖, 𝑗), то його вага буде дорiвнювати 𝑤2

𝑖𝑗, а
якщо цикл, то вага дорiвнює добутку значень 𝑤𝑖𝑗 по всiх ребрах (𝑖, 𝑗).

Теорема 1 (Харарi [11]).
Визначник матрицi сумiжностi довiльного зваженого графа G = (𝐺,𝑤) мо-
жна порахувати за такою формулою:

det𝐴(G) =
∑︁
{𝐻𝑛}

(−1)𝑝(𝐻𝑛)2𝑐(𝐻𝑛)𝑤(𝐻𝑛) (3)

Теорема 2 (Захса [12]).
Якщо 𝑃G(𝜆) =

∑︀𝑛
𝑘=0𝑐𝑘𝜆

𝑛−𝑘 = 𝜆𝑛+𝑐1𝜆
𝑛−1+𝑐2𝜆

𝑛−2+...+𝑐𝑛,— характеристичний
многочлен графа G = (𝐺,𝑤), то

(1) 𝑐1 = 0;
(2) 𝑐2 = −

∑︀
𝑒∈𝐸(G)𝑤(𝑒)

2

(3) 𝑐𝑘 =
∑︀

{𝐻𝑘}(−1)𝑟(𝐻𝑘)2𝑐(𝐻𝑘)𝑤(𝐻𝑘) для 𝑘 = 1, ..., 𝑛.

Також запишемо теорему, що узагальнює теорему Швенка[13], показує
спiввiдношення мiж спектром зваженого графа G i спектром його пiдграфа,
тобто мiж їх характеристичними многочленами.

Також порожнiй граф для зручностi будемо позначати 𝐾0 i його характе-
ристичний многочлен 𝑃K0

(𝜆) = 1.
Теорема 3.

Нехай 𝑣 — вершина зваженого графа 𝐺, через 𝐶(𝑣) позначимо множину ци-
клiв, що мiстять 𝑣. Тодi

𝑃G(𝜆) = 𝜆𝑃G−𝑣(𝜆)−
∑︁
𝑢 𝑣

𝑤2
𝑢𝑣𝑃G−𝑣−𝑢(𝜆)− 2

∑︁
𝑍∈𝐶(𝑣)

𝑤(𝑍)𝑃G−𝑉 (𝑍)(𝜆) (4)
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Наслiдок 1 (Розклад за висячою вершиною).
Якщо вершина 𝑣 — висяча вершина графа G i 𝑢 та 𝑣 — сумiжнi вершини, то

𝑃G(𝜆) = 𝜆𝑃G−𝑣(𝜆)− 𝑤2
𝑢𝑣𝑃G−𝑣−𝑢(𝜆) (5)
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3 Оберненi спектральнi задачi на зважених гра-

фах

Сформулюємо постановку задачi, яку надалi будемо розглядати у цьому роз-
дiлi та наступному роздiлi.

Постановка задачi.
Нехай нам вiдомий довiльний граф 𝐺. Ми хочемо однозначно вiдновити ваги
кожного ребра зваженого графа G = (𝐺,𝑤), тобто його вагову функцiю 𝑤,
за спектрами його пiдграфiв.

Лема 1.
Вiдновлення ваги для кожного ребра зваженого графа G за спектрами його
пiдграфiв i вiдновлення за характеристичними многочленами цих пiдграфiв
є еквiвалентними задачами.

Доведення.
Характеристичний многочлен 𝑃G довiльного зваженого графа G можна одно-
значно вiдновити за спектром i навпаки, бо коренi многочлена, у якого стар-
ший коефiцiєнт дорiвнює одиницi, однозначно його вiдновлюють.

Нехай 𝜎(G) = {𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆𝑛} — спектр зваженого графа G, то

𝑃G(𝜆) = (𝜆− 𝜆1)(𝜆− 𝜆2) · ... · (𝜆− 𝜆𝑛) =
𝑛∏︁

𝑖=1

(𝜆− 𝜆𝑖) (6)

3.1 Вiдновлююче спектральне число 𝑆𝑟𝑛(𝐺)

Розглянемо першу задачу i введемо деякi означення.
Означення 11.

Породжений або iндукований пiдграф графа G — пiдграф, утворений пiдмно-
жиною вершин графа G i усiма ребрами, що з’єднують цi вершини.

Означення 12.
Пiдспектр графа G — спектр пiдграфа.

Означення 13.
Вiдновлююче спектральне число 𝑆𝑟𝑛(𝐺) — мiнiмальна кiлькiсть спектрiв по-
роджених пiдграфiв, за якими однозначно вiдновлюються ваги ребер вихiдно-
го графа.
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Нижня границя 𝑆𝑟𝑛(𝐺) дорiвнює 1, тобто спектр вихiдного графа вiднов-
лює свої ж ваги. Єдиним прикладом такого графа є A2, тобто ребро, спектр
якого дорiвнює 𝜎(A2) = {−𝑤,𝑤} i однозначно вiдновлює вагу на ребрi. Отже,
для довiльного графа вiдмiнного вiд A2 : 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≥ 2.

Верхня границя для довiльного графа G: 𝑆𝑟𝑛(𝐺) дорiвнює 𝑛, бо будь-
який зважений граф можна вiдновити знаючи спектри пiдграфiв на двох
вершинах, тобто ребер.
Тобто 1 ≤ 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑛.

Отже, спершу для наступних графiв розглянемо задачу, що буде мати такi
двi пiдзадачi: навести приклад такого набору пiдспектрiв, за яким можна
вiдновити усi ваги, та знайти 𝑆𝑟𝑛(𝐺).

3.2 Задача вiдновлення ваг для ланцюга

Для зваженого графа An = (𝐴𝑛, 𝑤), який є ланцюгом, розглянемо поставлену
задачу.

Пронумеруємо його вершини вiд 1 до 𝑛, тобто 𝑉 (𝐴𝑛) = {1, 2, ..., 𝑛}, i
вершина 𝑘 сумiжна з вершинами 𝑘 − 1 i 𝑘 + 1 : ∀𝑘 ∈ {2, ..., 𝑛 − 1}. Вагу
ребра, що з’єднує 𝑖 та 𝑖+ 1 вершини ∀𝑖 ∈ {1, ..., 𝑛− 1}, позначимо 𝑎𝑖.

Рис. 3: An

Розглянемо випадок, коли 𝑛 = 2.
Для A2 : 𝜎(A2) = {−𝑎1, 𝑎1} i 𝑃A2

= 𝜆2 − 𝑎21. Очевидно, що з такого спе-
ктра однозначно вiдновлюються ваги. Оскiльки 𝑎21 = 𝑏, де 𝑏 — коефiцiєнт
многочлена, який вiдомий нам за умовою, то 𝑎1 =

√
𝑏, 𝑎1 > 0.

Твердження 1.
Для будь-якого 𝑛 ≥ 3 можна вiдновити зважений граф An за спектром всього
графа 𝜎(An) i пiдспектром 𝜎(An−1).
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3.3 Задача вiдновлення ваг для циклу

Для зваженого графа, який є циклом, розв’яжемо поставлену задачу. Роз-
глянемо три випадки: для циклу на трьох вершинах, на чотирьох вершинах
та на 𝑛 вершинах, де 𝑛 ≥ 5.

Вiдновлення ваг C3

Вiдновимо ваги зваженого графа C3, знаючи його структуру i пiдспектри,
тобто спектри деяких його iндукованих пiдграфiв.

1

2

3

𝑎 1
𝑎
2

𝑎3

Рис. 4: C3

1 2
𝑎1

(а)

2 3
𝑎2

(б)

1 3
𝑎3

(в)

Рис. 5: Пiдграфи C3

Так як для кожного власного пiдграфа, що є ребром, 𝑃 (𝜆) = 𝜆2 − 𝑎2𝑖 , то
за трьома пiдспектрами, можна вiдновити ваги на ребрах графа C3, тобто
𝑎1, 𝑎2, 𝑎3.

Чи можна вiдновити ваги графа C3 тiльки за двома пiдспектрами?
Для набору з двох пiдспектрiв можна взяти спектр вихiдного графа 𝜎(C3)

i спектр графа з видаленням 1 вершини: 𝜎(C3 − {𝑖}), де 𝑖 — одна з трьох
вершин. З видаленням вершини отримаємо ребро, зi спектра якого можна
вiдновити вагу одного ребра графа.

𝑃C3
(𝜆) = 𝜆3 − 𝜆(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23)− 2𝑎1𝑎2𝑎3 (7)

Знаючи лiву частину характеристичного многочлена (7) i вагу одного ребра
не можна вiдновити однозначно ваги всього графа через симетричнiсть.
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Наприклад, ми однозначно вiдновлюємо вагу 𝑎1 ребра (1, 2) пiдграфа
C3 − {3} Тодi з характеристичного многочлена (7) ми маємо таку систему
рiвнянь: ⎧⎨⎩𝑎2𝑎3 = 𝑏

𝑎22 + 𝑎23 = 𝑐
, (8)

де 𝑏, 𝑐 — коефiцiєнти з характеристичного многочлена, що вiдомi нам за
умовою задачi.

Виразимо у першому рiвняннi змiнну 𝑎2 через змiнну 𝑎3(𝑎3 > 0)⎧⎨⎩𝑎2 =
𝑏
𝑎3

( 𝑏
𝑎3 )

2 + 𝑎23 = 𝑐

Помножимо друге рiвняння на 𝑎3 i знайдемо розв’язки такого бiквадратного
рiвняння: ( 𝑏

𝑎3
)2 + 𝑎23 = 𝑐 ⇒ 𝑎43 − 𝑐𝑎23 + 𝑏2 = 0

Нехай 𝑎23 = 𝑡, 𝑡 ≥ 0, отримаємо таке квадратне рiвняння:

𝑡2 − 𝑐𝑡+ 𝑏2 = 0

𝐷 = 𝑐2 − 4𝑏2

𝑡1,2 =
𝑐±

√
𝑐2 − 4𝑏2

2

Оскiльки 𝑡 має бути бiльше або рiвним нулю, то знайдемо, коли
𝑐 ±

√
𝑐2 − 4𝑏2 ≥ 0. 𝑐 +

√
𝑐2 − 4𝑏2 завжди бiльше 0, бо 𝑐 > 0 i

√
𝑐2 − 4𝑏2 ≥ 0.

Розглянемо, чи 𝑐−
√
𝑐2 − 4𝑏2 ≥ 0.

𝑐 ≥
√︀
𝑐2 − 4𝑏2

𝑎22 + 𝑎23 ≥
√︁

(𝑎22 + 𝑎23)
2 − 4𝑎22𝑎

2
3

𝑎22 + 𝑎23 ≥
√︁
𝑎42 + 2𝑎22𝑎

2
3 + 𝑎43 − 4𝑎22𝑎

2
3

𝑎22 + 𝑎23 ≥
√︁

(𝑎22 − 𝑎23)
2

𝑎22 + 𝑎23 ≥ 𝑎22 − 𝑎23

𝑎22 + 𝑎23 ≥ 𝑎22 − 𝑎23

2𝑎23 ≥ 0
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Отже, ми отримали що 𝑐−
√
𝑐2 − 4𝑏2 також завжди бiльше нуля.

𝑎3 = ±
√
𝑡

Оскiльки ваги графа є додатнiми, то 𝑎3 =
√︁

𝑐+
√
𝑐2−4𝑏2

2 i 𝑎2 =
√︁

2
𝑐+

√
𝑐2−4𝑏2

𝑏 або

𝑎3 =
√︁

𝑐−
√
𝑐2−4𝑏2

2 i 𝑎2 =
√︁

2
𝑐−

√
𝑐2−4𝑏2

𝑏.
Аналогiчно, якщо виразити у першому рiвняннi системи (8) змiнну 𝑎3

через змiнну 𝑎2(𝑎2 > 0). Отримаємо бiквадратне рiвняння: 𝑎42 − 𝑐𝑎22 + 𝑏2 = 0 i
такi самi результати.

З цiєї системи рiвнянь отримуємо симетричнi розв’язки: 𝑎3 =
√︁

𝑐+
√
𝑐2−4𝑏2

2

i 𝑎2 =
√︁

2
𝑐+

√
𝑐2−4𝑏2

𝑏 або 𝑎3 =
√︁

𝑐−
√
𝑐2−4𝑏2

2 i 𝑎2 =
√︁

2
𝑐−

√
𝑐2−4𝑏2

𝑏. Оскiльки нам
важлива нумерацiя вершин, то нам не достатньо знати 2 пiдспектрiв для
вiдновлення ваг зваженого графа C3.

Отже, 𝑆𝑟𝑛(𝐶3) = 3.

Вiдновлення ваг C4

Знайдемо точне значення 𝑆𝑟𝑛(𝐶4) для циклу на чотирьох вершинах, який зо-
бражений на рисунку 6. Очевидно, що його ваги можна вiдновити за чотирма
пiдспектрами, що є його ребрами.

1

2

3

4

𝑎 1
𝑎
2

𝑎 3
𝑎
4

Рис. 6: C4

Чи достатньо 3 пiдспектрiв для вiдновлення усiх ваг C4? Запишемо
характеристичний многочлен графа C4:

𝑃C4
(𝜆) = 𝜆4 − 𝜆2(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24) + (𝑎21𝑎

2
3 + 𝑎22𝑎

2
4)− 2𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 (9)

Випишемо усi можливi варiанти з 3 пiдграфiв:
1. 𝐶4 i 2𝐴2, що є сусiднiми ребрами у графi.
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2. 𝐶4 i 2𝐴2, що є паралельними ребрами у графi.
3. 𝐶4 i 2𝐴3, що перетинаються.
4. 𝐶4 i 2𝐴3, що не перетинаються.
5. 𝐶4 i 𝐴3, 𝐴2, що перетинаються.
6. 𝐶4 i 𝐴3, 𝐴2, що не перетинаються.
7. 3𝐴3

8. 2𝐴3, що перетинаються i 𝐴2, що не входить у 2𝐴3.
9. 2𝐴3, що не перетинаються i 𝐴2.
10. 𝐴3 i 2𝐴2.

Перевiримо кожен варiант.
1. Оберемо сусiднi ребра (1;2)(2;3), зi спектра яких ми можемо вiдновити ваги
𝑎1, 𝑎2. Нехай 𝑎1 = 𝑏1, 𝑎2 = 𝑏2. Тодi з характеристичного многочлена вихiдного
графа (9) маємо значення таких коефiцiєнтiв: 𝑎23+ 𝑎24, 𝑏21𝑎23+ 𝑏22𝑎

2
4, 𝑎3𝑎4. Якщо

𝑏21 = 𝑏22, то ми отримаємо симетричнiсть. Тобто для графа C4(див. рисунок
6) i для графа C′

4(див. рисунок 7), який дорiвнює графу C4, але ваги ребер
(1,4) i (3,4) помiнянi мiсцями, тобто 𝑤14 = 𝑎3 i 𝑤34 = 𝑎4, значення 𝑎23 + 𝑎24,
𝑏21𝑎

2
3 + 𝑏22𝑎

2
4, 𝑎3𝑎4 будуть однаковi, але розташування ваг рiзне.

1

2

3

4

𝑎 1
𝑎
2

𝑎 4
𝑎
3

Рис. 7: C′
4

2. Оберемо паралельнi ребра (1;2)(3;4), зi спектра яких ми можемо вiдно-
вити ваги 𝑎1, 𝑎3. Тодi з характеристичного многочлена вихiдного графа маємо
такi коефiцiєнти: 𝑎22 + 𝑎24, 𝑎2𝑎4. Для довiльного значення ваг 𝑎1, 𝑎3, маємо си-
метричнiсть, тобто ситуацiю, як у попередньому пунктi.

3. Оберемо такi 2𝐴3, що перетинаються: 𝐶4 − {4},𝐶4 − {1}. Знайдемо їх
характеристичнi многочлени.

𝑃C4−4(𝜆) = 𝜆3 − 𝜆(𝑎21 + 𝑎22) (10)
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𝑃C4−1(𝜆) = 𝜆3 − 𝜆(𝑎22 + 𝑎23) (11)

Тодi з характеристичного многочлена вихiдного графа(9) i пiдграфiв
𝐶4−{4},𝐶4−{1} маємо такi коефiцiєнти: 𝑎21+𝑎22,𝑎22+𝑎23, 𝑎21+𝑎24,𝑎23+𝑎24,𝑎21𝑎23+
𝑎22𝑎

2
4,𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4, з яких не можна однозначно вiдновити усi ваги.
4. Оберемо такi 2𝐴3, що не перетинаються: 𝐶4 − {4},𝐶4 − {2}. Знайдемо

характеристичний многочлен для C4 − {2}:

𝑃C4−2(𝜆) = 𝜆3 − 𝜆(𝑎23 + 𝑎24) (12)

Тодi з характеристичного многочлена вихiдного графа(9) i пiдграфiв:
C4 − {4}(10),C4 − {2}(12) маємо такi коефiцiєнти:𝑎21 + 𝑎22,𝑎23 + 𝑎24, 𝑎21𝑎

2
3 +

𝑎22𝑎
2
4,𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4.
5. Оберемо 𝐴3: 𝐶4 − {4} i 𝐴2: ребро(1;2). Зi спектра ребра вiдновлюємо

вагу 𝑎1, тодi зi спектра C4 − {4}(10), можна вiдновити вагу 𝑎2. Отримаємо
таку саму ситуацiю, як в першому пунктi.

6. Оберемо 𝐴3: 𝐶4 − {4} i 𝐴2: ребро(2;3). Зi спектра ребра вiдновлюємо
вагу 𝑎4, тодi зi спектра C4(9), коефiцiєнту 𝑎21+ 𝑎22+ 𝑎23+ 𝑎24, можна вiдновити
вагу 𝑎4, оскiльки нам вiдомо значення 𝑎21 + 𝑎22 зi спектра C4 − {4}(10) i вага
𝑎3. Отримаємо таку саму ситуацiю, як в другому пунктi.

7. Оберемо 𝐴3: 𝐶4 − {4}, 𝐶4 − {1}, 𝐶4 − {2}. З їх характеристичних мно-
гочленiв маємо такi коефiцiєнти: 𝑎21+𝑎22,𝑎22+𝑎23,𝑎23+𝑎24, яких недостатньо для
вiдновлення ваг

8. Оберемо такi 2𝐴3: 𝐶4 − {4},𝐶4 − {1} i 𝐴2: ребро(1;4). Зi спектра ребра
вiдновлюємо вагу 𝑎4. Також маємо такi коефiцiєнти з пiдспектрiв: 𝑎21+𝑎22,𝑎22+
𝑎23, яких недостатньо для вiдновлення ваг.

9. Оберемо такi 2𝐴3: 𝐶4 − {4},𝐶4 − {2} i 𝐴2: ребро(1; 2). Зi спектра ребра
вiдновлюємо вагу 𝑎1. Також вiдновлюємо 𝑎2 зi спектра C4 − {4}(10). Знаємо
також коефiцiєнт 𝑎23 + 𝑎24, проте його недостатньо для вiдновлення ваг 𝑎3 та
𝑎4.

10. Оберемо 𝐴3: 𝐶4 − {4} та ребра (3; 4), (4; 1). З ребер вiдновлюємо ваги
𝑎3,𝑎4 вiдповiдно. Зi спектра C4 − {4}(10) знаємо коефiцiєнт 𝑎21 + 𝑎22, проте
його недостатньо для вiдновлення ваг 𝑎1 та 𝑎2.
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Вiдновлення ваг Cn

Для зваженого графа Cn = (𝐶𝑛, 𝑤), який є циклом, розглянемо поставлену
задачу.

Пронумеруємо його вершини вiд 1 до 𝑛, тобто 𝑉 (𝐶𝑛) = {1, 2, ..., 𝑛}, вер-
шина 𝑘 сумiжна з вершинами 𝑘 − 1 i 𝑘 + 1 : ∀𝑘 ∈ {2, ..., 𝑛 − 1} i вершина
𝑛 також сумiжна з вершиною 1. Вагу ребра, що з’єднує 𝑖 та 𝑖 + 1 вершини
∀𝑖 ∈ {1, ..., 𝑛− 1}, позначимо 𝑎𝑖 i вагу ребра (𝑛, 1) : 𝑎𝑛.

Рис. 8: Cn

Твердження 2.
Для вiдновлення 𝐶𝑛, 𝑛 ≥ 5 достатньо таких трьох пiдспектрiв: 𝜎(Cn − {2}),
𝜎(Cn − {2, 3}), 𝜎(Cn − {5, ..., 𝑛}).

3.4 Задача вiдновлення ваг для графа метелика

Для зваженого графа метелика G, зображеного на рисунку 9, розглянемо
поставлену задачу.

2

3

4

51

𝑎
2 𝑎 4

𝑎
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𝑎
6𝑎 3

𝑎
1

Рис. 9: G - граф метелик
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Твердження 3.
Зважений граф метелик можна вiдновити за такими чотирма пiдспектрами:𝜎((4, 5)),
𝜎((2, 3)), 𝜎(G− {5}), 𝜎(G).

4 5
𝑎5

(а)

2 3
𝑎2

(б)

2

3

4

1

𝑎
2 𝑎 4

𝑎 3

𝑎
1

(в) G-{5}

2

3

4

51

𝑎
2 𝑎 4

𝑎
5

𝑎
6𝑎 3

𝑎
1

(г) G

Рис. 10: Iндукованi пiдграфи графа G

Доведення.
Запишемо характеристичнi многочлени для графiв G i G− {5}.

𝑃G(𝜆) = 𝜆5 − (𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25 + 𝑎26)𝜆
3 − 2𝜆2(𝑎1𝑎2𝑎3 + 𝑎4𝑎5𝑎6)+

+ (𝑎21𝑎
2
4 + 𝑎21𝑎

2
5 + 𝑎22𝑎

2
5 + 𝑎23𝑎

2
5 + 𝑎21𝑎

2
6)𝜆+ 2(𝑎1𝑎2𝑎3𝑎

2
5 + 𝑎4𝑎5𝑎6𝑎

2
1)

𝑃G−{5}(𝜆) = 𝜆4 − 𝜆2(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24)− 2𝑎1𝑎2𝑎3𝜆+ 𝑎21𝑎
2
4

Спектр ребра (4;5) вiдновлює 𝑎5. Оскiльки нам вiдомо чому дорiвнює ко-
ефiцiєнт 𝑎21+ 𝑎22+ 𝑎23+ 𝑎24 зi спектра G−{5} i 𝑎5, то з коефiцiєнта характери-
стичного многочлена вихiдного графа 𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25 + 𝑎26 однозначно
вiдновлюємо 𝑎6.

Зi спектра G− {5} вiдомо чому дорiвнює 𝑎1𝑎2𝑎3. З коефiцiєнта (𝑎1𝑎2𝑎3 +

𝑎4𝑎5𝑎6) спектра G можемо знайти значення 𝑎4𝑎5𝑎6. Оскiльки нам вiдомо 𝑎5,
𝑎1𝑎2𝑎3 i 𝑎4𝑎5𝑎6, з (𝑎1𝑎2𝑎3𝑎

2
5 + 𝑎4𝑎5𝑎6𝑎

2
1) однозначно вiдновлюємо 𝑎1.

Оскiльки нам вiдомо 𝑎1 з коефiцiєнта 𝑎21𝑎
2
4 однозначно вiдновлюємо 𝑎4.

Для вiдновлення ваг 𝑎2, 𝑎3, треба знати спектр ребра (2;3) або (1;3).Тобто та-
кий набiр пiдспектрiв однозначно вiдновлює ваги вихiдного графа метелика.
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3.5 Верхня оцiнка вiдновлюючого спектрального числа

для унiциклiчного графа

Для зваженого унiциклiчного графа, розглянемо поставлену задачу. Для цьо-
го введемо теорему, на якiй буде будуватися розв’язок.

Теорема 4. [14]
Нехай 𝐹 — довiльний зважений граф, 𝑧 ∈ 𝑉 (𝐹 ) та 𝐻 — дерево з коренем
𝑦. Граф 𝐺 — об’єднання графiв 𝐹, 𝐻 та ребра, що з’єднує вершини 𝑧 та 𝑦.
Тодi за спектрами G та всiх пiдграфiв виду G − 𝑣, де 𝑣 пробiгає 𝐶𝑉 (𝐻) —
множина висячих вершин, можна вiдновити ваги на ребрах графа H, вагу на
ребрi (𝑧, 𝑦), а також 𝑃F,𝑃F−{𝑧}.

Знайдемо верхню оцiнку спектрального вiдновлюючого числа для унiци-
клiчного графа. Розглянемо перший випадок, 𝐹 = 𝐶𝑛, i граф G — унiциклi-
чний, зображений на рисунку 11.

Рис. 11

За теоремою 4, ми вiдновлюємо ваги на ребрах графа 𝐻, вагу на ребрi
(𝑧, 𝑦), а також 𝑃F,𝑃F−{𝑧} за спектрами G та всiх пiдграфiв виду G − 𝑣, де
𝑣 пробiгає 𝐶𝑉 (𝐻). Нам також необхiдно вiдновити ваги не ребрах циклу.
Оскiльки ми знаємо характеристичний многочлен ланцюга 𝑃F−{𝑧}, то знаю-
чи характеристичний многочлен 𝑃F−{𝑧,𝑢}, де 𝑢 — сумiжна вершина з 𝑧, ми
вiдновлюємо ваги усiх ребер, окрiм тих, якi є iнцидентнi з вершиною 𝑧. От-
же, нам ще треба знати вагу одного з ребра, яке iнцидентне з вершиною 𝑧
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i ми зможемо вiдновити усi ваги графа G. Тобто для такого графа G(див.
рисунок 11) 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑐𝑣(𝐺) + 3, де 𝑐𝑣(𝐺) — кiлькiсть висячих вершин.

Розглянемо другий випадок, коли ми маємо декiлька дерев 𝐻𝑘, що при-
єднанi через ребро-мiст i граф G — унiциклiчний, зображений на рисунку
12.

Рис. 12

Застосуємо теорему 𝑘 разiв, тобто для кожного 𝐹 = 𝐺 − 𝐻𝑖 i дерева 𝐻𝑖,
𝑖 ∈ 1, ..., 𝑘. Ми вiдновлюємо ваги на ребрах графiв H1, ...,Hk, 𝑘 ∈ 1, ..., 𝑛, де
𝑛 — кiлькiсть вершин у циклi, ваги на ребрах (𝑧𝑖, 𝑦𝑖), а також 𝑃F,𝑃F−{𝑧𝑖}

за спектрами G та всiх пiдграфiв виду G − 𝑣, де 𝑣 пробiгає 𝐶𝑉 (𝐻) =

𝐶𝑉 (𝐻1) ∪ ... ∪ 𝐶𝑉 (𝐻𝑘). Нам також необхiдно вiдновити ваги не ребрах ци-
клу, якi ми точно можемо вiдновити знаючи ще 2 пiдспектри, що розпи-
сано у попередньому пунктi. Тобто для такого графа G(див. рисунок 12)
𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑐𝑣(𝐺) + 3.

Розглянемо також третiй випадок коли 𝐹 = 𝐶𝑛, ми маємо декiлька дерев
𝐻𝑘 i граф G — унiциклiчний, зображений на рисунку 13.
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Рис. 13

Як i у попередньому випадку для кожного 𝐹 = 𝐺−𝐻𝑖 i дерева 𝐻𝑖,
𝑖 ∈ 1, ..., 𝑘, застосуємо теорему 4 i вiдновимо ваги на ребрах графiв H1, ...,Hk,

𝑘 ∈ N, ваги на ребрах (𝑧, 𝑦𝑖), а також 𝑃F,𝑃F−{𝑧} за спектрами G та всiх пiд-
графiв виду G−𝑣, де 𝑣 пробiгає 𝐶𝑉 (𝐻) = 𝐶𝑉 (𝐻1)∪ ...∪𝐶𝑉 (𝐻𝑘). Нам також
необхiдно вiдновити ваги не ребрах циклу, якi ми точно можемо вiдновити
за двома пiдспектрами, що розписано у першому пунктi. Тобто для такого
графа G(див. рисунок 13) 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑐𝑣(𝐺) + 3.

Отже, для довiльного унiциклiчного графа G: 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑐𝑣(𝐺) + 3.

3.6 Верхня оцiнка вiдновлюючого спектрального числа

для графа кактуса-ланцюжка

Для довiльного зваженого графа кактуса-ланцюжка G, зображеного на ри-
сунку 14, розглянемо поставлену задачу.

Рис. 14: G — граф кактус-ланцюг

Нехай елементами ланцюга є графи 𝐹1, ..., 𝐹𝑛 i для будь-якого 𝑖 ∈ 1...𝑛:
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𝐹𝑖 — цикл 𝐶𝑚, де 𝑚 ≥ 4, ∀𝑗 ∈ 1...𝑛− 1 пронумеруємо вершини, що належать
множинi вершин 𝐹𝑗 i множинi вершин 𝐹𝑗+1, тобто 𝑉 (𝐹𝑗)∩𝑉 (𝐹𝑗+1) = 𝑗. Також
вершини, у яких степiнь дорiвнює чотирьом, не є сумiжними.

Рис. 15

Розташуємо вершини 1, ..., 𝑛 i вершини 𝑣, 𝑤 горизонтально у лiнiю,
де 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐹1) i вiдстань вiд 𝑣 до вершини 1 дорiвнює двом, 𝑤 ∈ 𝑉 (𝐹𝑛) i
вiдстань вiд 𝑤 до вершини 𝑛 дорiвнює двом. Розiб’ємо 𝐹1, ..., 𝐹𝑛 на верх i
низ(див. рисунок 15). Будемо мати такi двi множини 𝑉 𝑇 (𝐺) i 𝑉 𝐵(𝐺), де
𝑉 𝑇 (𝐺) — множина вершин, що знаходять у верхнiй областi, тобто зверху
лiнiї, i 𝑉 𝐵(𝐺) — множина вершин, що знаходять у нижнiй областi, тобто
знизу лiнiї.

Видалимо з графа G вершини з множини 𝑉 𝑇 (𝐺) i отримаємо пiдграф —
звичайний ланцюг 𝐴𝐵, що знаходиться у нижнiй областi, та видалимо з графа
G вершини з множини 𝑉 𝐵(𝐺) i отримаємо пiдграф — звичайний ланцюг 𝐴𝑇 ,
що знаходиться у верхнiй областi.

Тодi за твердженням 1, ми можемо вiдновити ваги ребер пiдграфiв AB i
AT, знаючи також пiдспектри: 𝜎(AB−𝑣) i 𝜎(AT−𝑣), де 𝑣 — висяча вершина
ланцюга 𝐴𝐵 i 𝐴𝑇 .

Отже, такий граф кактус-ланцюжок(див. рисунок 14), можна вiдновити
за чотирма пiдспектрами:𝜎(AB), 𝜎(AB−𝑣), 𝜎(AT), 𝜎(AT−𝑣), i 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ 4.

3.7 Приклад конкретної задачi вiдновлення ваг

i алгоритм її розв’язання

Наведемо приклад конкретної задачi вiдновлення ваг.
Приклад задачi вiдновлення ваг.
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Рис. 16: G - граф метелик

Умова: Нехай нам вiдомий граф G зображений на рисунку 16. Необхiдно
вiдновити усi ваги за спектром вихiдного графа, i спектром його пiдграфiв:
ребер (4,5) i (2,3), G− {5}.
𝜎(G) = {−6.91,−4.406,−0.962, 1.75, 10.528}
𝜎((4, 5)) = {−5, 5}
𝜎((2, 3)) = {−2, 2}
𝜎(G− {5}) = {−5.206,−0.977, 0.559, 5.624}

Розв’язання
1. Вiдновимо характеристичнi многочлени з вiдомих за умовою спектрiв.

𝑃G(𝜆) = (𝜆+ 6.91)(𝜆+ 4.406)(𝜆+ 0.962)(𝜆− 1.75)(𝜆− 10.528) = 𝜆5 − 91𝜆3 −
252𝜆2 + 402𝜆+ 540

𝑃(4,5)(𝜆) = (𝜆+ 5)(𝜆− 5) = 𝜆2 − 25

𝑃(2,3)(𝜆) = (𝜆+ 2)(𝜆− 2) = 𝜆2 − 4

𝑃G−{5}(𝜆) = (𝜆+5.206)(𝜆+0.977)(𝜆−0.559)(𝜆−5.624) = 𝜆4−30𝜆2−12𝜆+16

2. Випишемо характеристичнi многочлени у загальному виглядi, де кое-
фiцiєнти невiдомi.

𝑃G(𝜆) = 𝜆5 − (𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25 + 𝑎26)𝜆
3 − 2𝜆2(𝑎1𝑎2𝑎3 + 𝑎4𝑎5𝑎6)+

+ (𝑎21𝑎
2
4 + 𝑎21𝑎

2
5 + 𝑎22𝑎

2
5 + 𝑎23𝑎

2
5 + 𝑎21𝑎

2
6)𝜆+ 2(𝑎1𝑎2𝑎3𝑎

2
5 + 𝑎4𝑎5𝑎6𝑎

2
1)

𝑃G−{5}(𝜆) = 𝜆4 − 𝜆2(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24)− 2𝑎1𝑎2𝑎3𝜆+ 𝑎21𝑎
2
4

𝑃(4,5)(𝜆) = 𝜆2 − 𝑎25

𝑃(2,3)(𝜆) = 𝜆2 − 𝑎22

3. Прирiвняємо коефiцiєнти з характеристичних многочленiв i утворимо
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систему рiвнянь. ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25 + 𝑎26 = 91

2(𝑎1𝑎2𝑎3 + 𝑎4𝑎5𝑎6) = 252

𝑎21𝑎
2
4 + 𝑎21𝑎

2
5 + 𝑎22𝑎

2
5 + 𝑎23𝑎

2
5 + 𝑎21𝑎

2
6 = 402

2(𝑎1𝑎2𝑎3𝑎
2
5 + 𝑎4𝑎5𝑎6𝑎

2
1) = 540

𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 = 30

2𝑎1𝑎2𝑎3 = 12

𝑎21𝑎
2
4 = 16

𝑎25 = 25

𝑎22 = 4

Видно, що з системи одразу можна вiдновити ваги 𝑎2, 𝑎5, отримаємо, що
𝑎2 = 2, 𝑎5 = 5. Пiдставимо їх значення в iншi рiвняння.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎21 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎26 = 62

2𝑎1𝑎3 + 5𝑎4𝑎6 = 126

25𝑎21 + 25𝑎23 + 𝑎21𝑎
2
6 = 286

50𝑎1𝑎3 + 5𝑎4𝑎6𝑎
2
1 = 270

𝑎21 + 𝑎23 + 𝑎24 = 26

𝑎1𝑎3 = 3

𝑎21𝑎
2
4 = 16

𝑎2 = 2

𝑎5 = 5

⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2𝑎1𝑎3 + 30𝑎4 = 126

61𝑎21 + 25𝑎23 = 286

50𝑎1𝑎3 + 30𝑎4𝑎
2
1 = 270

𝑎21 + 𝑎23 + 𝑎24 = 26

𝑎1𝑎3 = 3

𝑎21𝑎
2
4 = 16

𝑎2 = 2

𝑎5 = 5

𝑎6 = 6

Пiдставили значення п’ятого рiвняння у перше i отримаємо, що 𝑎6 = 6,
пiдставили його у iншi рiвняння.
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

30𝑎4 = 120

61𝑎21 + 25𝑎23 = 286

50𝑎1𝑎3 + 30𝑎4𝑎
2
1 = 270

𝑎21 + 𝑎23 + 𝑎24 = 26

𝑎3 =
3
𝑎1

𝑎21𝑎
2
4 = 16

𝑎2 = 2

𝑎5 = 5

𝑎6 = 6

⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎1 = 1

𝑎2 = 2

𝑎3 = 3

𝑎4 = 4

𝑎5 = 5

𝑎6 = 6

Значення 𝑎1𝑎3 з п’ятого рiвняння пiдставляємо у перше рiвняння i знахо-
димо значення 𝑎4. З шостого рiвняння знаходимо 𝑎1, пiдставляємо у п’яте i
знаходимо 𝑎3. Отже, ми вiдновили усi ваги i розв’язали задачу.

Запишемо алгоритм для розв’язку задач такого типу.
Нехай нам дано деякий зважений граф i спектри його пiдграфiв за якими

треба вiдновити ваги усiх ребер.
1. Вiдновлюємо характеристичний многочлен за спектром.
2. Записуємо характеристичнi многочлени для кожного пiдспектра.
3. Прирiвнюємо коефiцiєнти з характеристичних многочленiв i записуємо си-
стему з рiвнянь.
4. Розв’язуємо систему рiвнянь i знаходимо вагу для кожного ребра.
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4 Загальнi оберненi спектральнi задачi на зва-

жених графах

Також розглянемо загальнi оберненi спектральнi задачi.

4.1 Загальне вiдновлююче спектральне число 𝑠𝑟𝑛(𝐺)

Введемо деякi означення.
Означення 14.

Загальне вiдновлююче спектральне число 𝑠𝑟𝑛(𝐺) — мiнiмальна кiлькiсть спе-
ктрiв пiдграфiв, що були утворенi видаленням ребер, за якими однозначно
вiдновлюються ваги ребер вихiдного графа. Будемо позначати з малої лiтери.

Отже, для наступних графiв розглянемо задачу, що буде мати такi двi
пiдзадачi: навести приклад такого набору пiдспектрiв, за яким можна вiдно-
вити усi ваги, та знайти 𝑠𝑟𝑛(𝐺). Таку задачу будемо називати загальною.

4.2 Загальна задача вiдновлення ваг для графiв, що мi-

стять 2𝑘 непарних вершин

Для довiльного зваженого графа G, що мiстить 2𝑘 непарних вершин, роз-
глянемо поставлену задачу. Для цього наведемо таку теорему.

Теорема 5.[8]
Множину ребер 𝐸(𝐺) довiльного зв’язного графа 𝐺, який мiстить 2𝑘 непар-
них вершин, можна покрити 𝑘 ланцюгами.

Твердження 4.
Для довiльного зваженого графа G, що має 2𝑘 непарних вершин, 𝑠𝑟𝑛(𝐺) ≤
2𝑘.

Доведення.
За теоремою такий граф 𝐺 можна покрити 𝑘 ланцюгами. Оскiльки довiльний
ланцюг можна вiдновити за двома пiдспектрами, то для 𝑘 ланцюгiв треба 2𝑘

пiдспектрiв. Отже, 𝑠𝑟𝑛(𝐺) ≤ 2𝑘.
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4.3 Загальна задача вiдновлення ваг для циклу

Для зваженого графа-цикла Cn, розглянемо поставлену задачу.
Спершу розглянемо випадок для циклу на чотирьох вершинах.

1

2

3

4

𝑎 1
𝑎
2

𝑎 3
𝑎
4

Рис. 17: C4

Граф 𝐶4(див. рисунок 17) можна вiдновити за такими трьома пiдспектра-
ми: 𝜎(C4 − (1; 4)), 𝜎(C4 − (1; 4), (3; 4)), 𝜎((1; 4)). Оскiльки, якщо видалити
ребро (1;4) ми отримаємо ланцюг, який можна вiдновити за двома пiдспе-
ктрами 𝜎(C4− (1; 4)) i 𝜎(C4−{(1; 4), (3; 4)}). I ще необхiдно вiдновити вагу
𝑎4 на ребрi (1;4) за пiдспектром 𝜎((1; 4)). Отже, 𝑠𝑟𝑛(𝐶4) ≤ 3.

Оскiльки ранiше було доведено, що 𝑆𝑟𝑛(𝐶3) = 3 i 𝑆𝑟𝑛(𝐶𝑛) ≤ 3, 𝑛 ≥ 5, то
𝑠𝑟𝑛(𝐶𝑚) ≤ 3, де 𝑚 ≥ 3.

4.4 Верхня оцiнка загального вiдновлюючого спектраль-

ного числа для графа кактуса

Для довiльного зваженого графа кактуса G, зображеного на рисунку 18, i
𝐺 ̸= 𝐶𝑛 розглянемо поставлену задачу.
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Рис. 18: G — граф кактус

Нехай 𝑐 — це кiлькiсть циклiв у графi кактусi. Видалимо 𝑐 ребер, тобто
одне ребро з кожного циклу, що iнцидентнiй вершинi, у якої степiнь бiльше
або дорiвнює трьом. Отримаємо дерево 𝐻 i застосуємо теорему 4. Тобто за
𝑐𝑣(𝐻) пiдспектрами, де 𝑐𝑣 — кiлькiсть висячих вершин, можна вiдновити ваги
на деревi 𝐻. I 𝑐𝑣(𝐻) дорiвнює 𝑐𝑣(𝐺)+𝑐, оскiльки з видаленням ребра з одного
циклу кiлькiсть висячих вершин збiльшується на 1, а ми видаляємо ребро 𝑐

разiв. Ще треба 𝑐 пiдспектрiв, щоб вiдновити 𝑐 ребер, якi ми видалили.
Отже, 𝑠𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑐𝑣(𝐺) + 2𝑐.
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Висновки

Квалiфiкацiйна робота присвячена дослiдженню обернених спектральних за-
дач на зважених графах.

У другому роздiлi розглядалися основi означення з теорiї графiв(пiдроздiл
2.1) та зi спектральної теорiї зважених графiв(пiдроздiл 2.2), теореми для
знаходження визначника та характеристичного многочлена(пiдроздiл 2.3).

У третьому роздiлi була наведена постановка задачi, означення вiднов-
люючого спектрального числа та додаткового вiдновлюючого спектрального
числа, теореми та твердження, якi використовувались для дослiджень. Також
були отриманi такi результати:

• знайдено вiдновлююче спектральне число для 𝐶3.

• знайдено вiдновлююче спектральне число для 𝐶4.

• дослiджена обернена спектральна задача для графа метелика.

• знайдена оцiнка для вiдновлюючого спектрального числа для унiциклi-
чного графа.

• знайдена оцiнка для вiдновлюючого спектрального числа для графа кактуса-
ланцюга.

• дослiджена додаткова обернена задача для графiв, що мiстять 2𝑘 непар-
них вершин.

• дослiджена додаткова обернена задача для графiв-циклiв.

• знайдена верхня оцiнка додаткового вiдновлюючого спектрального числа
для графiв кактусiв.
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