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1 Вступ

1.1 Актуальнiсть

Сучасна математика — наука, яка охоплює багато роздiлiв, потрiбно дуже
багато часу, щоб ознайомитися з ними. Так видiляють задачi, якi є надважли-
вими, бо вони є вiдправними точками для дослiдження i розвитку роздiлу, в
якому вони з’явилися. Одна з таких задач — задача про хроматичне число.
Ця задача є важливою i популярною, вiдноситься до роздiлу комбiнаторної
геометрiї i теорiї графiв. Комбiнаторна геометрiя — наука про комбiнатор-
нi властивостi геометричних об’єктiв. Теорiя графiв — наука, що динамiчно
розвивається, це роздiл дискретної математики, що вивчає властивостi гра-
фiв.

Гiпотеза Дiниця, яка тепер є теоремою Дiниця, була вiдкритою проблемою
щодо розфарбування графа чи масиву, що поєднує елементи комбiнаторики
та теорiї графiв. Задача була запропонована Джеффом Дiницем у 1979 роцi
i лише у 1994 роцi Фред Гальвiн знайшов розв’язання.

Доведення Гальвiна узагальнює твердження, що для кожного двочастко-
вого графа хроматичне число за списком дорiвнює його хроматичному числу.
Загальна гiпотеза стверджує, що те саме справедливо не лише для двочас-
ткових графiв, але i для будь-якого графа без петель.

Задача Дiниця є популярною i породила iншу гiпотезу, яка досi залишає-
ться нерозв’язаною: чи для будь-якого реберного графа виконується, що хро-
матичне число дорiвнює хроматичному числу за списком.

Розфарбування та розфарбування списком графiв є важливими i мають
багато застосувань, а саме в: створеннi розкладiв, розподiлi регiстрiв в мiкро-
процесах, розподiлi частот, розпаралелюваннi чисельних методiв, обчисленнi
похiдних, алгоритмi для цифрових водяних знакiв, кластерному аналiзi та
розв’язуваннi судоку.
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1.2 Мета, завдання дослiдження

1. Розглянути постановку задачi Дiниця i формулювання задачi Дiниця мо-
вою теорiї графiв.

2. Зробити огляд основних означень та тверджень, що пов’язанi з теорiєю
розфарбування графiв, якi використовуються в задачi Дiниця.

3. Продемонструвати на прикладах застосування методiв та понять, що ви-
користовуються в доведеннi теорем i тверджень.

4. Записати структуру алгоритму для розв’язання задачi Дiниця в загаль-
ному випадку i застосувати його до часткових прикладiв.

5. Розглянути постановку алгоритму Гейла-Шеплi з доведенням i застосу-
вання його на часткових прикладах.
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2 Задача Дiниця

2.1 Постановка задачi Дiниця

Розглянемо 𝑛2 клiтин, якi утворюють квадрат розмiру 𝑛 × 𝑛. Нехай (i, j)
позначає клiтину на перетинi рядка 𝑖 i стовпця 𝑗. Для кожної клiтини (i, j)
задана множина, що позначимо С(i, j), яка складається з 𝑛 рiзних кольорiв.

Питання задачi полягає в тому, що чи завжди можна розфарбувати всi
клiтини квадрата так, щоб кольори клiтин в кожному рядку i кожному стов-
пцю були рiзними. Кольори для кожної клiтини (i, j) обираємо з множини
С(i, j).

Рис. 1 [1]

Якщо всi множини С(i, j) однаковi, наприклад, маємо, що С(i, j) =
{1, 2,..., n} для всiх i, j. Тодi задача Дiниця зводиться до задачi: потрiбно
заповнити клiтини квадрата розмiру n × n числами 1, 2, ..., 𝑛 так, щоб числа
в клiтинах кожного рядка i стовпця були рiзними. Таке розфарбування є
латинським квадратом.

2.2 Латинськi квадрати

Латинськi квадрати є одними з найстарiших комбiнаторних об’єктiв, якi ви-
вчали ще в античнi часи.
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2.2.1 Основнi означення про латинськi квадрати

Означення 1. Латинський квадрат n-го порядку — це таблиця 𝐿 = (𝑙𝑖𝑗)

розмiру 𝑛 × 𝑛, що заповнена 𝑛 елементами з множини 𝑀 таким чином, що
в кожному рядку i кожному стовпцю таблицi кожний елемент з множини 𝑀

зустрiчається тiльки один раз. Тобто рядки i стовпцi є перестановками еле-
ментiв множини 𝑀 .

Множина 𝑀 — це зазвичай множина, що складається з множини нату-
ральних чисел {1, 2, ..., 𝑛} або множини {0, 1, ..., 𝑛−1}. Ейлер використовував
букви латинського алфавiту, тому латинськi квадрати i отримали таку назву.

Латинськi квадрати iснують для будь-якого 𝑛. Можна взяти таблицу Келi
групи порядку 𝑛, наприклад 𝑙𝑖𝑗 = (𝑖+ 𝑗 − 1)𝑚𝑜𝑑𝑛.

Означення 2. Два латинських квадрата 𝐿 = (𝑙𝑖𝑗) i 𝐾 = (𝑘𝑖𝑗) n-го по-
рядку називаються ортогональними, якщо всi впорядкованi пари (𝑙𝑖𝑗, 𝑘𝑖𝑗) є
рiзними.

Рис. 2 [1]

Ейлер називав такi квадрати повними. Повний ла-
тинський квадрат порядку 4 можна побачити на рис.2.
Приклад трьох ортогональних латинських квадратiв i
вiдповiднi їм впорядкованi пари можна побачити на
рис.3.

Рис. 3

Означення 3. Неповний латинський квадрат порядку n — це таке за-
повнення клiтин числами з множини {1, 2, ..., 𝑛} квадрата n × n, що кожне
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число зустрiчається не бiльше одного разу в кожному рядку i стовпцю.

Приклади доповнення неповних латинських квадратiв для утворення пов-
них латинських квадратiв того ж порядку :

1) Нехай першi 𝑛− 1 рядкiв заповненi, а останнiй рядок пустий. В цьому
неповному латинському квадратi кожне число зустрiчається 𝑛− 1 раз. Тобто
кожному стовпцю не вистачає одного числа. Якщо запишемо кожне число в
нижнiй рядок i в тому стовпцю, де немає цього числа, то отримаємо повний
латинський квадрат.

Рис. 4 [1]

2) Нехай заповнений тiльки перший рядок,
а всi iншi пустi. Тодi можна заповнити ко-
жний наступний рядок циклiчним зсувом впра-
во або влiво на один крок i отримати повний
латинський квадрат. Приклад циклiчного латин-
ського квадрата порядку 5 можна побачити на
рис.4.

Рис. 5 [1]

Приклад неповного латинського квадрата, що
неможливо доповнити до повного латинського ква-
драта:

Неповний латинський квадрат, що можна поба-
чити на рис.5, неможливо доповнити до повного ла-
тинського квадрата. Заповненi тiльки 𝑛 клiтин, але
не в одному рядку, тому верхню праву клiтину немо-
жливо заповнити числом, яке не буде повторенням
числа, що вже є в рядку або стовпцi.
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2.2.2 Представлення латинського квадрата

Означення 4. Латинський квадрат 𝑛× 𝑛 розмiру можна представити у ви-
глядi таблицi розмiру 𝑛×𝑛2, яка називається лiнiйною таблицею латинсько-
го квадрата.

Розглянемо наприклад латинський квадрат розмiру 3×3. Йому вiдповiдає
лiнiйна таблиця розмiру 3 × 9. Латинський квадрат порядку 3 i вiдповiдну
йому таблицю можна побачити на рис.6.

Рис. 6 [1]

R позначає рядок квадрата, C позначає стов-
пець, а E — елементи латинського квадра-
та. Еквiвалентнiсть латинського квадрата i та-
блицi полягає в тому, що умова для утво-
рення латинського квадрата еквiвалентна тому,
що в кожних двох рядках лiнiйної таблицi бу-
де 𝑛2 упорядкованих пар елементiв з множини
{1, 2, ..., 𝑛}. Кожна пара буде зустрiчатися тiльки
один раз.

Означення 5. Латинськi квадрати називаються спряженими, якщо во-
ни пов’язанi перестановкою рядкiв в лiнiйнiй таблицi.

Рис. 7 [1]

Приклад спряженого латинського квадрата до
латинського квадрата, що на рис.6:

Якщо взяти лiнiйну таблицю з рис.6 i перестави-
ти циклiчно рядки 𝑅 → 𝐶 → 𝐸 → 𝑅, то можна
отримати латинський квадрат, який можна побачи-
ти на рис.7 i вiн буде спряженим до латинського ква-
драта, що на рис.6.

Властивостi неповних латинських квадратiв:
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• Неповний латинський квадрат вiдповiдає неповнiй лiнiйнiй таблицi, так
як в будь-яких двох рядках таблицi кожна пара елементiв з множини
{1, 2, ..., 𝑛} зустрiчається не бiльше одного разу.

• Латинський квадрат, який є спряженим до неповного латинського ква-
драта, теж буде неповним латинським квадратом.

• Неповний латинський квадрат можна доповнити до повного тодi i тiль-
ки тодi, коли будь-який спряжений до неповного можна доповнити до
повного.

2.2.3 Число латинських квадратiв

Формула для пiдрахунку числа 𝐿(𝑛) латинських квадратiв порядку 𝑛 досi не
знайдена, але найкращу оцiнку числа 𝐿(𝑛) дає формула:

𝑛∏︁
𝑘=1

(𝑘!)𝑛/𝑘 6 𝐿(𝑛) 6
(𝑛!)2𝑛

𝑛𝑛2

Точнi значення для числа 𝐿(𝑛) вiдомi тiльки для 𝑛 вiд 1 до 11:

𝑛 𝐿(𝑛)

1 1
2 2
3 12
4 576
5 161280
6 812851200
7 61479419904000
8 108776032459082956800
9 5524751496156892842531225600
10 9982437658213039871725064756920320000
11 776966836171770144107444346734230682311065600000

Табл. 1 [12]
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2.3 Загальний випадок задачi Дiниця

З латинськими квадратами цю задачу можна легко розв’язати. Задача скла-
днiшає у випадку, коли кольорiв бiльше нiж 𝑛 в множинi 𝐶. Тобто множина

𝐶 :=
⋃︁
𝑖,𝑗

𝐶(𝑖, 𝑗)

В цьому випадку для розфарбування клiтини квадрата не можна брати
будь-який колiр з множини 𝐶.

Рис. 8 [1]

Приклад:
Розглянемо квадрат розмiру 2 × 2 i множина 𝐶 =

{1, 2, 3}(рис.8). Якщо обрати для розфарбування першого
рядка кольори 1 i 2, то двi клiтини другого рядка потрiбно
буде розфарбувати в колiр 3, i вже виникає суперечнiсть
умовi задачi Дiниця.

2.4 Формулювання задачi Дiниця мовою теорiї графiв

Означення 1. Графом 𝐺(𝑉,𝐸) називається сукупнiсть двох множин: не-
пустої множини 𝑉 (множина вершин) i множини 𝐸 (множина ребер), що є
двохелементною пiдмножиною множини 𝑉 .

𝐺(𝑉,𝐸) = ⟨𝑉 ;𝐸⟩, 𝑉 ̸= ∅, 𝐸 ⊂ 2𝑉

Означення 2. Дистанцiйний граф або граф одиничних вiдрiзкiв на пло-
щинi — будь-яка конфiгурацiя, вершини якої точки площини, а ребра —
вiдрiзки довжини 1, якi з’єднують пари точок, що знаходяться на вiдстанi 1.

Не обов’язково з’єднувати кожну пару вершин ребром. Граф буде дистан-
цiйним, навiть якщо буде складатися зi скiнченної множини вершин. Позна-
чення для дистанцiйного графа — 𝐺 = (𝑉,𝐸), де 𝑉 — це множина вер-
шин(скiнченна), а 𝐸 — множина ребер(теж скiнченна).

Означення 3. Хроматичне число графа 𝐺 — мiнiмальне число кольорiв
𝜒(𝐺), в якi можна так розфарбувати вершини графа, щоб вершини будь-
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якого ребра мали вiдмiнний колiр.

Тобто таке розфарбування розбиває множину вершин графа на класи, що
складаються з вершин одного кольору. Мiж вершинами, що знаходяться в
одному класi, ребер немає.

Означення 4. Нехай 𝐴 ⊆ 𝑉 , тодi множина A називається незалежною,
якщо вершини з множини A не пов’язанi мiж собою ребрами графа 𝐺. Тодi
хроматичне число — це найменше число незалежних множин, що породжу-
ють розбиття множини вершин 𝑉 .

2.4.1 Розфарбування за списком

У 1976 роцi Вiзiнг В.Г. i через 3 роки Ердеш, Рубiн та Тейлор розглядали
такий варiант розфарбування, що приводить до розв’язання задачi Дiниця.

Нехай для кожної вершини 𝑣 графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) задана множина кольорiв
𝐶(𝑣).

Означення 5. Розфарбування за списком — це таке вiдображення 𝑐 :

𝑉 −→
⋃︀

𝑣∈𝑉 𝐶(𝑣), що 𝑐(𝑣) ∈ 𝐶(𝑣) для кожного 𝑣 ∈ 𝑉 .

Означення 6. Хроматичне число розфарбування за списком 𝜒𝑙(𝐺) — це
таке найменше число 𝑘, що для будь-якого списку множини кольорiв 𝐶(𝑣) з
кiлькiстю кольорiв |𝐶(𝑣)| = 𝑘, буде iснувати розфарбування за списком для
кожного 𝑣 ∈ 𝑉 .

За умовою 𝜒𝑙(𝐺) — це таке найменше число 𝑘, тому можна зробити ви-
сновок, що 𝜒𝑙(𝐺) буде не перевищувати потужностi вершин графа 𝐺, тобто
𝜒𝑙(𝐺) 6 |𝑉 |. Кожнiй вершинi 𝑣, що належить множинi вершин графа 𝐺, ста-
виться у вiдповiднiсть множина кольорiв 𝐶(𝑣) i, якщо потужнiсть множини
кольорiв буде бiльше за потужнiсть множини вершин 𝑉 , то з’явиться надмiр-
нiсть у виборi кольору з множини 𝐶(𝑣) для кожної вершини 𝑣, що суперечить
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означенню хроматичного числа.

Твердження 1. 𝜒(𝐺) 6 𝜒𝑙(𝐺).
Доведення.
За означенням хроматичного числа графа 𝜒(𝐺) — мiнiмальне число ко-

льорiв для розфарбування кожної вершини 𝑣 ∈ 𝑉 (множина кольорiв 𝐶(𝑣)

однакова для всiх вершин), щоб вершини одного ребра мали вiдмiнний колiр.
Такий випадок розфарбування є частковим для розфарбування за списком,
яке може мати рiзнi набори кольорiв множин 𝐶(𝑣) для кожної вершини 𝑣 ∈ 𝑉 .
Нехай 𝜒𝑙(𝐺) = 𝑘, тобто рiзнi множини 𝐶(𝑣) з деякого списку мають поту-
жнiсть k.

𝜒(𝐺) = 𝜒𝑙(𝐺), коли список має однаковi множини 𝐶(𝑣) потужностi k.

𝜒(𝐺) < 𝜒𝑙(𝐺), коли хоча б одна множина зi списку потужностi k буде
вiдрiзнятися набором кольорiв вiд iнших множин 𝐶(𝑣) потужностi k.

Отже, 𝜒(𝐺) 6 𝜒𝑙(𝐺). �

Рис. 9 [1]

Означення 7. Граф 𝑆𝑛 — граф, множина вер-
шин якого складається з 𝑛2 клiтин, якi утворюють
таблицю розмiру n × n, i двi вершини цього графа
сумiжнi тодi i тiльки тодi, коли знаходяться в одно-
му i тому ж рядку i стовпцю. Приклад графа 𝑆3 на
рис.9.

Твердження 2. Хроматичне число графу 𝑆𝑛 буде
дорiвнювати 𝑛, тобто 𝜒(𝑆𝑛) = 𝑛.

Доведення.
Розглянемо наприклад перший рядок таблицi розмiру n × n, що утворює

граф 𝑆𝑛. Пофарбуємо цей рядок в 𝑛 − 1 колiр. Отримаємо суперечнiсть з
означенням хроматичного числа, так як за принципом Дiрiхле знайдуться
двi вершини, якi будуть пофарбованi в один колiр i також будуть сумiжни-
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ми, так як знаходяться в одному рядку(рис.10). Отже, для розфарбування
тiльки одного рядка потрiбно щонайменше 𝑛 кольорiв.

Рис. 10

Для стовпця також отримаємо, що для розфарбування потрiбно > 𝑛 ко-
льорiв. Отже, для розфарбування графа 𝑆𝑛 потрiбно не менше 𝑛 кольорiв.

За означенням хроматичного числа, це мiнiмальне число кольорiв для роз-
фарбування графа, тому 𝜒(𝑆𝑛) = 𝑛. �

Для графа 𝑆𝑛, так як i для будь-якого графа, буде iснувати розфарбу-
вання за списком, i тому справедлива нерiвнiсть 𝜒(𝑆𝑛) 6 𝜒𝑙(𝑆𝑛). Задачу
Дiниця можна переформулювати таким чином: чи iснує розфарбування за
списком графа 𝑆𝑛, яке буде дорiвнювати 𝑛, тобто 𝜒𝑙(𝑆𝑛) = 𝑛?

Означення 8. Граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) називається двочастковим, якщо мно-
жину його вершин можна розбити на двi частини 𝑉 = 𝑈 ∪𝑊 так, що жодна
вершина з пiдмножини 𝑈 не з’єднана з iншими вершинами в пiдмножинi 𝑈 i
жодна вершина з пiдмножини 𝑊 не з’єднана з iншими вершинами в пiдмно-
жинi 𝑊 . Пiдмножини вершин 𝑈 i 𝑊 називаються частками двочасткового
графа 𝐺.

Означення 9. Повним двочастковим графом називається двочастковий
граф, в якому для кожної пари вершин 𝑢 ∈ 𝑈 , 𝑤 ∈ 𝑊 iснує ребро (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸.
Такий граф позначається 𝐾𝑖,𝑗, де |𝑈 | = 𝑖, |𝑊 | = 𝑗.

Приклад того, що рiвнiсть 𝜒(𝐺) = 𝜒𝑙(𝐺) не справджується для графа
𝐾2,4:
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Рис. 11 [1]

Розглянемо граф 𝐺 = 𝐾2,4. Хроматичне число
будь-якого двочасткового графа дорiвнює 2, так як
вершини однiєї частки можна розфарбувати в один
колiр, а вершини другої частки в iнший колiр. Тому
𝜒(𝐾2,4) = 2.

Тепер знайдемо хроматичне число цього гра-
фа для розфарбування за списком. Нехай за-
данi такi множини кольорiв, якi показанi на
рис.11.

Розглянемо 4 варiанти розфарбування лiвої частки:

1) Першу вершину фарбуємо в колiр 1, другу в колiр 3. Тодi для розфар-
бування першої вершини в правiй частцi графа не залишилося кольорiв, а
отже правильного розфарбування для такого варiанту не iснує.

2) Першу вершину фарбуємо в колiр 1, другу в колiр 4. Тодi для роз-
фарбування другої вершини в правiй частцi графа не залишилося кольорiв,
а отже правильного розфарбування для такого варiанту не iснує.

3) Першу вершину фарбуємо в колiр 2, другу в колiр 3. Тодi для розфар-
бування третьої вершини в правiй частцi графа не залишилося кольорiв, а
отже правильного розфарбування для такого варiанту не iснує.

4) Першу вершину фарбуємо в колiр 2, другу в колiр 4. Тодi для розфар-
бування четвертої вершини в правiй частцi графа не залишилося кольорiв, а
отже правильного розфарбування для такого варiанту не iснує.

Отже, можна зробити висновок, що 𝜒𝑙(𝐾2,4) > 3, що не дорiвнює хрома-
тичному числу 𝜒(𝐾2,4) = 2.

Твердження 3. Для графа 𝐾2,4 хроматичне число розфарбування за
списком буде дорiвнювати трьом, тобто 𝜒𝑙(𝐾2,4) = 3.
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Доведення.
Ранiше ми побачили, що у графа 𝐾2,4 хроматичне число розфарбування

за списком дорiвнює щонайменше три. Тепер доведемо, що 𝜒𝑙(𝐾2,4) = 3.

Нехай заданi деякi множини кольорiв для кожної вершини, що склада-
ються вже з трьох рiзних кольорiв. Розглянемо двi вершини з лiвої частки
i будь-яку з точок правої долi графа. Так як маємо три рiзнi кольори для
вибору з множини кольорiв, то незважаючи на те, якi кольори оберемо для
розфарбування вершин лiвої частки, для розфарбування вершини з правої
частки завжди знайдеться хоча б один колiр з множини кольорiв, щоб роз-
фарбування сумiжних вершин було правильним.

Отже, 𝜒𝑙(𝐾2,4) = 3. �

Приклад того, що рiвнiсть 𝜒(𝐺) = 𝜒𝑙(𝐺) не справджується для графа
𝐾3,27:

Покажемо, що насправдi рiвнiсть 𝜒(𝐺) = 𝜒𝑙(𝐺) не справджується ще для
одного двочасткового графа 𝐾3,27. Також доведемо, що хроматичне число та-
кого графа буде дорiвнювати щонайменше чотирьом.

Розглянемо граф 𝐺 = 𝐾3,27. Хроматичне число будь-якого двочасткового
графа дорiвнює 2, тому 𝜒(𝐾3,27) = 2.

Тепер знайдемо хроматичне число цього графа для розфарбування за спи-
ском. Нехай заданi такi множини кольорiв, якi показанi на рис.12. Множина
кольорiв для внутрiшнiх вершин графа буде така {𝑖0, 𝑖1, 𝑖2, }, де першi знаки
рiвнi для кожного вибору з трьох можливостей вибору цифри 𝑖. Для вер-
шин ззовнi множина кольорiв буде така {0𝑎, 1𝑏, 2𝑐, ...}, що перша цифра буде
вiдрiзнятися для будь-якого набору (𝑎, 𝑏, 𝑐) з трьох елементiв. Таких наборiв
буде всього 27, що дорiвнює кiлькостi зовнiшнiх вершин.

Обираємо один з трьох запропонованих кольорiв {00, 01, 02} для розфар-
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Рис. 12 [6]

бування першої внутрiшньої вершини (нехай це буде вершина з множини
червоних кольорiв). Нехай це буде колiр 00.

Обираємо один з трьох запропонованих кольорiв {14, 15, 16} для розфар-
бування другої внутрiшньої вершини (нехай це буде вершина з множини зе-
лених кольорiв). Нехай це буде колiр 14.

Обираємо один з трьох запропонованих кольорiв {27, 28, 29} для розфар-
бування третьої внутрiшньої вершини (нехай це буде вершина з множини
синiх кольорiв). Нехай це буде колiр 27.

Тодi отримаємо, що хоча б одна вершина буде мати множину вибору ко-
льорiв, що буде складатися з вибраних кольорiв {00, 14, 27}. А отже, для цiєї
вершини не можна обрати колiр, щоб утворилося правильне розфарбування.
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Хроматичне число розфарбування за списком графа 𝐾3,27 повинно дорiв-
нювати щонайменше чотирьом, щоб утворилося правильне розфарбування.
А отже, хроматичне число 𝜒(𝐾3,27) = 2 не буде дорiвнювати хрома-
тичному числу розфарбування за списком 𝜒𝑙(𝐺) > 4.

2.5 𝜒𝑙(𝑆𝑛) 6 𝑛 + 1

У 1992 роцi Джанет Янсен довела, що 𝜒𝑙(𝑆𝑛) 6 𝑛+ 1 i далi розв’язок завер-
шив Фред Галвiн, доповнивши двома вiдомими результатами.

2.5.1 Теорема 1. Орiєнтованi графи

Означення 1. Нехай 𝑣 — деяка вершина графа 𝐺 = (𝑉,𝐸). Степiнню вер-
шини 𝑣 називається кiлькiсть ребер графа 𝐺, iнцидентних вершинi 𝑣 (тобто
кiлькiсть ребер, що виходить з вершини 𝑣) i позначається 𝑑𝑣.

Степiнь кожної веришини в графi 𝑆𝑛 дорiвнює 2𝑛 − 2. В кожному рядку
кожна вершина сумiжна з 𝑛 − 1 iншими вершинами в тому ж рядку, в ко-
жному стовпцю кожна вершина сумiжна з 𝑛 − 1 iншими вершинами в тому
ж стовпцю. Отже, 𝑑𝑣 = 𝑛− 1 + 𝑛− 1 = 2𝑛− 2.

Означення 2. Для деякої пiдмножини 𝐴 ⊆ 𝑉 позначимо 𝐺𝐴 — пiдграф
графа 𝐺 = (𝑉,𝐸), який має множину вершин 𝐴 i множина ребер складається
з усiх ребер графа 𝐺 мiж вершинами з множинами 𝐴. Тодi 𝐺𝐴 називається
пiдграфом, що iндукований множиною 𝐴. Якщо 𝐻 = 𝐺𝐴 для деякої пiдмно-
жини 𝐴 ⊆ 𝑉 , то будемо казати, що 𝐻 — iндукований пiдграф графа 𝐺.

Означення 3. Орiєнтованим графом 𝐺 = (𝑉,𝐸) називають сукупнiсть
двох множин — непорожньої множини вершин 𝑉 i множини орiєнтованих
ребер (дуг) 𝐸. Кожне ребро з’єднує упорядовану пару вершин. Кажуть, що
дуга зв’язана з упорядкованою парою вершин (𝑢, 𝑣), якщо ребро починається
у вершинi 𝑢 i закiнчується у вершинi 𝑣. Напрям ребра позначають стрiлкою.
Позначають 𝑒 = (𝑢, 𝑣) або 𝑢 −→ 𝑣.
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Степiнь виходу з вершини позначають, як 𝑑+𝑣 , степiнь входу у вершину
позначають, як 𝑑−𝑣 . Тобто 𝑑+𝑣 — кiлькiсть дуг з початковою вершиною 𝑣, 𝑑−𝑣
— кiлькiсть дуг з кiнцевою вершиною 𝑣. Виконується рiвнiсть 𝑑𝑣 = 𝑑+𝑣 + 𝑑−𝑣 .
𝐺 — позначення для графа −→

G без орiєнтацiї.

Означення 4. Множина вершин графа називається незалежною, якщо
нiякi двi вершини цiєї множини не з’єднанi ребром. Iншими словами, iндуко-
ваний цiєю множиною пiдграф складається з iзольованих вершин.

Означення 5. Нехай −→
G = (𝑉,𝐸) — орграф. Ядром 𝐾 ⊆ 𝑉 називається

така пiдмножина 𝑉 , що

• K — незалежна множина в 𝐺

• для кожної вершини 𝑢 ∈ 𝑉 ∖𝐾 iснує дуга 𝑢 −→ 𝑣, 𝑣 ∈ 𝐾.

Рис. 13 [1]

Приклад:
Розглянемо орграф −→

G = (𝑉,𝐸) (рис.13). Вер-
шини 𝑏, 𝑐, 𝑓 утворюють ядро цього графу. Пiдграф,
що iндукований множиною 𝑎, 𝑐, 𝑒 не має ядра, так
як три дуги (𝑎, 𝑒), (𝑒, 𝑐), (𝑐, 𝑎) утворюють цикл. Пiд-
граф, що iндукований множиноюю 𝑑, 𝑐, 𝑓 також не
має ядра, так як не виконується умова друга з
означення ядра: не iснує дуги 𝑣 ∈ 𝑉 ∖ 𝐾 −→
𝑑.

Теорема 1. Нехай −→
G = (𝑉,𝐸) — орграф i для кожної вершини 𝑣 ∈ 𝑉 за-

дана множина кольорiв 𝐶(𝑣). Потужнiсть множини кольорiв бiльша степенi
виходу, тобто |𝐶(𝑣)| > 𝑑+𝑣 + 1. Якщо кожний iндукований пiдграф графа −→

G

має ядро, то iснує розфарбування за списком графа 𝐺, в якому кожна вер-
шина 𝑣 ∈ 𝑉 пофарбована в один з кольорiв, що належить множинi кольорiв
𝐶(𝑣).

Доведення.
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Доведення проведемо iндукцiєю по |𝑉 |.

База: |𝑉 | = 1. Очевидно, що тодi 𝑣 ∈ 𝑉 — iзольована вершина i степiнь
вершини дорiвнює нулю. Тому маємо, що |𝐶(𝑣)| > 1. Це дiйсно так, для роз-
фарбування достатньо одного кольору.

Крок: Припустимо, що лема виконується для всiх орграфiв з числом вер-
шин меншим вiд |𝑉 |. Виберемо деякий колiр 𝑐 ∈ 𝐶 = ∪𝑣∈𝑉𝐶(𝑣) i покладемо:

𝐴(𝑐) := {𝑣 ∈ 𝑉 : 𝑐 ∈ 𝐶(𝑣)}

𝐴(𝑐) — множина, що складається у усiх вершин графа −→
G , що мають у

своєму списку кольорiв для розфарбування колiр 𝑐.

За умовою iндукований пiдграф 𝐺𝐴(𝑐) має ядро 𝐾(𝑐). Пофарбуємо всi вер-
шини 𝑣 ∈ 𝐾(𝑐) в колiр 𝑐. Це можливо зробити, так як 𝐾(𝑐) — незалежна
множина. Далi видалимо множину 𝐾(𝑐) з 𝐺, а колiр 𝑐 видалимо з множини
𝐶. За означенням ядра для кожної вершини 𝑢 ∈ 𝑉 ∖ 𝐾 iснує дуга 𝑢 −→ 𝑣,
𝑣 ∈ 𝐾, а отже при видаленнi множини 𝐾(𝑐) з 𝐺 видаляються i дуги, що
з’єднували ядро з графом 𝐺.

Нехай 𝐺′ — iндукований пiдграф графа 𝐺 на 𝑉 ∖𝐾(𝑐) з множиною ко-
льорiв 𝐶 ′(𝑣) = 𝐶(𝑣) ∖ 𝑐. Для кожної вершини 𝑣 ∈ 𝐴(𝑐) ∖𝐾(𝑐) степiнь виходу
𝑑′+𝑣 6 𝑑+𝑣 − 1, за другою властивiстю ядра степiнь виходу зменшилася щонай-
менше на один через видалення ядра 𝐾(𝑐).

Множина кольорiв 𝐶(𝑣) має потужнiсть не бiльше 𝑛, як зазначалося ра-
нiше потужнiсть множини кольорiв не можу перевищувати кiлькостi вершин
графа 𝐺, що дорiвнює 𝑛. Степiнь виходу кожної вершини графа 𝐺 дорiвнює
не бiльше 𝑛− 1.

Тому виконується нерiвнiсть 𝑑′+𝑣 + 1 6 𝐶 ′(𝑣). Ця нерiвнiсть справедлива
i для вершин, що знаходяться не в множинi 𝐴(𝑐), так як для них множина
кольорiв 𝐶(𝑣) не змiнюється.
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Новий граф 𝐺′ має меншу кiлькiсть вершин, нiж граф 𝐺. За припущен-
ням iндукцiї для нового графу 𝐺′ i для множин 𝐶 ′(𝑣) iснує розфарбування
за списком. Якщо повернути ядро 𝐾(𝑐) до множини 𝐺, то розфарбування
не змiниться, а число кольорiв для розфарбування графа 𝐺 збiльшиться на
один. Iндукцiйний крок зроблено. �

Ця лема допоможе у розв’язаннi задачi Дiниця, тепер достатньо знайти
орiєнтацiю графа 𝑆𝑛 iз степенями виходу 𝑑+𝑣 6 𝑛 − 1 для всiх 𝑣. Орiєнтацiя
повинна бути така, що всi iндукованi пiдграфи будуть мати ядра.

2.5.2 Теорема Холла. Паросполучення у двочастковому графi

Означення 6. Паросполученням або незалежною множиною ребер у про-
стому неорiєнтованому графi G = (V, E) називається така множина його
ребер 𝑀 ⊆ 𝐸(𝐺), елементи якого не iнцидентнi попарно з вершинами.

• 𝑑𝑒𝑔𝑀(𝑣) — число ребер, якi iнцидентнi вершинi 𝑣, що належить множинi
𝑀 .

• Паросполучення — така множина ребер 𝑀 , що для кожного 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺)

справджується 𝑑𝑒𝑔𝑀(𝑣) 6 1.

• Вершина називається сполучною, якщо вона є кiнцевою точкою для ре-
бра, що належить множинi 𝑀 .

Рис. 14

Приклад графа з числом паросполучення 4 мо-
жна побачити на рис.14.

Означення 8. Паросполучення називається ма-
ксимальним, якщо потужнiсть 𝑀 має найбiльше
значення з усiх можливих.
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Означення 9. Паросполучення називається повним (або iнодi його ще
називають iдеальним), якщо кожна вершина графа є кiнцем ребра, що на-
лежить паросполученню. Тодi для кожної вершини 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) справджується
𝑑𝑒𝑔𝑀(𝑣) = 1. Повне паросполучення є максимальним.

Висновки:

• Якщо повне паросполучення утворює граф з 𝑛 вершинами, то 𝑛 є парним
числом.

• Якщо 𝑛 є парним числом, то не обов’язково граф буде мати повне паро-
сполучення(наприклад граф-зiрка).

Рис. 15 [1]

Означення 10. Паросполученням у двочастковому
графi G = (V, E), де 𝑉 = 𝑈 ∪𝑊 називається множина
ребер, у якiй нiякi два ребра не мають спiльних кiнцевих
вершин.

Приклад двочасткового графа на рис.15, де видiленi
ребра позначають паросполучення.

Рис. 16 [14]

У 1935 роцi Фiлiп Холл запропонував умову, за
якої iснує повне паросполучення у двочастковому
графi. Представимо таку ситуацiю: є 𝑛 юнакiв та 𝑛

дiвчат. Кожна дiвчина має свiй список вподобань,
що складається з декiлькох юнакiв, що є в поча-
тковiй множинi з 𝑛 юнакiв. Дiвчата роблять про-
позицiю юнакам, що є у них в списку, i юнаки-
джентельмени не можуть вiдмовитися. Така ситуа-
цiя може бути представлена у виглядi двочасткового
графа (рис.16), де одна частка позначає дiвчат, а iн-
ша — юнакiв. Ребра позначають вподобання дiвчини
певному юнаку.
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Означення 11. Умова Холла про весiлля справджується, коли деякiй
пiдмножинi з 𝑟 дiвчат подобається щонайменше 𝑟 юнакiв.

Теорема Холла. Умова Холла про весiлля є необхiдною i достатньою
умовою для iснування повного паросполучення в двочастковому графi. Та-
кож можна стверджувати: якщо умова Холля про весiлля справджується для
деякого двочасткового графа, то цей двочастковий граф буде мати повне па-
росполучення.

Доведення:
Нехай для деякого двочасткового графа 𝐺 виконується умова Холла про

весiлля.
Доведення проведемо за iндукцiєю.
База: 𝑛 = 1. Очевидно, що тодi двочастковий граф буде мати повне па-

росполучення. Будь-яка пiдмножина з одного елемента з лiвої частки буде
з’єднана з одним елементом з правої частки.

Крок: Припустимо, що умова Холла про весiлля та теорема Холла ви-
конується для пiдмножини 𝐾 з лiвої частки, що складається з 𝑟 елементiв.
Доведемо, що теорема виконується для пiдмножини з 𝑟 + 1 елемента. Пра-
ва частка двочасткового графа буде мати пiдмножину |𝐾 ′| > 𝑟. Розгленемо
вершину з лiвої частки з номером 𝑟 + 1, яку позначимо як 𝑣𝑟+1.

Розглянемо 3 випадки:

Випадок 1. Вершина 𝑣𝑟+1 з’єднана з вершиною з правої частки, що не на-
лежить пiдмножинi 𝐾 ′. Тодi повне паросполучення буде iснувати для 𝑟 + 1

вершини. Приклад такого випадку можна побачити на рис.17.

Випадок 2. Вершина 𝑣𝑟+1 з’єднана тiльки з вершинами з пiдмножини 𝐾 ′

i |𝐾 ′| = |𝐾|. Такий випадок суперечить умовi Холла про весiлля, що справ-
джується для двочасткового графа 𝐺. Тому такий випадок є неможливим.

Випадок 3. Вершина 𝑣𝑟+1 з’єднана тiльки з вершинами з пiдмножини 𝐾 ′
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Рис. 17 [14]

i |𝐾 ′| > |𝐾|. Для пiдмножини з 𝑟 елементiв застосовуємо припущення про
те, що для цiєї пiдмножини буде iснувати повне паросполучення. Розглянемо
пiдмножини, що складаються з 𝑟 елементiв i за припущенням мають повне
паросполучення: 𝑟 − 1 елемент з пiдмножини 𝐾 i вершина 𝑣𝑟+1. Покажемо,
що тодi пiдмножина з 𝑟 + 1 елемента теж буде мати повне паросполучення.

Видалимо веришну 𝑣1 i розглянемо iншi вершини з пiдмножини 𝐾 i вер-
шину 𝑣𝑟+1 як пiдмножину з 𝑟 елементiв. Нехай ця пiдмножина називається
𝐾𝑟. Пiдмножина 𝐾𝑟 утворює повне паросполучення з деякою множиною 𝐾 ′

𝑟,
що є пiдмножиною 𝐾 ′.

Якщо вершина 𝑣1 з’єднана тiльки з вершинами з 𝐾 ′
𝑟, то це суперечить

умовi Холла про весiлля. Отже, вершина 𝑣1 з’єднана з деякою вершиною, що
не належить 𝐾 ′

𝑟, а отже пiдмножина з 𝑟 + 1 вершиною буде мати повне па-
росполучення. Такий випадок можна побачити на рис.18.

Ребра, що видiленi жирним, показують утворене повне паросполучення
для вершин 𝑣2, ..., 𝑣𝑟+1. З припущення знаємо, що червоне ребро буде iснувати,
що доводить iндукцiйний крок. Отже, двочастковий граф 𝐺, для якого спра-
ведлива умова Холла про весiлля, буде мати повне паросполучення, а отже
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Рис. 18 [14]

для 𝐺 виконується теорема Холла. �

2.5.3 Теорема 2. Стiйкi паросполучення

Проблема стiйких шлюбiв

Нехай заданi множини: 𝑋 — множина юнакiв, 𝑌 — множина дiвчат. Ко-
жний з юнакiв знайомий iз кiлькома дiвчатами. Ребро 𝑢𝑣 ∈ 𝐸 означає, що
𝑢 i 𝑣 можуть одружитися. Тодi паросполученням буде колективне весiля, на
якому кожен хлопець одружений не бiльше одного разу. Потрiбно визначити
умови, за яких кожен з юнакiв мiг би одружитися зi знайомою йому дiвчиною.

Припустимо,що в графi 𝐺 = (𝑋 ∪ 𝑌,𝐸) для кожного 𝑣 ∈ 𝑋 ∪ 𝑌 задано
деяке упорядковання множин вершин, що сумiжнi з вершиною 𝑣, позначимо
її 𝑁(𝑣) = 𝑧1 > 𝑧2 > ...𝑧𝑑𝑣 . Тодi 𝑧1 — вибiр, що є найбажанiшим для вершини
𝑣. Так само упорядкування можна зробити для кожної вершини 𝑢 ∈ 𝑋 ∪ 𝑌 .
Кожна вершина отримає своє вiдсортування.

Означення 12. Паросполучення 𝑀 називається стiйким в деякому гра-
фi 𝐺 = (𝑋 ∪ 𝑌,𝐸), якщо для кожного ребра 𝑢𝑣 ∈ 𝐸 ∖ 𝑀 такi, що 𝑢 ∈ 𝑋,
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𝑣 ∈ 𝑌 , виконується:

• 𝑢𝑦 ∈ 𝑀 i 𝑦 > 𝑣 в 𝑁(𝑣)

• 𝑥𝑣 ∈ 𝑀 i 𝑥 > 𝑢 в 𝑁(𝑣)

• перший, i другий пункт одночасно.

Множина весiль буде стiйка, якщо в нiй не буде випадкiв, коли 𝑢 ∈ 𝑁(𝑣)

та 𝑣 ∈ 𝑁(𝑢) не одруженi, але 𝑢 надає перевагу 𝑣 (одружений 𝑢 або не одру-
жений), а 𝑣 надає перевагу 𝑢(замiжня 𝑣 або не замiжня). Такi випадки є
нестiйкими, тому виключаємо їх з множини весiль, щоб знайти розв’язання
задачi.

Теорема 2 (Теорема стiйких шлюбiв). (Д. Гейл, Л. Шеплi, 1962)
Стiйке паросполучення завжди iснує.

Доведення.
Розглянемо алгоритм. Нехай на першому кроцi юнаки 𝑢 ∈ 𝑋 роблять

пропозицiю найбажанiшим дiвчатам. Якщо дiвчина отримує хоча б одну про-
позицiю, вона вибирає найбажанiшого i вважає його майбутнiм нареченим.
Юнаки, що залишаються, утворюють резерв 𝑅.

Другий крок передбачає, що всi юнаки iз резерву 𝑅 роблять пропозицiю
дiвчатам, що були другими у "списку бажань". На цьому кроцi дiвчата вже
порiвнюють пропозицiї (i навiть порiвнюють майбутнiх наречених, якщо такi
є), обирають найбажанiшого хлопця i вважають тепер його майбутнiм наре-
ченим. Юнаки, що залишаються, утворюють резерв 𝑅.

Пiсля, всi юнаки iз резерву 𝑅 роблять пропозицiю дiвчатам, що були тре-
тiми у "списку бажань"i так продовжується поки резерв 𝑅 не стане пустим.
Юнак, що зробив пропозицiю останнiй дiвчинi у "списку бажань"i отримав
вiдмову, виключається надалi зi "списку бажань"для дiвчат i також виклю-
чається з резерву 𝑅. Таким чином алгоритм закiнчився.
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Твердження 4. Якщо алгоритм закiнчився, то майбутнi нареченi разом
з дiвчатами, що їх вибрали, утворюють стiйке паросполучення.

Для дiвчини майбутнi нареченi з кожним кроком стають все бiльш бажа-
нiшими, так як на кожному кроцi вона порiвнює новi пропозицiї з майбутнiм
нареченим i вибирає найбажанiшого. Тому, якщо 𝑢𝑣 ∈ 𝐸, але 𝑢𝑣 /∈ 𝑀 , то:

• або 𝑢 нiколи не робив пропозицiю 𝑣 (в цьому випадку 𝑢 знайшов кращу
наречену до того, як черга дiйшла до дiвчини 𝑣, отже 𝑢𝑦 ∈ 𝑀 , причому
𝑦 > 𝑣 в 𝑁(𝑢))

• або 𝑢 робив пропозицiю 𝑣 i отримав вiдмову (в цьому випадку, 𝑥 зробив
пропозицiю 𝑣 ранiше, за 𝑢, отже 𝑥𝑣 ∈ 𝑀 , де 𝑥 > 𝑢 в 𝑁(𝑣))

Це i є умова стiйкого паросполучення. А отже, стiйке паросполучення буде
завжди iснувати. �

Алгоритм, що використовується для доведення теореми про стiйке весiлля
i знаходження стiйкого паросполучення, був запропонований Девiдом Гейлом
i Ллойдом Шеплi у 1962 роцi. Лише через 30 рокiв Елвiн Рот почав засто-
сувати цей алгоритм в соцiальних проектах. На сьогодення цей алгоритм
залишається актуальним у США та ще деяких країнах. Наприклад, розподiл
старшокурсникiв по школах, лiкарiв-початкiвцiв в лiкарнi i також пiдбiр до-
норiв для пересадки нирки, - мають в основi алгоритм Гейла-Шеплi. У 2012
роцi Шеплi i Роту (Гейл на той час вже помер) була присуджена Нобелiвська
премiя за створення i впровадження в практику теорiї оптимального розпо-
дiлу.

Приклад утворення максимального паросполучення в двочастковому гра-
фi, яке не є стiйким:

На рис.19 видiленi жирним ребра утворюють стiйке паросполучення. Ко-
жний рядок показує прiоритетнiсть вибору.
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Розглянемо детальнiше всi паросполучення. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 — множина
юнакiв, а {𝐴,𝐵,𝐶,𝐷} — множина дiвчат. Застосуємо алгоритм Гейла-Шеплi,
щоб знайти стiке паросполучення:

Рис. 19 [1]

Крок 1. Юнаки роблять пропозицiю найпрiоритетнiшим дiвчатам у своє-
му "списку бажань". Тобто 𝑎 робить пропозицiю 𝐴, 𝑏 — 𝐶, 𝑐 — 𝐴, 𝑑 — 𝐴.
𝐶 погоджується на пропозицiю 𝑏, а 𝐴 обирає мiж трьома юнаками, обирає
найкращого вже зi свого "списку бажань". Таким чином, утворюються пари:
{𝑏𝐶, 𝑐𝐴}. Резерв з юнакiв: {𝑎}. Юнак 𝑑 не входить до резерву i не має пари,
бо у нього в "списку бажань" була тiльки дiвчина 𝐴, що погодилася на про-
позицiю бiльш прiоритетнiшого.

Крок 2. Юнак з резерву 𝑎 робить пропозицiю наступнiй дiвчинi у своєму
"списку бажань". Дiвчина 𝐶 вже прийняла пропозицiю вiд 𝑏, але 𝑎 стоїть прi-
оритетнiше. Таким чином, утворюються пари: {𝑎𝐶, 𝑐𝐴}. Резерв з юнакiв: {𝑏}.

Крок 3. Юнак з резерву 𝑎 робить пропозицiю наступнiй дiвчинi у своє-
му "списку бажань". Дiвчина 𝐷 погоджується, так як їй ще нiхто не робив
пропозицiю. Таким чином, утворюються пари: {𝑎𝐶, 𝑏𝐷, 𝑐𝐴}. Резерв з юнакiв
стає пустим.

Отже, 𝑀 = {𝑎𝐶, 𝑏𝐷, 𝑐𝐴} i це паросполучення стiйке.

Знайдемо максимальне паросполучення. Паросполучення у двочастково-
му графi буде максимальним, якщо жоднi два ребра не мають спiльну верши-
ну. Максимальне паросполучення повинно мати максимальну кiлькiсть ребер
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зi всiх можливих паросполучень.

Так як юнак 𝑑 знайомий тiльки з дiвчиною 𝐴, то утворюємо пару 𝑑𝐴.
Якщо 𝑑 не утворить пару, то паросполучення вже не буде максимальним, так
як буде мати не максимальну кiлькiсть ребер.

Дiвчина 𝐵 знайома тiльки з юнаком 𝑏, а отже утворюємо пару 𝑏𝐵. Якщо
𝐵 не утворить пару, то паросполучення вже не буде максимальним, так як
буде мати не максимальну кiлькiсть ребер. Таким чином маємо вже двi утво-
ренi пари: {𝑏𝐵, 𝑑𝐴}.

Обидва юнаки 𝑎 i 𝑐 знайомi з дiвчиною 𝐴, але дiвчина 𝐴 вже утворює
пару. Юнак 𝑎 знайомий крiм 𝐴 тiльки з дiвчиною 𝐶, а отже утворюється
пара 𝑎𝐶. Юнак 𝑐 знайомий крiм 𝐴 тiльки з дiвчиною 𝐷, а отже утворюється
пара 𝑎𝐶.

Цей приклад показує, що маємо єдине максимальне паросполучення 𝑀 =

{𝑎𝐶, 𝑏𝐵, 𝑐𝐷, 𝑑𝐴} з чотирма ребрами, але воно нестiйке через ребро 𝑐𝐴.

Стiйке паросполучення буде iснувати для заданого двочасткового графа,
але воно буде не єдиним. Алгоритм Гейла-Шеплi повертає стiйке пароспо-
лучення, яке є оптимальним для юнакiв. Також алгоритм може повернути
стiйке паросполучення, яке буде оптимальним для дiвчат. В такому випад-
ку пропозицiї повиннi робити дiвчата. Цi два стiйких паросполучення будуть
верхнiми i нижнiми елементами решiтки стiйких паросполучень.

Означення 13. Решiтка стiйких паросполучень — дистрибутивна ре-
шiтка, елементами якої є стiйкi паросполучення.

Приклад знайомств, що будуть утворювати решiтку стiйких пароспо-
лучень:

"Списки бажань"для кожної з пiдмножин юнакiв та дiвчат, можна поба-
чити на рис.20.
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Рис. 20

Верхнiй елемент решiтки — оптимальне стiйке паросполучення для
юнакiв. Юнаки роблять пропозицiю найбажанiшим дiвчатам у своєму "спи-
ску бажань". 𝐴 робить пропозицiю 𝑌 , 𝐵 — 𝑍, 𝐶 — 𝑋. Таким чином утво-
рюються пари {𝐴𝑌,𝐵𝑍,𝐶𝑋}.

Отже, 𝑀1 = {𝐴𝑌,𝐵𝑍,𝐶𝑋} — це максимальне паросполучення i воно
є оптимально стiйким для юнакiв, так як немає таких паросполучень, що
одруженi, але обидва надають перевагу iншим.

Нижнiй елемент решiтки — оптимальне стiйке паросполучення для
дiвчат. Дiвчата роблять пропозицiю найбажанiшим юнакам у своєму "спи-
ску бажань". 𝑋 робить пропозицiю 𝐵, 𝑌 — 𝐶, 𝐴 — 𝑍. Таким чином утво-
рюються пари {𝑋𝐵, 𝑌 𝐶,𝐴𝑍}.

Отже, 𝑀2 = {𝑋𝐵, 𝑌 𝐶,𝐴𝑍} — це максимальне паросполучення i воно
є оптимально стiйким для дiвчат, так як немає таких паросполучень, що
одруженi, але обидва надають перевагу iншим.

Середнiй елемент решiтки — оптимально стiке для юнакiв i дiвчат
одночасно. Дiвчата i юнаки в такому випадку обирають другого за прiорите-
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том у своєму "списку бажань". Таким чином утворюються пари {𝐴𝑋,𝐵𝑌,𝐶𝑍}.

Отже, 𝑀3 = {𝐴𝑋,𝐵𝑌,𝐶𝑍} — це максимальне паросполучення i воно є
оптимально стiйким для юнакiв i дiвчат, так як немає таких паросполу-
чень, що одруженi, але обидва надають перевагу iншим.

Всi цi три стiйких паросполучення {𝑀1,𝑀2,𝑀3} будуть утворювати ре-
шiтку стiйких паросполучень для заданого прикладу знайомств.

2.6 𝜒𝑙(𝑆𝑛) = 𝑛

Щоб отримати розв’язання задачi Дiниця, яке знайшов Галвiн, треба за-
стосувати разом теореми 1 i 2.

Теорема 3 (Теорема Дiниця). Для всiх 𝑛 буде справедлива рiвнiсть
𝜒𝑙(𝑆𝑛) = 𝑛.

Доведення.
Нехай вершини позначимо, як (𝑖, 𝑗), де 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑛. Вершини (𝑖, 𝑗) та

(𝑟, 𝑠) будуть сумiжними тодi i тiльки тодi, коли 𝑖 = 𝑟 або 𝑗 = 𝑠.

Розглянемо довiльний латинський квадрат з числами {1, 2, .., 𝑛} i позна-
чимо 𝐿(𝑖, 𝑗) — число в клiтинi (𝑖, 𝑗). Далi потрiбно зробити перетворення
графа 𝑆𝑛 в орiєнтований граф −→

S 𝑛. Горизонтальнi ребра орiєнтуємо так:

(𝑖, 𝑗) −→ (𝑖, 𝑗′), якщо 𝐿(𝑖, 𝑗) < 𝐿(𝑖, 𝑗′)

Вертикальнi ребра орiєнтуємо так:

(𝑖, 𝑗) −→ (𝑖′, 𝑗), якщо 𝐿(𝑖, 𝑗) > 𝐿(𝑖′, 𝑗)

На рис.21 можна побачити приклад орiєнтованого графа −→
S 3. За латин-

ським квадратом отримуємо орiєнтацiю. Горизонтальнi ребра орiєнтуються
вiд меншого числа до бiльшого, вертикальнi ребра навпаки вiд бiльшого чи-
сла до меншого.
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Рис. 21 [1]

Степiнь виходу для кожної вершини графа −→
S 𝑛 буде дорiвнювати 𝑛 − 1,

так як якщо вершина сумiжна з 𝑛− 1 вершиною по горизонталi i буде мати
𝑛− 1 ребро виходу, то ця вершина буде з найменшим числом в латинському
квадратi, що вiдповiдає цьому графу, а отже по вертикалi вершина не буде
мати ребер виходу. Звiдки 𝑑+(𝑖,𝑗) = 𝑛− 1 для кожної клiтини (𝑖, 𝑗).

Треба показати, що кожний iндукований пiдграф орграфа −→
S 𝑛 має ядро,

застосовуючи теорему 1.

Розлянемо множину клiтин A. Нехай 𝑋 — множина рядкiв латинського
квадрата 𝐿, 𝑌 — множина стовпцiв. Зiставимо множинi клiтин 𝐴 двочастко-
вий граф 𝐺 = (𝑋 ∪𝑌,𝐴), кожна пара (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴 вiдповiдає ребру графа 𝑖𝑗, де
𝑖 ∈ 𝑋, 𝑗 ∈ 𝑌 . На рис.22 можна побачити, як з латинського квадрата розмiр-
ностi 4× 4 вибрали множину клiтин 𝐴 (клiтини позначенi сiрим кольором) i
зiставили цiй множинi двочастковий граф.

Перетворення графа 𝑆𝑛 в орiєнтований граф −→
S 𝑛 породжує порядок в 𝑁(𝑖)

вершин графа 𝐺 = (𝑋 ∪ 𝑌,𝐴) за таким принципом:

• 𝑗′ > 𝑗 в 𝑁(𝑖), 𝑖 ∈ 𝑋, якщо (𝑖, 𝑗) −→ (𝑖, 𝑗′) в −→
S 𝑛

• 𝑖′ > 𝑖 в 𝑁(𝑗), 𝑗 ∈ 𝑌 , якщо (𝑖, 𝑗) −→ (𝑖′, 𝑗) в −→
S 𝑛

За теоремою 2 граф 𝐺 = (𝑋 ∪ 𝑌,𝐴) має стiйке паросполучення 𝑀 . Мно-
жина 𝑀 — це шукане ядро орграфа −→

S 𝑛, що iндукований множиною 𝐴. Це
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Рис. 22 [1]

дiйсно виконується, бо множина 𝑀 є незалежною в орграфi −→S 𝑛, оскiльки
елементи 𝑀 , що розглядаються як ребра в графi 𝐺 = (𝑋 ∪ 𝑌,𝐴), не мають
спiльних кiнцiв 𝑖 або 𝑗.

Також, якщо (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴 ∖ 𝑀 , то або (𝑖, 𝑗′) ∈ 𝑀 з 𝑗′ > 𝑗, або (𝑖′, 𝑗) ∈ 𝑀 з
𝑖′ > 𝑖. Для орграфа −→

S 𝑛 це означає, що або дуга (𝑖, 𝑗) −→ (𝑖′, 𝑗) ∈ 𝑀 , або дуга
(𝑖, 𝑗) −→ (𝑖, 𝑗′) ∈ 𝑀 . Доведення завершено. �

2.7 Практична частина

2.7.1 Алгоритм знаходження розфарбування для задачi Дiниця

На основi доведення теорем 1, 2 та 3 формуємо такий алгоритм знаходження
розфарбування за списком квадрата, що використовується в задачi Дiниця.
В загальному випадку розглядаємо квадрат розмiру 𝑛× 𝑛.

Рис. 23
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Крок 1: Будуємо латинський квадрат 𝑛× 𝑛, що будемо заповнювати еле-
ментами з множини натуральних чисел {1, 2, ..., 𝑛}. Наприклад, використо-
вуємо дiагональний метод заповнення для утворення повного латинського
квадрата 𝑛× 𝑛. Такий квадрат можна побачити на рис.23.

Крок 2: Будуємо граф 𝑆𝑛 на основi утвореного латинського квадрата.
Нехай граф 𝑆𝑛 складається з множини вершин 𝑉 . Елементи латинського
квадрата будуть вершинами, тому потужнiсть множини |𝑉 | = 𝑛2 i 𝑉 =

{1, 2, ..., 𝑛2}. Отриманий граф 𝑆𝑛 можна побачити на рис.24.

Рис. 24

Рис. 25

Крок 3: Перетворюємо граф 𝑆𝑛 в орграф −→
S 𝑛. За теоремою 3 орiєнтацiя

робиться так: горизонтальнi ребра вiд найменшого числа до найбiльшого, вер-
тикальнi ребра — вiд найбiльшого до найменшого. Отриманий орграф −→

S 𝑛
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можна побачити на рис.25.

Крок 4: Робимо розфарбування за теоремою 1. Для кожної вершини ор-
графа −→

S 𝑛 𝑣 ∈ 𝑉 задана множина кольорiв 𝐶(𝑣). 𝐶 =
⋃︀

𝑣∈𝑉 𝐶(𝑣). Потужнiсть
множини кольорiв |𝐶| = 𝑚, 𝑚 > 𝑛. На множинi 𝐶 обираємо довiльну нуме-
рацiю.

1. Вибираємо колiр 𝐶1 з множини 𝐶.

2. Утворюємо множину 𝐴(𝐶1) — множина, що складається з усiх вершин
графа −→

Sn , що мають у своєму списку кольорiв для розфарбування колiр
𝐶1. Тобто 𝐴(𝐶1) := {𝑣 ∈ 𝑉 : 𝐶1 ∈ 𝐶(𝑣)}.

3. В графi, iндукованому множиною 𝐴(𝐶1), який назвемо 𝐺1, знайдемо ядро
𝐾(𝐶1).

4. Фарбуємо всi вершини ядра в колiр 𝐶1. Ядро — незалежна множина,
тому розфарбування цих вершин не суперечить умовi задачi Дiниця.

5. Видаляємо ядро 𝐾(𝐶1) з −→
Sn .

6. Вибираємо колiр 𝐶2 з множини 𝐶 ∖ 𝐶1.

7. Утворюємо множину 𝐴(𝐶2) — множина, що складається у усiх вершин
графа −→

Sn ∖𝐾(𝐶1), що мають у своєму списку кольорiв для розфарбування
колiр 𝐶2. Тобто 𝐴(𝐶2) := {𝑣 ∈ 𝑉 ∖𝐾(𝐶1) : 𝐶2 ∈ 𝐶(𝑣)}.

8. В графi, iндукованому множиною 𝐴(𝐶2), який назвемо 𝐺2, знайдемо ядро
𝐾(𝐶2).

9. Фарбуємо всi вершини ядра в колiр 𝐶2.

10. Видаляємо ядро 𝐾(𝐶2) з −→
Sn .

...

11. Вибираємо колiр 𝐶𝑘 з множини 𝐶 ∖
𝑘−1⋃︁
𝑖=1

𝐶𝑖.
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12. Утворюємо множину 𝐴(𝐶𝑘) — множина, що складається у усiх вершин

графа −→
Sn ∖

𝑘−1⋃︁
𝑖=1

𝐾(𝐶𝑖), що мають у своєму списку кольорiв для розфарбу-

вання колiр 𝐶𝑘. Тобто 𝐴(𝐶𝑘) := {𝑣 ∈ 𝑉 ∖
𝑘−1⋃︁
𝑖=1

𝐾(𝐶𝑖) : 𝐶𝑘 ∈ 𝐶(𝑣)}.

13. В графi, iндукованому множиною 𝐴(𝐶𝑘), який назвемо 𝐺𝑘, знайдемо ядро
𝐾(𝐶𝑘).

14. Фарбуємо всi вершини ядра в колiр 𝐶𝑘.

15. Видаляємо ядро 𝐾(𝐶𝑘) з −→
Sn .

Повторюємо такi кроки, поки граф −→
Sn не буде повнiстю розфарбованим.

Таким чином отримуємо правильне розфарбування за списком графа 𝑆𝑛,
яке i є розв’язанням задачi Дiниця.

2.7.2 Задача 1.1

Застосуємо алгоритм до графа 𝑆3:

Рис. 26

Нехай граф 𝑆3 буде мати множину кольорiв 𝐶, що складається з чотирьох
кольорiв, тобто 𝐶 =

⋃︀
𝑣∈𝑉 𝐶(𝑣) = 4. Множини кольорiв для кожної клiтини
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можна побачити на рис.26. За теоремою Дiниця знаємо, що 𝜒𝑙(𝑆3) = 3, тому
|𝐶(𝑣)| = 3 ∀𝑣 ∈ 𝑉 .

Розглянемо деякий латинський квадрат 3×3. Перетворимо граф 𝑆3 в −→
S 3,

орiєнтуємо горизонтальнi ребра вiд найменшого числа до найбiльшого, верти-
кальнi ребра — вiд найбiльшого до найменшого (рис.27). Потужнiсть множи-
ни кольорiв бiльша степенi виходу для кожної вершини, тобто |𝐶(𝑣)| > 𝑑+𝑣 +1

∀𝑣 ∈ 𝑉 .

Рис. 27

Крок 1: Розглянемо синiй колiр i всi вершини з орiєнтовними ребрами,
що мають в своїй множинi кольорiв синiй. Отриманий пiдграф можна по-
бачити на рис.28. Застосуємо означення ядра, звiдки отримуємо, що ядром
цього пiдграфа будуть вершини (1,3), (2,2), (3,1). На рис.28 вершини з ядра
видiленi жирним. В початковому графi 𝑆3 фарбуємо вершини (1,3), (2,2),
(3,1) в синiй колiр. В орграфi −→S 3 видаляємо цi вершини разом з ребрами,
що виходять з цих вершин. I далi вже розглядаємо −→

S 3 без цих вершин.

Рис. 28

Крок 2: Розглянемо жовтий колiр i всi вершини з орiєнтовними ребрами,
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що мають в своїй множинi кольорiв жовтий. Отриманий пiдграф можна по-
бачити на рис.29. Застосуємо означення ядра, звiдки отримуємо, що ядром
цього пiдграфа будуть вершини (1,2), (2,1), (3,3). На рис.29 вершини з ядра
видiленi жирним. В початковому графi 𝑆3 фарбуємо вершини (1,2), (2,1),
(3,3) в жовтий колiр. В орграфi −→S 3 видаляємо цi вершини разом з ребрами,
що виходять з цих вершин. I далi вже розглядаємо −→

S 3 без цих вершин.

Рис. 29

Крок 3: Розглянемо червоний колiр i всi вершини, що мають в своїй мно-
жинi кольорiв червоний. Отриманий пiдграф можна побачити на рис.30. За-
стосуємо означення ядра, звiдки отримуємо, що ядром цього пiдграфа будуть
обидвi вершини цього пiдграфа (1,1), (2,3). На рис.30 вершини з ядра ви-
дiленi жирним. В початковому графi 𝑆3 фарбуємо вершини (1,1), (2,3) в
червоний колiр. В орграфi −→S 3 видаляємо цi вершини разом з ребрами, що
виходять з цих вершин. I далi вже розглядаємо −→

S 3 без цих вершин.

Рис. 30

Крок 4: Розглянемо зелений колiр i останню непофарбовану вершину гра-
фа 𝑆3, що має в своїй множинi кольорiв зелений. Фарбуємо вершину (3,2) в
зелений. На цьому закiнчуємо розфарбування i отримуємо розфарбування за
списком для графа 𝑆3, що можна побачити на рис.31.
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Рис. 31

2.7.3 Задача 1.2

Застосуємо алгоритм до графа 𝑆5:

Рис. 32

Нехай граф 𝑆5 буде мати множину кольорiв 𝐶, що складається з шести
кольорiв, тобто 𝐶 =

⋃︀
𝑣∈𝑉 𝐶(𝑣) = 6. Множини кольорiв для кожної клiтини

можна побачити на рис.32. За теоремою Дiниця знаємо, що 𝜒𝑙(𝑆5) = 5, тому
|𝐶(𝑣)| = 3 ∀𝑣 ∈ 𝑉 .
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Розглянемо деякий латинський квадрат 5× 5, використовуємо дiагональ-
ний метод заповнення. Перетворимо граф 𝑆5 в −→

S 5, орiєнтуємо горизонтальнi
ребра вiд найменшого числа до найбiльшого, вертикальнi ребра — вiд най-
бiльшого до найменшого (рис.33). Потужнiсть множини кольорiв бiльша сте-
пенi виходу для кожної вершини, тобто |𝐶(𝑣)| > 𝑑+𝑣 + 1 ∀𝑣 ∈ 𝑉 .

Рис. 33

Рис. 34

Крок 1: Розглянемо жовтий колiр i всi вершини з орiєнтовними ребрами,
що мають в своїй множинi кольорiв жовтий. Отриманий пiдграф можна по-
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бачити на рис.34. Застосуємо означення ядра, звiдки отримуємо, що ядром
цього пiдграфа будуть вершини (1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5). На рис.34
вершини з ядра видiленi жирним. В початковому графi 𝑆5 фарбуємо вершини
(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5) в жовтий колiр. В орграфi −→S 5 видаляємо цi
вершини разом з ребрами, що виходять з цих вершин. I далi вже розглядаємо
−→
S 5 без цих вершин.

Крок 2: Розглянемо червоний колiр i всi вершини з орiєнтовними ребрами,
що мають в своїй множинi кольорiв червоний. Отриманий пiдграф можна
побачити на рис.35. Застосуємо означення ядра, звiдки отримуємо, що ядром
цього пiдграфа будуть вершини (1,3), (2,5), (3,2), (4,1), (5,4). На рис.35
вершини з ядра видiленi жирним. В початковому графi 𝑆5 фарбуємо вершини
(1,3), (2,5), (3,2), (4,1), (5,4) в червоний колiр. В орграфi −→S 5 видаляємо цi
вершини разом з ребрами, що виходять з цих вершин. I далi вже розглядаємо
−→
S 5 без цих вершин.

Рис. 35

Крок 3: Розглянемо синiй колiр i всi вершини з орiєнтовними ребрами, що
мають в своїй множинi кольорiв синiй. Отриманий пiдграф можна побачити
на рис.36. Застосуємо означення ядра, звiдки отримуємо, що ядром цього
пiдграфа будуть вершини (1,5), (2,4), (3,1), (4,2), (5,3). На рис.36 вершини
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з ядра видiленi жирним. В початковому графi 𝑆5 фарбуємо вершини (1,5),
(2,4), (3,1), (4,2), (5,3) в синiй колiр. В орграфi −→S 5 видаляємо цi вершини
разом з ребрами, що виходять з цих вершин. I далi вже розглядаємо −→

S 5 без
цих вершин.

Рис. 36

Рис. 37

Крок 4: Розглянемо рожевий колiр i всi вершини з орiєнтовними ребрами,
що мають в своїй множинi кольорiв рожевий. Отриманий пiдграф можна по-
бачити на рис.36. Застосуємо означення ядра, звiдки отримуємо, що ядром
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цього пiдграфа будуть вершини (1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,1). На рис.36
вершини з ядра видiленi жирним. В початковому графi 𝑆5 фарбуємо вершини
(1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,1) в рожевий колiр. В орграфi −→S 5 видаляємо цi
вершини разом з ребрами, що виходять з цих вершин. I далi вже розглядаємо
−→
S 5 без цих вершин.

Крок 5: Розглянемо блакитний колiр i всi вершини з орiєнтовними ре-
брами, що мають в своїй множинi кольорiв блакитний. Отриманий пiдграф
можна побачити на рис.36. Застосуємо означення ядра, звiдки отримуємо, що
ядром цього пiдграфа будуть вершини (1,4), (2,1), (3,5), (5,2). На рис.36
вершини з ядра видiленi жирним. В початковому графi 𝑆5 фарбуємо верши-
ни (1,4), (2,1), (3,5), (5,2) в блакитний колiр. В орграфi −→S 5 видаляємо цi
вершини разом з ребрами, що виходять з цих вершин. I далi вже розглядаємо
−→
S 5 без цих вершин.

Рис. 38

Крок 6: Розглянемо зелений колiр i останню непофарбовану вершину гра-
фа 𝑆5, що має в своїй множинi кольорiв зелений. Фарбуємо вершину (4,3) в
зелений. На цьому закiнчуємо розфарбування i отримуємо розфарбування за
списком для графа 𝑆5, що можна побачити на рис.39.
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Рис. 39

2.7.4 Задача 2.1

Застосуємо теорему 2 та алгоритм Гейла-Шеплi. Покажемо, що стiйке
паросполучення буде iснувати для деякого iндукованого пiдграфа орграфа −→

S 3:

Розглянемо деяку множину клiтин 𝑅 орграфа −→
S 3, яка видiлена сiрим на

рис.40. Зiставляємо множинi 𝑅 двочастковий граф.

Рис. 40

Нехай множина {𝐴,𝐵,𝐶} — множина юнакiв, а {𝑎, 𝑏, 𝑐} — множина дiв-
чат. Тодi знаходження стiйкого паросполучення можна переформулювати у
"проблему стiйких шлюбiв". Сформульований "список бажань"для юнакiв i
дiвчат можна побачити на рис.40. Застосуємо алгоритм Гейла-Шеплi i пока-
жемо, що отриманий двочастковий граф, що складається з усiх можливих
вподобань юнакiв i дiвчат, буде мати стiйке паросполучення:
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Крок 1: Юнаки роблять пропозицiю дiвчатам, що стоять першими у "спи-
ску бажань". Дiвчата погоджуються на кращого в своєму "списку бажань".
Так, утворюються пари: {𝐴𝑏,𝐶𝑐}. Резерв з юнакiв, що не отримали пару:
{𝐵}.

Крок 2: Юнак 𝐵 робить пропозицiю другiй дiвчинi у своєму списку. Дiв-
чина 𝑐 вже має пару з юнаком 𝐶, але для неї кращим є 𝐵. Так, утворюються
пари: {𝐴𝑏,𝐵𝑐}. Резерв з юнакiв, що не отримали пару: {𝐶}.

Крок 3: Юнак 𝐶 робить пропозицiю другiй дiвчинi у своєму списку. Дiв-
чина 𝑏 вже має пару з юнаком 𝐴, але для неї кращим є 𝐶. Так, утворюються
пари: {𝐵𝑐,𝐶𝑏}. Резерв з юнакiв, що не отримали пару: {𝐴}.

Крок 4: Юнак 𝐴 робить пропозицiю другiй дiвчинi у своєму списку. Дiв-
чина 𝑎 погоджується. Так, утворюються пари: {𝐴𝑎,𝐵𝑐, 𝐶𝑏}. Резерв з юнакiв,
що не отримали пару, стає пустим, тому алгоритм закiнчується.

На рис.40 ребра стiйкого паросполучення видiленi жирним. Отримане
стiйке паросполучення — це i є ядро орграфа −→

S 3, що iндукований множиною
𝑅. Дiйсно, для графа 𝑆3 будуть виконуватися теореми 1 i 2.

2.7.5 Задача 2.2

Застосуємо теорему 2 та алгоритм Гейла-Шеплi. Покажемо, що стiйке
паросполучення буде iснувати для деякого iндукованого пiдграфа орграфа −→

S 5:

Розглянемо деяку множину клiтин 𝑅 орграфа −→
S 5, яка видiлена сiрим на

рис.41. Зiставляємо множинi 𝑅 двочастковий граф.

Нехай множина {𝐴,𝐵,𝐶,𝐷,𝐸} — множина юнакiв, а {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} — мно-
жина дiвчат. Тодi знаходження стiйкого паросполучення можна переформу-
лювати у "проблему стiйких шлюбiв". Сформульований "список бажань"для
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Рис. 41

юнакiв i дiвчат можна побачити на рис.41. Застосуємо алгоритм Гейла-Шеплi
i покажемо, що отриманий двочастковий граф, що складається з усiх можли-
вих вподобань юнакiв i дiвчат, буде мати стiйке паросполучення:

Крок 1: Юнаки роблять пропозицiю дiвчатам, що стоять першими у "спи-
ску бажань". Дiвчата погоджуються на кращого в своєму "списку бажань".
Так, утворюються пари: {𝐴𝑑,𝐵𝑎,𝐷𝑐,𝐸𝑏}. Резерв з юнакiв, що не отримали
пару: {𝐶}.

Крок 2: Юнак 𝐶 робить пропозицiю другiй дiвчинi у своєму списку. Дiв-
чина 𝑎 вже має пару з юнаком 𝐵, але для неї кращим є 𝐶. Так, утворюються
пари: {𝐴𝑑,𝐶𝑎,𝐷𝑐,𝐸𝑏}. Резерв з юнакiв, що не отримали пару: {𝐵}.

Крок 3: Юнак 𝐵 робить пропозицiю другiй дiвчинi у своєму списку. Дiв-
чина 𝑑 вже має пару з юнаком 𝐴, але для неї кращим є 𝐵. Так, утворюються
пари: {𝐵𝑑,𝐶𝑎,𝐷𝑐,𝐸𝑏}. Резерв з юнакiв, що не отримали пару: {𝐴}.

Крок 4: Юнак 𝐴 робить пропозицiю другiй дiвчинi у своєму списку. Дiв-
чина 𝑐 вже має пару з юнаком 𝐷, але для неї кращим є 𝐴. Так, утворюються
пари: {𝐴𝑐,𝐵𝑑, 𝐶𝑎,𝐸𝑏}. Резерв з юнакiв, що не отримали пару: {𝐷}.

Крок 5: Юнак 𝐷 робить пропозицiю другiй дiвчинi у своєму списку. Дiв-
чина 𝑒 погоджується. Так, утворюються пари: {𝐴𝑐,𝐵𝑑, 𝐶𝑎,𝐷𝑒,𝐸𝑏}. Резерв з

45



юнакiв, що не отримали пару, стає пустим, тому алгоритм закiнчується.

На рис.41 ребра стiйкого паросполучення видiленi жирним. Отримане
стiйке паросполучення — це i є ядро орграфа −→

S 5, що iндукований множиною
𝑅. Дiйсно, для графа 𝑆5 будуть виконуватися теореми 1 i 2.

2.8 Гiпотеза про хроматичнi числа реберних графiв

Означення 14. 𝐾𝑛,𝑛 — повний двочастковий граф, який складається з мно-
жини вершин 𝑋 ∪ 𝑌 , |𝑋| = |𝑌 | = 𝑛 i множини ребер i множиною ребер
{(𝑢, 𝑣) : 𝑢 ∈ 𝑋, 𝑣 ∈ 𝑌 }.

Означення 15. Для будь-якого графа 𝐺 можна визначити реберний граф
𝐺𝐸. Множина вершин цього графа — множина ребер графа 𝐺, тобто 𝑉 (𝐺𝐸) =

𝐸(𝐺). Двi вершини 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺𝐸) сумiжнi тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi
ребра графа 𝐺 мають спiльну вершину.

Твердження 5. 𝑆𝑛 — реберний граф графа 𝐾𝑛,𝑛.
Доведення.
З означення графа 𝑆𝑛 знаємо, що це таблиця 𝑛×𝑛. Граф 𝐾𝑛,𝑛 складається

з двох часток з кiлькiстю вершин 𝑛, тому можемо представити цей граф, як:
лiва частка — це рядки таблицi, а права частка — стовпцi. Таким чином,
граф 𝐾𝑛,𝑛 пов’язується з таблицею 𝑛× 𝑛, а отже i з графом 𝑆𝑛.

Нехай деяка вершина 𝑢 з лiвої частки графа 𝐾𝑛,𝑛 з’єднується ребром з де-
якою вершиною 𝑣 з правої частки. В таблицi 𝑛×𝑛 𝑢-тому елементу в рядку та
𝑣-тому елементу в стовпцю вiдповiдає вершина (𝑢, 𝑣), що стоїть на перетинi
рядка i стовпця. Ребра, що з’єднують вершини в графi 𝑆𝑛 вiдповiдають вер-
шинам з графа 𝐾𝑛,𝑛. Якщо в графi 𝐾𝑛,𝑛 два ребра мають спiльну вершину, то
в графi 𝑆𝑛 вiдповiднi двi вершини з’єднуються ребром. За означенням ребер-
ного графа, 𝑆𝑛 буде реберним графом графа 𝐾𝑛,𝑛. �

46



Приклад реберного графа 𝐾4,4:
На рис.42 справа можна побачити граф 𝐾4,4, злiва — вiдповiдний йому

реберний граф 𝑆4.

Рис. 42

В загальному випадку позначатимемо реберний граф 𝐻 i тодi 𝐻 = 𝐿(𝐺)

для деякого графа 𝐺. Не кожний граф буде реберним для якогось графа.

Приклад графа 𝐾2,4, який не буде реберним нi для якого графа:

Рис. 43

На рис.43 злiва зображений граф 𝐾2,4, справа — мiнiмальний нереберний
граф. Характеристика реберного графа, що була доведена Байнеке: граф бу-
де реберним тодi i тiльки тодi, коли жодна з пiдмножин цього графа не є
одним з девяти мiнiмальних нереберних графiв. Граф 𝐾2,4 має пiдмножину,
що є мiнiмальним нереберним графом i видiлена червоним на рис.43, тому
граф 𝐾2,4 не є реберним.
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Якщо 𝐻 — реберний граф двочасткового графа, то доведеним є твер-
дження про те, що 𝜒(𝐻) = 𝜒𝑙(𝐻). Головна гiпотеза досi залишається не
розв’язаною в загальному випадку: чи правильним є твердження, що 𝜒(𝐻) =

𝜒𝑙(𝐻) для будь-якого реберного графа 𝐻?

2.9 Прикладне застосування

Розфарбування графiв має широке прикладне застосування, починаючи вiд
складання розкладiв до розподiлу регiстрiв в мiкропроцесах. Розфарбування
за списком графiв застосовується у всiх задачах, що мають обмеження на
значення, якi можуть бути присвоєнi певним об’єктам.

Розподiл регiстрiв в мiкропроцесах

Компiлятор - це комп’ютерна програма, яка переводить одну комп’ютерну
мову в iншу. Однiєю з технiк компiляторної оптимiзацiї для покращення часу
виконання результуючого коду є розподiл регiстрiв.

У роботi [16] Цайтхофер та Весс описують використання розфарбуван-
ня за списком для визначення правильного розподiлу регiстрiв в обчислю-
вальних процесах. Вони розглядають випадок з кiлькома функцiональними
одиницями: однi можна додавати i множити, iншi — тiльки додавати. Роз-
фарбування за списком застосовують до складання розкладу iнструкцiй. На-
приклад, якщо певна операцiя вимагає множення, то ця операцiя не може
використовувати функцiональну одиницю, що може тiльки додавати. Так,
кожнiй операцiї присвоюється свiй список з функцiональних одиниць, що мо-
жуть бути використанi в цiй операцiї i виникає проблема розфарбування за
списком.

Друга проблема, що використовує розфарбування за списком, виникає при
зберiганнi промiжних значень в регiстрах. Кожнiй операцiї присвоюється спи-
сок з регiстрiв залежно вiд того до яких регiстрiв функцiональнi одиницi ма-
ють доступ. Наприклад, якщо операцiя вимагає додавання, а далi множення,
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Рис. 44 [16]

то промiжне значення додавання не повинно зберiгатися в регiстрi, до якого
функцiональна одиниця множення немає доступу.

Розв’язання цих двох проблем приводить до правильного призначення ре-
гiстрiв та розкладу iнструкцiй для обчислювального процесу. Компiлятор бу-
дує iнтерференцiйний граф, де вершини вiдповiдають регiстрам, i з’єднуються
ребрами, якщо вони потрiбнi в один момент часу. Приклад iнтерференцiйно-
го графу можна побачити на рис.44.

Розподiл каналiв в бездротових мережах

У роботi [18] Рамачандран, Белдiнг, Альмерот i Буддiкот описували про-
блему втручання один до одного бездротових мереж. Кожний радiопристрiй
в мережi має обмежений набiр частот, що дають змогу мати зв’язок. Такi
обмеження накладає апаратне забезпечення. Радiопристрої, що знаходяться
на певнiй вiдстанi один вiд одного, не можуть працювати на однiй частотi,
коли передають по одному каналу. Таким чином виникає затримка в передачi
по каналу. Щоб таких втручань не було, радiопристрої, що знаходяться на
певнiй вiдстанi, повиннi бути з рiзною частотою. Так, проблема описується
за допомогою розфарбування за списком для графа:
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• вершини графа — бездротовi радiопристрої в мережi

• вершина графа з’єднуються ребром, якщо вiдповiднi їм радiопристрої
знаходяться на певнiй вiдстанi один вiд одного

• список доступних частот присвоюється до кожного радiопристрою, тобто
до кожної вершини

На рис.45 кольори позначають частоту радiопристроїв в бездротовiй мере-
жi. Лiнiя з’єднує тi радiопристрої, що знаходяться на однiй вiдстанi i мають
однакову частоту.

Рис. 45 [19]

Цифровi водянi знаки

Технологiя цифрових водяних знакiв разом з даними (наприклад, медiа-
файли) передати зашифроване повiдомлення, яке називається водяний знак.
Зазвичай водяний знак використовуються для захисту авторських прав. Те-
хнологiя є важливою для встановлення, хто поширює данi нелегальним чи-
ном, або для пiдтвердження прав на цi данi.

Повiдомлення можна зашифрувати в графi i така технiка називається
QP-алгоритм. Граф i його розфарбування, що використовується в алгори-
тмi шифрування, можна змiнити так, щоб збiльшилося хроматичне число.
Приклад такого графу — iнтерференцiйний граф. Зашифрувати повiдомле-
ння можна буде за допомогою розподiлу регiстрiв в мiкропроцесах.

Алгоритм був удосконалений у роботi [21]. Приклад шифрування значе-
ння 3 удосконаленим алгоритмом можна побачити на рис.46. Верхнiй граф
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Рис. 46 [21]

показує radix кодування, нижнiй граф показує як це кодування стає бiльш
стiйким до хакерських атак, що намагаються роздiлити вузли. Таким чином
кожний вузол графа перетворено у трьохцикловий вузол, а кожне ребро —-
в шлях довжиною три.
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3 Висновки

В роздiлi 2.1 моєї квалiфiкацiйної роботи описана постановка i головне пита-
ння задачi Дiниця.

В роздiлi 2.2 зроблено огляд найстарiших комбiнаторних об’єктiв - латин-
ських квадратiв, що є розв’язанням задачi Дiниця. В пiдроздiлi 2.2.1 описанi
основнi означення про латинськi квадрати. В пiдроздiлi 2.2.2 розглянутi при-
клади спряжених латинських квадратiв та представлення латинських ква-
дратiв. В пiдроздiлi 2.2.3 представлена формула для пiдрахунку числа ла-
тниських квадратiв та деякi вже знайденi числа.

В роздiлi 2.3 описано загальний випадок задачi Дiниця.

В роздiлi 2.4 зроблено огляд основних означень з теорiї графiв, що допо-
можуть сформувати задачу Дiниця за допомогою графiв. Означення хрома-
тичного числа є недостатнiм для розв’язання задачi Дiниця, тому в пiдроздiлi
2.4.1 описано хроматичне число розфарбування за списком. Також в пiдроздi-
лi дослiджено твердження про рiвнiсть хроматичного числа та хроматичного
числа за списком, розглянуто граф 𝑆𝑛 та приклади розфарбуванням за спи-
ском повних двочасткових графiв.

В роздiлi 2.5 описано доведення нерiвностi 𝜒𝑙(𝑆𝑛) 6 𝑛+1. Основнi означе-
ння про орiєнтованi графи та перша лема, що пояснює зв’язок мiж орiєнтова-
ним графом, що має ядро i розфарбуванням за списком, описанi в пiдроздiлi
2.5.1. В пiдроздiлi 2.5.2 описано доведення леми Холла та основнi означення,
що стосуються паросполучень. Про паросполучення в двочастковому графi та
друга лема, що доводить iснування стiйкого паросполучення, зробено огляд
в пiдроздiлi 2.5.3.

В роздiлi 2.6 представлено формулювання головної теореми Дiниця i отри-
мання результату, що 𝜒𝑙(𝑆𝑛) = 𝑛. Доведення теореми використовує двi леми,
що були доведенi ранiше.
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В роздiлi 2.7 представлена практична частина. В пiдроздiлi 2.7.1 описано
знайдений на основi доведених теорем алгоритм знаходження розфарбування
для задачi Дiниця. В пiдроздiлi 2.7.2 i пiдроздiлi 2.7.3 представлено розв’язок
i формулювання задач знаходження розфарбування графiв 𝑆3 та 𝑆5 за алго-
ритмом, наведеним в 2.7.1. В пiдроздiлi 2.7.4 i пiдроздiлi 2.7.5 представлено
застосування теореми 2 та алгоритму Гейла-Шеплi до графiв 𝑆3 та 𝑆5.

В роздiлi 2.8 зроблено огляд основних означень для реберного графа. Та-
кож описано формулювання гiпотези про рiвнiсть хроматичного числа та хро-
матичного числа за списком для реберного графа.

В роздiлi 2.9 представлено три прикладних застосування розфарбування
за списком для графа: розподiл регiстрiв в мiкропроцесах, розподiл каналiв
в бездротових мережах та цифровi водянi знаки.
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