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РЕС Т РУ КТ У РИ ЗА Ц ІЯ  МОДЕЛІ «СТА Н - ІМ О В ІРН ІСТЬ  ВИБОРУ»
НА ОСНОВІ ВЛАСТИВОСТЕЙ  Д О БУ Т К ІВ  
П РЯМ О КУ Т Н И Х  СТО ХАСТИ ЧНИ Х М АТРИЦЬ

Анотація. Для аналізу індивідуальної та колективної поведінки агентів запропонова­
но модель «стан-імовірність вибору», що грунтується на розгляді ймовірностей ви­
бору альтернатив та застосуванні марковського ланцюга зміни цих ймовірностей. 
Розглядається подальший розвиток напрямку, пов’язаного з моделюванням опису си­
туації прийняття рішень, який полягає в явному заданні ймовірностей гірийнятгя 
рішень на основі моделі «стан-імовірність вибору» за умови, що ці ймовірності мо­
жуть змінюватися з часом. Запропоновано структуризацію моделі, яка передбачає де- 
композицію та формування кластерів станів, що можна змістовно інтерпретувати. 
Розглянуто дворівневу систему станів, в якій базові стани відповідають конкретним 
імовірностям прийняття рішень, а стани другого рівня —  групам станів. Показано, 
що декомпозиція суттєво послаблює фактор довільності вибору базових станів. Наведено 
приклад, де виділено декілька груп станів, серед яких особливу увагу приділено поведінці 
переконаних прихильників певних альтернатив, а також агентам, що вагаються.

Ключові слова: модель «сган-імовірність вибору», ситуація прийняття рішень, пря­
мокутні стохастичні матриці, динамічна рівновага альтернатив.

ВСТУП

Поняття прямокутної стохастичної матриці уведено в [1-3]. За аналогією до 
звичайних (квадратних) стохастичних матриць всі елементи таких матриць 
невід'ємні і сума елементів кожного рядка дорівнює одиниці.

Доцільність розгляду прямокутних стохастичних матриць замовлена по­
требою моделювання поведінки агентів, які голосують за гу чи іншу альтерна­
тиву з певними ймовірностями, і ці ймовірності можуть змінюватися з часом. 
Дослідження індивідуальної та колективної поведінки має достатньо довгу 
історію, але проблема не втрачає актуальності. Тут звернемо увагу на підходи, 
які залучають до розгляду порівняно прості моделі агентів, що можуть зміню­
вати стани, зокрема в рамках формалізмів на основі теорії автоматів та алгеб­
ричних моделей взаємодії агентів з навколишнім середовищем [4]. Ці підходи 
можна органічно поєднати як з евристичними моделями навчання 
з підкріпленням [5, 6], так і з математичними методами прийняття рішень на 
основі нечітких оптимізаційних задач, в яких враховується невизначеність 
оцінки вибору альтернатив у процесі формалізації обмежень [7].

Дослідження ситуацій, пов'язаних з прийняттям рішень та зміною ймовір­
ностей вибору , погребує побудови більш формалізованих маїемаї ичііих моде­
лей, що може дати низку переваг, зокрема:

• дослідження моделей, які спонукають аіента до зміни ймовірностей ви­
бору і відповідно до переходів між станами (особливо це стосується теорегн- 
ко-ігрового підходу та алгоритмічної теорії ігор: такий напрям відомий під на­
звою «дизайн механізмів» [8, 9]);
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• побудова більш гнучких систем станів і правил переходів між ними, ніж 
у класичних моделях навчання з підкріпленням [5, 6].

Одна з таких формалізацій, а саме модель «стан-імовірність вибору»,
• V *  - ,  ,в якій елементи прямокутних стохастичних матриць пов язуються з імовірнос­

тями голосувань за окремі альтернативи, запропонована в [1-3]. Для моделю­
вання змін імовірностей вибору введено певну систему станів і розглянуто 
марковський ланцюг переходів між станами. У цій роботі здійснюється по­
дальша реструктуризація моделі на основі певних властивостей добутків пря­
мокутних стохастичних матриць, що дає змогу чітко виокремити групи станів.

ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ ТА ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ

Сформулюємо необхідні визначення, важливі для постановки задачі і відпо­
відно мети дослідження.

Оскільки результати дослідження формулюються на основі елементів пря­
мокутних стохастичних матриць, за допомогою яких обчислюються 
ймовірності вибору альтернатив, розглядатимемо лише невід'ємні матриці, всі 
елементи яких не менші за 0 і не більші за 1.

Означений 1. Прямокутною стохастичною матрицею розміром (ко­
ротко —  (/лх л>матрицею) називається матриця А = (а ,,), / = 1. т. у = І. п. еле­

менти якої задовольняють такі співвідношення:

а і} > 0, / = 1, /я, у = 1, п,

П______________________________

У а ,  = 1, і = 1. т.
7=1

Означення 2. Довільна невід'ємна прямокутна матриця А = ( о ). / = І. ///. 

у = 1. п. називається збалансованою, якщо усі її елементи а,. є [0 ,1], і = \,т. 

і = 1. /7. і суми елементів усіх стовпців рівні між собою.
Означеним 3. Прямокутна стохастична ( т х  д)-матриця А ~ (а „  ). і = 1. т .

у = 1, п, називається збалансованою стохастичною матрицею, якщо суми еле­
ментів усіх її стовпців рівні між собою.

У роботі [2] доведено твердження, важливе для подальшого викладення.
Т в е р д ж е н н я  І. Сума елементів кожного стовпчика збалансованої прямо­

. . —  . ;— • я?кутної стохастичної (тхп>матриці / = 1 у  = І, а  дорівнює
п

(інакше кажучи, якщо А —  збалансована прямокутна стохастична ( т х  ц)-мат-
т  т

риця. то У  а,. = —, у '= І,п ) .
,=1 "

Дійсно, через те шо матриця є прямокутною стохастичною, сума еле-
«  . ї ї  • ■ * 'ментів кожної о рялка дорівнює 1 і в ід п о в ід н о  сума всіх слсмснмн маїріщі 

дорівнює пі. Оскільки для зоалапсованої маїрииі суми елеменнв Nсіч сіов-
.  пі

пчиків рівні між собою, сума елементів кожного стовпчика дорівнює
' п

Важливим підкласом збалансованих стохастичних прямокутних матриць, 
який маг міс це для т  = їх, г б і с то х ас ти ч н і матриці [ 10], і об го к вад ра і н і с гохас ■
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тичпі матриці розміром п * п <  сума елементів кожного стовпчика яких 
дорівнює 1 = п/ п.

Опишемо власне модель «стан-імовірність вибору» аналогічно до [3]. 
Припустимо, що задано п альтернатив а ., у = 1, п, які визначають варіанти

вибору рішення у деякій ситуації. У початковому варіанті моделі 
«стан-імовірність вибору» постулюється наявність певної кількості базових 
станів 5 = (5],...,5/я), кожний з яких задає деякий розподіл імовірностей голосу­
вання за ту чи іншу альтернативу. Вибір альтернатив здійснюється експертом 
(агентом) на основі визначення стану моделі, який найкраще відповідає

^  ^  • *  а «  • ■ ■суб єктивніи оцінці агента поточної ситуації.
Модель математично описана в [3] як пара 2, П ), де позначено:
* 2 = (г,у), і = 1,т ,  _/ = 1, п, —  матриця, що визначає модель «стан-

ймовірність вибору», рядки якої відповідають станам (кожний стан задає деякий 
розподіл імовірностей вибору), а стовпчики —  альтернативам: ця матриця вво­
диться для формалізованого задания ймовірностей вибору альтернатив агентом, 
що приймає рішення; тут 2,у —  умовна ймовірність того, що у разі відповідності 
оцінки ситуації стану агент проголосує за альтернативу , 1, т . / = 1, ;

• Г1 - (р ,.), і = 1, т , у = 1, т, —  маїриця перехідних імовірностей для мар-

ковського ланцюга переходів між станами; змістовно такі переходи означають 
зміну міри впевненості агента і відповідно —  ймовірностей його 
індивідуального вибору.

З *  • • • • *  *теорії марковських ланцюгів відомо, що за певних умов існує стаціонар­
ний вектор р = (р\, рт ), де р,- —  стаціонарна ймовірність того, що агент 
у деякий момент часу оцінює стан поточної ситуації як = 1. т. Якщо вважа­
ти, що вектор р є заданим, замість моделі 2, I I  можна розглядати модель

_____ \ і

2,р ). Тоді повна ймовірність ь г  /=І ,птого, що агент проголосує за у-ту

альтернативу, дорівнює т
V , = X  Рі =Ч ( 1 )

1-І
або в матричному вигляді

V = р2.

Зауважимо, що для достатньо великої кількості агентів величини и , при­
близно дорівнюють відношенням кількості агентів, які голосують за /-ту аль­
тернативу, до загальної кількості агентів (проілюстровано в [3] на прикладі). 
Отже, ймовірності індивідуального вибору та динаміка зміни уподобань

■_________________ ■ 1 ■ • • V ~“т ■агентів, яка моделюється на основі матриці перехідних імовірностей I I ,  нов я- 
зані з механізмом колективного прийняття рішень більшістю голосів. Але вод­
ночас постулюється, що в момент колективного прийняття рішень (голосуван­
ня) вже встановлено стаціонарний режим і можна визначити вектор стаціонар­
них імовірностей р (або вій задається явно). Детальніше це описано в [3].

У процесі прийняття рішень часто досліджується ситуація динамічної 
рівноваги, а саме, коли всі альтернативи вибираються з однаковими 
ймовірностями, тобто

V =  ( ь  і  ) , і - у  = 1 / /?, 7  = 1. п. ( 2 )
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У працях [2. 3] приділено увагу дослідженню проблеми динамічної рівно­
ваги альтернатив, особливо для я = 2. У цьому разі динамічна рівновага озна­
чає, що за кожну альтернативу голосує приблизно однакова кількість виборців 
і по черзі перемагає то одна, то інша альїернатива. У загальному випадку ди­
намічна рівновага означає, що ймовірність того, що агент проголосує за 
будь-яку альтернативу, дорівнює 1/'я.

У  роботі [11] проілюстровано ситуацію динамічної рівноваги, а також 
можливі дії агентів впливу, спрямовані на відхід від неї в бажаному для них 
напрямку (це має забезпечити стійку перевагу однієї альтернативи над 
іншою). За термінологією [3] вектор р = (р \,..., рт ) , для якого виконується 
властивість (2), названо рівноважним для матриці Z.

У  праці [3] доведено деякі достатні умови динамічної рівноваги для я 
(теорема про симетричне врівноваження). Сутність цих умов зводиться до 
таких міркувань.

Припустимо, що є яг-вектор р = (р \,..., рт  ) такий, що 0 < р, <1. / = 1,/п,
т   , ______

2 > ,  =1, V/, =1.»і 3/2 =/«-/, +1: р^ - а матриця Z = (г (/), / = 1,/я,
/=І “

у є (1,2), —  збалансована прямокутна стохастична Оях 2)-матриця така, що

V/є {1,2} V/, = 1,/и,/2 = /и — /| +1: г/(У = \-zh J. О )

ПІ
Тоді справедливою є рівність р , =05, ує{1 .2 }. У цьому разі суттєво

;=і
використовується принцип симетрії.

Проілюструємо ці визначення на прикладі, наведеному в |3]. Нехай мат­
риця Z має вигляд

1 0 '
0.9 0.1

0.75 025
0.6 0.4
05 05
0.4 0.6
025 0.75
0.1 0.9

, о 1 ,/

а вектор р = (0.03, 0.12. 0.25, 0.05. 0.1, 0.05, 0.25. 0.12. 0.03). Можна перекона­
тися, що V | = У і = 1 / 2 .

Але вибір станів, які задаються матрицею є значною мірою довільним. 
Ні їхня кількість, ні конкретні значення ймовірностей, що описуються цими 
станами, не мають вирішального значення. У деякому наближенні стовпці 
матриці І  можна розглядати як набори дискретних значень із ироміжк\ [0. І| 
Важливішим є те, що в описаній моделі матриця 2 не відображає того, що мо­
жуть існувати групи агентів, які мають різні уподобання.
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З огляду на це постановку задачі, що розглядається у етапі, можна сфор­
мулювати так:

• запропонувати методику реструктуризації моделі, яка полягає в пере­
ході від початкової системи станів, що задається матрицею Д, до деякої агрего-

■ • Ш * 1 *ваної системи станів, яка о враховувала неоднорідність агентів;
♦ встановити умови динамічної рівноваги альтернатив для реструктурова­

ної моделі.

РЕСТРУКТУРИЗАЦІЯ  МОДЕЛІ «О Т А Н - ІМ О В ІР И К  ІЬ  ВИБОРУ»
НА ОСНОВІ І РУПУВАННЯ ТА  А Г Р Е Г А Ц І Ї

Один із підходів до реструктуризації моделі «стан-імовірність вибору»
грунтується на послідовному ієрархічному групуванні множини станів Б. 
Процедуру реструктуризації формально запишемо у вигляді

5 = < 5 І , . . . , 5 * , Я „  >,  / =  Х К ,  7  =  / - 1 ,  ( 4 )

де 5 / —  рівні ієрархії, —  зв’язок між /-м та у-м рівнями, і = 2. К, у - ї - І .

Проведемо декомпозицію параметрів моделі на основі наведених вище 
властивостей добутків прямокутних стохастичних матриць.

1 Іехай 5 1 = (з.....,5,'„ ) —  набір станів базового рівня, що відповідає початко­

вому набору станів: кожний базовий стан відповідає певному розподілу 
ймовірностей, з якими агент голосує за різні альтернативи, т  —  кількість станів. 
Для його опису, як було визначено вище, використовується матриця
«стан-імовірність дії» 2.

Побудова системи агрегованих станів у межах дослідження здійснюється 
на основі явного виділення приблизно однорідних груп агентів / = \,ц, за де­
якою системою ознак, де ц —  кількість груп (кластерів), ц< Система агрего­
ваних станів Я = (52,..., .у2 ) пов’язується з поділом на кластери. Оцінка ситу­

ації агентом відповідає стану якщо цей стан агрегує всі варіанти початко­
вих етапів із групи и,. і - 1,с/. У такому разі є сенс розглядати також

 ̂ • ■ • •  ̂ і 12марковськии ланцюг із матрицею перехідних імовірностей I I  , якип описує 
ймовірності можливих переходів між групами. Процес агрегації та групування 
можна розглядати й надалі, отримуючи нові кластери рівня і - 2, К.

Вважатимемо, що розглядається довільний рівень ієрархії групування.
Для наявного набору кластерів цього рівня покладемо: у^ —  ймовірність того, 
що оцінка агента відповідає стану .у̂  за умови перебування агента в групі иг 
Тоді ймовірність /?,. того, що він проголосує за у-ту альтернативу, / = 1. п, на

основі станів групі ип за правилом повної ймовірності дорівнює

/?/у —  ̂ (Д/ І "''к ̂  (л'к і ^  '
к к

або в матричному вигляді
П = )2  (5)

Назвемо матрицю 2 базовою матрицею станів, а матрицю У —  кластер­
ною матрицею станів (базовою та кластерною матрицею). Матрицю Н назива­
тимемо апретованою матрицею.
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Можна говорити про стаціонарні ймовірності відповідності оцінок агентів 
станам у групах: позначимо стаціонарну ймовірність того, що оцінка агента 
відповідас /-й групі, через /•,, тоді ь= гН .

Отже, можна конкретизувати зміст моделі (4) та виділити рівні станів і 
зв'язки між ними. В отриманій інтерпретації базові стани (система станів .9*).

• р

як і раніше, задаються матрицею 2. Групи (кластери) станів відповідають но­
вим станам системи 5 ,сі>2. Компонента (зв'язки між станами різних

• • Vрівнів) описується кластерною матрицею
Така реструктуризація мас суттєве значення для моделювання процесів 

прийняття рішень на основі як індивідуального, так і колективного вибору 
альтернатив. Застосування моделі суттєво спирається або на можливість за- 
дання стаціонарних імовірностей станів у явному вигляді, або. що важливіше, 
на можливість задання перехідних імовірностей між станами, оскільки саме ці 
перехідні ймовірності моделюють одну з ключових характеристик моделі —  
зміну суб'єктивних оцінок агентів. У рамках базової системи станів, що 
задасться матрицею І .  це видасться проблематичним, оскільки стани в цій сис­
темі часто с незрозумілими та довільно вибраними. Агрегація дозволяє побу­
дов) матриць перехідних імовірностей вже між виокремленими кластерами, 
що можуть мати змістовну інтерпретацію (нижче наведений відповідний при­
клад). Крім того, множина агрегованпх станів кожного наступного рівня та 
перехідна матриця ймовірностей переходів між цими станами стають суттєво 
компактнішими.

У рамках зазначеної методики процедура отримання агрегованпх станів 
грунтується на матричних добутках, що описуються формулою (5). З огляду на 
це важливим є дослідження властивостей цих добутків, зокрема питання, чи 
буде агрегована матриця Н , отримана за формулою (5). прямокутною сто- 
хастичною та збалансованою.

ДОБУТКИ  П РЯ М О К У ТН И Х  ( ТОХДС П ІЧНИХ г\ И .Ч . ІЛ ІК  ОНЛІИІХ МАТРИЦІ»

Теорема 1. Якщо А = (а у ), і = 1, пі. ) = І. г. та В - (Ьп ). і = І. г, ]  ~ І. п. - - прямо­

кутні стохасгичні матриці розміром т * г  та гх п  відповідно, то їхній добу­
ток С  = АВ —  прямокутна стохастична матриця розміром пі х п.

Доведении, Всі елементи матриці = (су ), = І. т , / - І. , є невід’ємними.

Тому достатньо довести, що сума елементів кожного рядка дорівнює одиниці. 
Кожний елемент матриці С за визначенням матричного добутку дорівнює

С,І = V  ' = т ' І  = "•
к- І

Знайдемо суми елементів кожного рядка:

П П У
2- сі і = X  X а Ч

А? /•

Теорему доведено.

у п У
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Теорема 2. Якщо А = ( a fJ), і = 1. т. - 1. г, —  збалансована т  х г-матриця. 

сума елементів кожного стовпчика якої дорівнює il, В - {Ьч ), і = I. r, j  - 1, «, —

збалансована гх «-матриця, сума елементів кожного стовпчика якої дорівнює г. 
то їхній добуток С = АВ —  збалансована т  х «-матриця, сума елементів кожно­
го стовпчика якої дорівнює іпк

Доведення аналогічне до доведення теореми І. Дійсно, знайдемо сум) 
елементів кожного стовпчика матриці С:

т т г г  т г  _____
I s  = £ Х  а ік bkj = £  bkj £ a lk = =uv, 1, т .
/= I /=І*=I *=] /=1 *=l

Теорему доведено.
Теорема 3. Якщо Л = ( а ), і = I, т . j  = 1, г, —  збалансована прямокутна сто-

хастична (/«х «)-матриця, то А'А і АА' —  збалансовані матриці, суми еле­
. . тментів кожного рядка та кожного стовпчика яких дорівнюють —.

«
Доведення. Оскільки А —  збалансована прямокутна стохастична матри­

ця, транспонована матриця А' збалансована, сума елементів кожного стовгічи-
.  .  .  /ика дорівнює І. Сума елементів кожного стовпчика матриці А дорівнює

'  «
відповідно до твердження 1. Отже, за теоремою 2 сума елементів кожного

тстовпчика матриць А'А та АА' дорівнює —.
«

Знайдемо суму елементів кожного рядка. Для АА' ці суми обчислюються 
за формулою

Ш И а 'ка ік = — •

j к к j п к п

Для А’А доведення проводиться аналогічно.
Теорему доведено.

пНаслідок 1. У результаті множення матриць А'А або АА' на величину
т

за теоремою 3 утворюються бістохастичні матриці.
Матриця У не обов’язково має бути збалансованою. До того ж. для різних 

кластерів характерні різні ймовірності вибору, і вимога рівносгей сум цих 
імовірностей по стовпчиках не має сенсу. Однак можна показати, що добуток 
двох матриць може бути збалансованою прямокутною стохастичною матри­
цею і за дещо послаблених умов.

СИМЕТРИЧНА ЗЬА.ІАИСОВАНКТЬ I V ДИНАМІЧНА РІВІІОВАІ \ ДВОХ Л. II»Т І-РИЛ І І ІВ

Означення 4. Прямокутну стохастичну х «)-матрицю А = (а., ), / = 1. т,

/=І. н. називатимемо симетрично збалансованою, якщо суми елементів кож­
* •  1 м  ^ного її сювпчмка утворюють симетричний вектор, тоого

т пі __

^  а IJ ~ ^  а !л п-J + Р У = ^
/'=1 /=1
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Матриця 7. мас бути збалансованою прямокутною стохастичною 
( т  х 2)-матрицею та задовольняти умову (3). У роботі [3] запропонований кон­
структивний алгоритм отримання таких матриць.

Вважатимемо, що т  непарне і існує центральний індекс 2] і-1, для
я ко го

— £.|  ̂СІ

Додаткова вимога щодо негіарності т  носить технічний характер і, по суті, 
не зменшує загальності розгляду. Тоді схема формування матриці X спро­
щується і набуває такого вигляду:

—  задається вектор и = {щ  и/), при цьому 0<м,<1, / = !./.. т  = 21. + І;
цей вектор можна змістовно інтерпретувати як деякий набір типових 
імовірностей вибору альтернативи;

—  елементи матриці X отримуються за правилами:
• для першого та останнього рядків

2|| =2я,2 = 0; = ] > ' 

гс і = гс2 = 0.5 ; с = £ + І=|/м/2] + 1;

• для всіх інших рядків

=м,; гі2 = І - гі]щ і = 2, ...Д/и/2], (6)

2 ( і — 1 — і , 2^2 =  1 — 2 і\ — И/Л-/ + І » / — [/И / 2 ]  + 2, /Н — 1 .

Теорема 4. Якщо матриця А ), і = 1, у = 1,<у, с симетрично збалан­

сованою прямокутною стохастичною ( т  х (у)-матрицею, а Д=(А/у). / = Ід  ,

7 = 1, /7, —  збалансованою прямокутною стохастичною (д х /?)-матрицею, для
якої виконується умова (3), то для п- 2 їхній добуток С = АВ с прямокутною 
стохастичною збалансованою (шх /?)-матрицею, сума елементів кожною стов-

. .  .  тпчика якої дорівнює —.
п

Доведення. Кожний елемент матриці С = (с;у ). / = І, ш. у = І. а  обчис­

люється як___________________________________ _ __
Су — ^  1//А ^к] ' * “   ̂ У ~ ^

*=І
Тоді для кожного у-го стовпчика сума його елементів дорівнює

V  ^  а - ^  V  а ^ ; V  V  - а° / - X сч “  X  ^>а ікЬк) ■ 2 ^ 2 . - _  2- */ 2 д ;/у “  2 - Ау'кик)
,= | /= і 1 *=1/=1 А’=і /=1 /г=1

т
ДЄ ^  Я і к .

/=1
Вектор г = (г1>..../;/) є симетричним за умовою теореми.
Таким чином, вектор г та матриця В задовольняють умови теореми про

симетричне врівноваження. Звідси випливає, що всі суми стовпців о / рівні
між собою, тобто матриця С є збалансованою. Відповідно до теореми І вона с
прямокутною стохастичною матрицею, а відповідно до твердження 1 сума

.  пі
елементів кожного стовпчика дорівнює

п
Теорему доведено.
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Отже, визначено орієнтири для досягнення динамічної рівноваги стосовно 
реструктурованої моделі для двох альтернатив (п = 2). Але навіть якщо отри­
мано збалансовану матрицю Н - У7,для динамічної рівноваги потрібно вико­
нати важливу умову (3). У наведеному далі прикладі підібрано так. щоб ця 
умова виконувалася.

1Л ЮС ТРАТИВШІЙ 11РІІ клд д

Наведемо приклад, який демонструє отримані результати.
Пр ипустимо, що вектор гу = (0.25; 0.4) на основі наведеної схеми (6) по­

роджує матрицю

( 0.0 1.0 
0.25 0.75 
0.4 0.6
0.5 0.5 ■ (7)
0.6 0.4 

0.75 0.25
у 1.0 0.0 ,

Ресгруктуризуємо цю матрицю на основі методики, описаної у етапі, 
і перейдемо до нової агрегованої матриці.

Вважаємо, що виділено три групи, тобто  ̂=3. Будемо змістовно інтерпре­
тувати їх таким чином:

• перша група —  переконані прихильники альтернативи А;
• друга група —  проміжний кластер з нестійкими уподобаннями;
• третя група —  переконані прихильники альтернативи В.
Нехай матриця У має вигляд

У =
0.6 0.3 0.1 0 0 0 о

__
__

__
__

__
_у

0 0 0.2 0.6 0.2 0 0
,  0\ 0 0 0 0.1 0.3 0.6

Годі агрегована матриця Z матиме вигляд

0.1150 0.8850 
Н -  0.5000 0.5000 

10.8850 0.1150

Легко переконатися, що сума елементів кожного рядка цієї матриці 
дорівнює 1, а сума елементів кожного стовпчика дорівнює 1.5, тобто вона 
справді є збалансованою прямокутною стохастичною матрицею.

Нехай перехідна матриця ймовірностей переходів між групами дорівнює

' 0.4 0.2 0.4 '
0.25 0.25 0.25 

( 0.2 0.6 0.2

Тоді стаціонарний вектор імовірностей перебування агентів у кожній групі 
(головний лівий власний вектор перехідної матриці) дорівнює (0.2778; 
0.4444; 0.2778).
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Ця матриця спеціально підібрана як центрально-симетрична, щоб отрима­
ти симетричний головний лівий власний вектор стаціонарних імовірностей.

За таких умов цей вектор мас бути рівноважним для матриці Н. Дійсно, 
в прикладі отримуємо розподіл імовірностей (0.5000; 0.5000).

Зазначимо також, що умова (3) є суттєвою, однієї лише збалансованості 
матриці Т недостатньо. Наприклад, для матриці

/ 0.0 1.0 

0.4 0.6 
0.25 0.75 
0.5 0.5 
0.6 0.4 

0.75 0.25 
1.0 0.0

\

що утворюється з (7) переставленням 2-ю та 3-го рядків, отримаємо роз­
поділ імовірностей (0.4950; 0.5050). тобто динамічна рівновага не забезпе­
чуватиметься.

ви сн о вки

У роботі розвинений напрямок, пов'язаний з моделюванням опису ситуації 
прийняття рішень, який полягає в заданні ймовірностей прийняття рішень 
на основі моделі «стан-імовірність вибору» (1-3] за умови, що ці 
ймовірності можуть змінюватися з часом. Запропоновано реструктуризацію 
моделі на основі декомпозиції. що полягає в явному введенні кластерів 
(груп) станів, яким можна надати змістовну інтерпретацію. Розглянуто 
дворівневу систему станів, у якій базові стани відповідають конкретним 
імовірностям прийняття рішень, а стани другого рівня —  групам станів. 
Запропоновано методику побудови агрегованої матриці станів. Показано, за 
яких умов отримана агрегована матриця буде збалансованою прямокутною 
стохастичною матрицею. На цій основі досліджено питання про динамічну 
рівновагу двох альтернатив у межах реструктурованої моделі.

Проілюстровано, що декомпозиція на основі (5) сутієво послаблює фак­
тор довільності вибору базових станів. Наведено приклад, у якому виділено 
кілька груп станів, а саме; переконані прихильники певних альтернатив, а та­
кож агенти, що вагаються.

Природно розглянути нечіткі величини, що описують, якою мірою ті чи інші 
ймовірності вибору є типовими для певних груп станів. Тому подальший розви­
ток може бути пов'язаний з дослідженням властивостей різних типів нечітких чи­
сел [12]. а також із застосуванням нечітко-ймовірносного підходу [13]

Для струкгурованої дворівневої моделі «стан-імовірність вибору» вста­
новлено достатні умови досягнення динамічної рівноваги у процесі вибору 
з двох альтернатив.

Перспективним видасться напрямок подальшої структуризації моделі з ура­
хуванням критеріїв, за якими здійснюється вибір, а також тою. що її оцінки за 
окремими критеріями, й ваги критеріїв можуть змінюватися з часом. На цьому 
шляху видається доцільним використання методів багатокритерійного вибору та 
багатокритерійної оптимізації. насамперед методу аналізу ієрархій [ 14-16 та ін).
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Інший напрямок досліджень —  моделювання змін уподобань агентів у ре­
зультаті інформаційних впливів, що інтенсивно розвивається [17]. Агенти впли­
ву можуть докладати певних зусиль, щоб схилити агентів, які голосують, на 
свій бік. У цьому контексті варто звернути увагу на роботи |І8. 19). де опи­
сується система підтримки прийняття рішень на основі методу аналізу ієрархій, 
важливим компонентом якої є підсистема вироблення рекомендацій, спрямова-

■ Т Іних на підвищення рангу тієї чи іншої альтернативи. Мри цьому можуть стави­
тися оптимізаційні задачі мінімізації зусиль агентів впливу.
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E.V. Ivokhin, O.V. Oletsky
RE-STRUCTURING OF THE MODEL ‘STATE-PRO BAB IL ITY  OF CHOICE" BASED ON 
PRODUCTS OF STOCHASTIC  RECTANGULAR MATRICES

Abstract. To analyze the individual and collective behavior of agents, a “ state—probabiIity 
of choice" model is proposed, based on considering the probabilities of choosing 
alternatives and using the Markov chain of changes in these probabilities. Further
development of the direction associated with modeling the description of the 
decision-making situation is proposed, which consists in explicitly setting the probabilities 
of decision-making based on the “ state-probability of choice" model, provided that these 
probabilities can change over time. The proposed structuring of the model based on 
decomposition consists in the formation of the introduction of clusters of states, which can 
be provided with meaningful interpretation. The paper considers a two-level system of 
states, in which the base states correspond to specific probabilities of decision-making, 
and the states of the second level correspond to groups of states. It is shown that 
decomposition significantly weakens the factor related to the arbitrariness of the choice of 
base states. An example is given in which several groups of states are clearly 
distinguished, among which special attention is paid to the behavior of convinced
supporters of certain alternatives, as well as to agents w?ho hesitate.

keywords: model “ state-probability of choice/’ situation of decision-making, rectangular
stochastic matrix, dynamic equilibrium of alternatives
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