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Анотацiя

У квалiфiкацiйнiй роботi було дослiджено методи регуляризацiї в задачах
кластеризацiї. Детально розглянуто теоретичнi аспекти поняття регуляриза-
цiї, її властивостi та застосування.

У другому роздiлi розглянуто основи кластеризацiї, описано найпошире-
нiший метод – k-середнiх, та пiдходи до оцiнки якостi методу.

У третьому роздiлi наведенi основнi концепцiї регуляризацiї та розглянуто
практичнi пiдходи до використання регуляризацiї в задачах кластеризацiї.
Проведено огляд методiв, якi покращують стiйкiсть та точнiсть результатiв.

У четвертому роздiлi проаналiзовано та порiвняно результати кластери-
зацiї з використанням рiзних методiв регуляризацiї для прикладної задачi
сегментацiї користувачiв мобiльного застосунку.
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1 Вступ

1.1 Актуальнiсть

Кластеризацiя є одним iз ключових iнструментiв аналiзу даних, який зна-
ходить широке застосування у багатьох галузях, таких як: фiнанси, бiоiн-
женерiя, маркетинг, логiстика та освiта. На жаль, часто стандартнi методи
кластеризацiї мають неточностi, пов’язанi з перенавчанням, нерiвномiрнiстю
розподiлу даних, чутливiстю до iнформацiї, яка не є значущою, та високою
варiативнiстю результатiв.

Тому для пiдвищення стiйкостi та покращення результатiв кластеризацiї
часто використовують рiзнi методи регуляризацiї, що дозволяють зменши-
ти вплив нерелевантних даних, стабiлiзувати процес навчання алгоритмiв та
уникнути перенавчання. Регуляризацiя допомагає адаптувати моделi до ре-
альних умов, коли данi можуть бути нерiвномiрно розподiленими або мiстити
надлишкову та нерелевантну iнформацiю.

Актуальнiсть даної роботи полягає в тому, що при стрiмкому зростаннi
кiлькостi даних та їх складностi постає гостра потреба в розробцi iнструмен-
тiв, якi забезпечать якiсний аналiз i обробку iнформацiї. У багатьох галузях
точнiсть кластеризацiї вiдiграє критичну роль у прийняттi рiшень. Проте,
традицiйнi методи кластеризацiї часто не справляються з викликами, якi ви-
никають через високий рiвень нерелевантностi та нерiвномiрностi даних та
наявнiстю складних зв’язкiв мiж об’єктами. Саме тому застосування регуля-
ризацiї в задачах кластеризацiї стає актуальним i перспективним напрямком.

1.2 Мета, завдання дослiдження

Метою квалiфiкацiйної роботи є дослiдження та впровадження методiв регу-
ляризацiї у задачах кластеризацiї для пiдвищення їхньої стiйкостi, точностi
та здатностi до узагальнення при роботi з великими обсягами даних, що хара-
ктеризуються нерiвномiрнiстю розподiлу та наявнiстю нерелевантних даних.
У рамках роботи будуть розглянутi способи впровадження методiв регуляри-
зацiї в задачi кластеризацiї, зокрема аналiз впливу регуляризацiйних параме-
трiв на якiсть кластеризацiї, а також дослiдження можливостей зменшення
впливу нерелевантних даних на результати кластеризацiї. Окрiм цього, бу-
де проведено експериментальне порiвняння рiзних регуляризацiйних пiдходiв
для прикладної задачi кластеризацiї.
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2 Основнi поняття та означення кластеризацiї

2.1 Основи кластеризацiї

Кластеризацiя, або кластерний аналiз [1], є статистичним методом, мета яко-
го полягає у подiлi вибiрки об’єктiв на групи, якi називаються кластерами.
Важливо, щоб об’єкти в межах одного кластера були максимально схожими,
а об’єкти з рiзних кластерiв мали суттєвi вiдмiнностi. Така задача належить
до сфери статистичної обробки даних i є частиною великої групи задач на-
вчання без вчителя.

Формально, нехай 𝑋 — набiр об’єктiв, а 𝑌 — сукупнiсть мiток або iн-
дексiв, що вiдповiдають кожному кластеру. Для визначення близькостi мiж
об’єктами використовується метрика 𝜌(𝑥, 𝑥′). Розглядається кiнцева вибiрка
𝑋𝑚 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑚} ⊂ 𝑋, яку потрiбно подiлити на взаємовиключнi групи —
кластери. В межах кожного кластеру об’єкти повиннi бути схожими за ме-
трикою 𝜌, тодi як об’єкти з рiзних кластерiв мають значно вiдрiзнятися один
вiд одного. Кожному елементу вибiрки 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑚 присвоюється мiтка 𝑦𝑖 ∈ 𝑌 ,
що вказує на його належнiсть до певного кластера.

У рамках цiєї роботи метрика 𝜌(𝑥, 𝑥′) буде визначена як Евклiдова вiд-
стань:

𝜌(𝑥, 𝑥′) =

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥′𝑖)
2, (1)

де 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) та 𝑥′ = (𝑥′1, 𝑥
′
2, . . . , 𝑥

′
𝑛) — координати точок у 𝑛-

вимiрному просторi.
Алгоритм кластеризацiї [1] визначається як функцiя 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 , яка ко-

жному об’єкту 𝑥 ∈ 𝑋 присвоює iндекс кластеру 𝑦 ∈ 𝑌 . У деяких випадках
множина 𝑌 визначена заздалегiдь, однак часто необхiдно визначити опти-
мальну кiлькiсть кластерiв, виходячи з певного критерiю якостi кластериза-
цiї.
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На рисунку 1 показано приклад результату кластеризацiї точок на коор-
динатнiй площинi на два кластери.

Рис. 1: Кластеризацiя точок на координатнiй площинi

2.2 Кластеризацiя метод 𝑘-середнiх

Серед численних методiв кластеризацiї метод 𝑘-середнiх [2] є одним iз найпо-
пулярнiших та найпоширенiших завдяки своїй концептуальнiй простотi, висо-
кiй обчислювальнiй ефективностi та здатностi масштабуватися для великих
наборiв даних. Цей метод є особливо корисним у випадках, коли необхiдно
роздiлити 𝑛 об’єктiв (спостережень) на 𝐾 кластерiв таким чином, щоб ко-
жна точка належала саме одному кластеру, i була якомога ближчою до свого
центру.

Припустимо, що доступнi 𝑛 спостережень 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛, де кожне 𝑋𝑖 ∈ R𝑝 є
вектором з 𝑝 ознаками: 𝑋𝑖 = (𝑋𝑖1, . . . , 𝑋𝑖𝑝)

𝑇 . Нехай задано кiлькiсть класте-
рiв 𝐾, тодi задача кластеризацiї зводиться до знаходження множини класте-
рiв 𝐴1, . . . , 𝐴𝐾 та їх центрiв 𝐶1, . . . , 𝐶𝐾 , де 𝐶𝑘 = (𝐶𝑘1, . . . , 𝐶𝑘𝑝)

𝑇 , якi мiнiмiзу-
ють наступну цiльову функцiю

min
𝐴𝑘,𝐶𝑘

𝐾∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑋𝑖∈𝐴𝑘

𝜌(𝑋𝑖, 𝐶𝑘)
2. (2)

Ця задача є неконвексною через дискретнiсть кластерних призначень 𝐴𝑘,



9

однак її зазвичай розв’язують за допомогою евристичного алгоритму Ллой-
да [8], який гарантує збiжнiсть до локального мiнiмуму цiльової функцiї (2).

Алгоритм кластеризацiї методом 𝑘-середнiх (алгоритм Ллойда) [3]
включає наступнi етапи:

1. Iнiцiалiзацiя:

• Встановлюється кiлькiсть кластерiв 𝐾.

• Обираються початковi центроїди кластерiв 𝐶1, . . . , 𝐶𝐾 . Типовим пiд-
ходом є випадковий вибiр 𝐾 точок iз набору 𝑋 = {𝑋1, . . . , 𝑋𝑛}, однак
для пiдвищення стабiльностi можуть застосовуватись вдосконаленi
методи, наприклад, 𝑘-середнiх++ [4].

2. Призначення:

• Кожне спостереження 𝑋𝑖 призначається до найближчого центру 𝐶𝑘

згiдно з критерiєм мiнiмiзацiї квадрату Евклiдової вiдстанi( 1):

𝑘(𝑖) = argmin
𝑘
𝜌(𝑋𝑖, 𝐶𝑘)

2,

де 𝑘(𝑖) — iндекс найближчого центру кластера для точки 𝑋𝑖.

3. Оновлення центрiв:

• Для кожного кластера 𝐴𝑘 обчислюється новий центр як середнє зна-
чення усiх точок, що були до нього призначенi:

𝐶𝑘 =
1

|𝐴𝑘|
∑︁
𝑋𝑖∈𝐴𝑘

𝑋𝑖,

де |𝐴𝑘| — кiлькiсть точок у кластерi 𝐴𝑘.

• Якщо кластер 𝐴𝑘 виявився порожнiм, його центр може залишитися
незмiнним або iнiцiалiзуватися заново.

4. Критерiй зупинки:

• Процес повторюється до тих пiр, поки:

– кластернi призначення не змiнюються мiж iтерацiями;

– або змiна цiльової функцiї (2) стає меншою за наперед визначений
порiг;
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– або досягнуто максимальну кiлькiсть iтерацiй.

Таким чином, метод 𝑘-середнiх та алгоритм Ллойда дозволяють здiйсни-
ти ефективне розбиття на 𝐾 кластерiв, яке мiнiмiзує внутрiшньокластерну
дисперсiю

2.3 Пiдходи до оцiнки якостi кластеризацiї

Iснує два основнi пiдходи до оцiнювання якостi результату кластеризування:
внутрiшня та зовнiшня оцiнка.

Внутрiшня оцiнка аналiзує структуру кластерiв, використовуючи лише
властивостi даних без порiвняння з еталонною розмiткою. Основна мета вну-
трiшньої оцiнки — визначити наскiльки точки в межах одного кластера по-
дiбнi мiж собою та наскiльки кластери вiдрiзняються один вiд одного.

Зовнiшня оцiнка передбачає аналiз якостi кластеризацiї шляхом порiвня-
ння отриманого розбиття з наявною еталонною розмiткою. Такi методи за-
стосовуються, якщо доступна iнформацiя про правильне групування даних.

У данiй роботi зовнiшнi оцiнки не використовуються, оскiльки розгляда-
ються лише випадки без еталонного маркування.

Далi будуть наведенi приклади внутрiшнiх оцiнок якi застосовуватиму-
ться для аналiзу якостi кластеризацiї.
Внутрiшньокластерна вiдстань [2] обчислює середню вiдстань мiж ко-
жною точкою кластера та центром цього кластера. Чим менше значення вну-
трiшньокластерної вiдстанi, тим щiльнiше та компактнiше зосередженi точки
всерединi кластерiв. Обчислюється метрика за наступною формулою

Intra-cluster distance =
1

𝐾

𝐾∑︁
𝑘=1

1

|𝐴𝑘|
∑︁
𝑋𝑖∈𝐴𝑘

𝜌(𝑋𝑖, 𝐶𝑘)
2. (3)
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Для наочного порiвняння значень внутрiшньокластерної вiдстанi на ри-
сунку 2, злiва показаний кластер iз бiльшою внутрiшньокластерною вiдстан-
ню, а справа — iз меншою.

Рис. 2: Порiвняння внутрiшньокластерних вiдстаней

Сумарна внутрiшньокластерна дисперсiя [2]. Для оцiнки якостi кла-
стеризацiї також широко використовується показник сумарної внутрiшньо-
кластерної дисперсiї.

WCSS (Within-Cluster Sum of Squares) — це сума квадратiв вiдстаней усiх
спостережень до центроїдiв. Формально вона визначається так:

WCSS =
𝐾∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑋𝑖∈𝐴𝑘

𝜌(𝑋𝑖, 𝐶𝑘)
2, (4)

Зменшення значення WCSS свiдчить про зростання щiльностi кластерiв,
тобто об’єкти всерединi кластерiв розташовуються ближче до своїх центрiв.
У класичному методi 𝑘-середнiх мiнiмiзацiя WCSS є основною цiллю класте-
ризацiї.
Мiжкластерна вiдстань [2] оцiнює ступiнь вiддаленостi кластерiв один вiд
одного. Чим бiльшими є вiдстанi мiж кластерами, тим кращим вважається
роздiлення кластерної структури. Iснує два поширених способiв визначення
мiжкластерної вiдстанi:

• Мiнiмальна мiжкластерна вiдстань (найменша вiдстань мiж центрами
будь-яких двох кластерiв):

Inter-cluster distancemin = min
𝑘 ̸=𝑗

𝜌(𝐶𝑘, 𝐶𝑗), (5)

де 𝐶𝑘 i 𝐶𝑗 — центри кластерiв 𝑘 та 𝑗 вiдповiдно.
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• Середня мiжкластерна вiдстань (усереднена вiдстань мiж усiма парами
центрiв кластерiв):

Inter-cluster distanceavg =
2

𝐾(𝐾 − 1)

∑︁
1≤𝑘<𝑗≤𝐾

𝜌(𝐶𝑘, 𝐶𝑗), (6)

Iндекс Давiса–Болдiна [5] є одним з класичних показникiв для оцiнюва-
ння якостi кластеризацiї. Вiн вiдображає по кластерах середнє вiдношення
внутрiшньої дисперсiї до мiжкластерної вiдстанi. Чим менше значення DB-
iндексу, тим компактнiше та чiткiше роздiленi кластери.

Формально iндекс Давiса–Болдiна визначається наступним чином:

𝐷𝐵 =
1

𝐾

𝐾∑︁
𝑘=1

max
𝑗 ̸=𝑘

(︂
𝑆𝑘 + 𝑆𝑗

𝜌(𝐶𝑘, 𝐶𝑗)

)︂
, (7)

де 𝑆𝑘 — середня вiдстань (розсiювання) точок кластеру 𝐴𝑘 до його центру
𝐶𝑘, яка обчислюється як:

𝑆𝑘 =
1

|𝐴𝑘|
∑︁
𝑋𝑖∈𝐴𝑘

𝜌(𝑋𝑖, 𝐶𝑘).

Тобто для кожного кластеру 𝑘 знаходиться кластер 𝑗, який є “найближ-
чим сусiдом” з погляду несприятливого спiввiдношення мiж розсiюванням та
вiдстанню мiж центрами. Потiм середнє таких максимумiв для всiх кластерiв
дає фiнальну метрику.
Силуетний коефiцiєнт [6] є популярною внутрiшньою метрикою для оцiн-
ки якостi кластеризацiї, яка дозволяє оцiнити, наскiльки добре кожна точка
𝑋𝑖 “вписується” у свiй кластер, порiвняно з найближчим альтернативним кла-
стером.

Значення коефiцiєнта силуету знаходиться в межах вiд −1 до 1:

• значення, близькi до 1, свiдчать про добре кластеризовану точку;

• значення, близькi до 0, вказують на майже рiвномiрне розмiщення точки
мiж двома кластерами;

• значення менше нуля означають, що точка, ймовiрно, була вiднесена до
неправильного кластера.
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Формально силуетний коефiцiєнт обчислюється як:

𝑆 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖 − 𝑎𝑖
max(𝑎𝑖, 𝑏𝑖)

, (8)

де:

• 𝑛 — загальна кiлькiсть точок;

• 𝑎𝑖 — середня вiдстань вiд точки 𝑋𝑖 до всiх iнших точок свого кластеру
𝐴𝑘, тобто:

𝑎𝑖 =
1

|𝐴𝑘| − 1

∑︁
𝑋𝑗∈𝐴𝑘

𝑗 ̸=𝑖

𝜌(𝑋𝑖, 𝑋𝑗),

де 𝑋𝑖 ∈ 𝐴𝑘;

• 𝑏𝑖 — найменша середня вiдстань вiд точки 𝑋𝑖 до всiх точок iншого кла-
стеру 𝐴𝑘′, тобто:

𝑏𝑖 = min
𝑘′ ̸=𝑘

⎛⎝ 1

|𝐴𝑘′|
∑︁

𝑋𝑗∈𝐴𝑘′

𝜌(𝑋𝑖, 𝑋𝑗)

⎞⎠ .

Цей показник забезпечує точкову оцiнку якостi кластеризацiї i дозволяє
вiзуалiзувати ефективнiсть розбиття через графiк силуетiв, який особливо
корисний для вибору кiлькостi кластерiв 𝐾.
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3 Методи регуляризацiї в задачах
кластеризацiї

У попередньому роздiлi було розглянуто основи кластеризацiї, метод 𝑘-середнiх
та пiдходи до оцiнки якостi кластеризацiї. Однак, при роботi з реальними да-
ними, особливо великої розмiрностi, стандартний алгоритм 𝑘-середнiх може
мати неточностi, пов’язанi з перенавчанням, нерiвномiрнiстю розподiлу да-
них, чутливiстю до iнформацiї, яка не є значущою, та високою варiативнiстю
результатiв. Наприклад, не всi ознаки можуть бути однаково важливими для
формування кластерiв, а деякi можуть бути просто шумом, що ускладнює
виявлення справжньої структури даних. У таких випадках доцiльно викори-
стовувати методи, якi дозволяють вiдбирати лише найiнформативнiшi ознаки
для кластеризацiї. Це призведе до бiльш iнтерпретованого подiлу даних та
точнiшого вiдновлення “справжнiх” кластерiв. Навiть у випадках, коли кiль-
кiсть ознак невелика, вiдбiр ознак може бути дуже корисним.

Один зi способiв покращення кластеризацiї при великiй кiлькостi ознак —
це регуляризацiя, яка модифiкує цiльову функцiю методу 𝑘-середнiх так, щоб
сприяти формуванню центрiв кластерiв з потрiбними властивостями, зокрема
здiйснювати вiдбiр найбiльш релевантних ознак.

У загальному сенсi регуляризацiя — це сукупнiсть методiв, метою яких є
стабiлiзацiя розв’язкiв, усунення неоднозначностi в некоректно поставлених
задачах та покращення здатностi моделей до узагальнення. Це досягається
шляхом включення до задачi додаткових припущень, обмежень або штрафiв.

Регуляризацiйнi пiдходи умовно подiляють на два типи:

• Явна регуляризацiя полягає у додаваннi до цiльової функцiї спецiального
доданка (штрафу, апрiорного припущення або обмеження), що змiнює
цiльову функцiю. Такий пiдхiд особливо корисний для задач, де iснує
нескiнченно багато розв’язкiв або рiшення нестабiльнi.

• Неявна регуляризацiя включає всi iншi способи контролю складностi мо-
делi або стабiлiзацiї розв’язку без явного введення додаткового члена у
функцiю втрат. Прикладами є рання зупинка, використання робастних
функцiй втрат, або iгнорування викидiв

У контекстi задач кластеризацiї в данiй роботi буде застосовано саме явну
регуляризацiю. Основна iдея якої полягає у модифiкацiї цiльової функцiї кла-
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сичного алгоритму 𝑘-середнiх шляхом додавання до неї спецiального регуля-
ризацiйного члена. Цей доданок накладає певнi обмеження або прiоритети на
структуру центрiв кластерiв, зокрема сприяє вибору найбiльш iнформатив-
них ознак. Для задачi кластеризацiї 𝑘-середнiх рiдко застосовується неявна
регуляризацiя, оскiльки вона не модифiкує цiльову функцiю i погано узго-
джується з геометричною природою методу 𝑘-середнiх. Наприклад, технiки
ранньої зупинки чи робастнi функцiї втрат не мають прямого застосування
в задачi кластеризацiї без учителя, де немає процесу навчання у звичному
сенсi. Натомiсть явна регуляризацiя дозволяє чiтко керувати вибором ознак
та формою центрiв кластерiв.

Загальна форма явної регуляризованої задачi оптимiзацiї має вигляд:

𝜃 = argmin
𝜃

[ℒ(𝜃;𝑋, 𝑦) + 𝜆 · Ω(𝜃)] ,

де:

• ℒ(𝜃;𝑋, 𝑦) — основна функцiя втрат, що оцiнює якiсть моделi 𝜃 на даних
𝑋 з мiтками 𝑦,

• Ω(𝜃) — регуляризацiйний штраф, що накладає бажанi властивостi на мо-
дель, наприклад, розрiдженiсть або згладженiсть,

• 𝜆 > 0 — параметр, що визначає силу регуляризацiї.
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3.1 Постановка задачi регуляризацiї в методi кластери-
зацiї 𝑘-середнiх

Нехай 𝑋 — це матриця даних розмiром 𝑛 × 𝑝, де 𝑛 — кiлькiсть спостере-
жень 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛, де 𝑋𝑖 = (𝑋𝑖1, . . . , 𝑋𝑖𝑝)

𝑇 , а 𝑝 — кiлькiсть ознак. Припуска-
ємо, що данi стандартизованi, тобто для кожної j-ої ознаки 1

𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖,𝑗 = 0

та 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1𝑋

2
𝑖,𝑗 = 1. Кластери позначаються як 𝐴1, . . . , 𝐴𝐾 , а їхнi центри —

𝐶1, . . . , 𝐶𝐾 , де 𝐶𝑘 = (𝐶𝑘1, . . . , 𝐶𝑘𝑝)
𝑇 .

Тодi загальну форму цiльової функцiї регуляризованого методу 𝑘-середнiх
для заданої кiлькостi кластерiв 𝐾 можна записати наступним чином:

min
𝐴𝑘,𝐶𝑘

𝐾∑︁
𝑘=1

(︃ ∑︁
𝑋𝑖∈𝐴𝑘

𝜌(𝑋𝑖, 𝐶𝑘)
2

)︃
+ 𝜆𝑃 (𝐶), (9)

де:

• 𝑃 (𝐶) — штрафна функцiя, що залежить вiд матрицi центроїдiв 𝐶,

• 𝜆 ≥ 0 — параметр регуляризацiї, що контролює силу штрафу.

Iдея застосування штрафної функцiї для координат центроїдiв базується
на припущеннi, що ознаки, якi не мають впливу на якiсть кластеризацiї або
навпаки погiршують її, повиннi мати середнє значення центру близьке до
нуля. Тобто, якщо змiнна не мiстить iнформацiї для роздiлення об’єктiв на
кластери, її значення у центрах мають бути нульовими.

Аналогiчний висновок можна зробити за допомогою асимптотичного ана-
лiзу [7]. Розглянемо випадкову величину 𝑋, що розподiлена за деяким розпо-
дiлом 𝑄 у просторi R𝑚, де 𝑚 < 𝑝. Тодi оптимальне значення цiльової функцiї
𝑘-середнiх задається виразом:

opt =
∫︁

min
𝑘∈{1,...,𝐾}

𝜌(𝑥,𝐶𝑘)
2𝑄(𝑑𝑥),

де кожному кластеру вiдповiдає певна область 𝑅𝑘 простору.
Тепер припустимо, що до даних додається нова ознака, яка є повнiстю

незалежною вiд iснуючих змiнних. Нехай 𝑋* — новий вектор розмiрностi
𝑚 + 1, а його розподiл позначимо через 𝑄*, opt* — нове значення цiльової
функцiї. Тодi справедливi такi нерiвностi:

opt + 1 ≥ opt* ≥ opt +
𝐾∑︁
𝑘=1

min
𝑎∈R

∫︁
(𝑥𝑚+1 − 𝑎)2𝐼{𝑥1:𝑚 ∈ 𝑅𝑘}𝑄*(𝑑𝑥),
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де 𝑥1:𝑚 — першi 𝑚 координат вектора 𝑥, а 𝑥𝑚+1 — додана компонента, 𝐼(·) —
iндикаторна функцiя.

Оскiльки нова ознака є незалежною вiд початкової структури, оптималь-
не значення 𝑎 дорiвнює середньому значенню доданої змiнної.З початкової
умови 𝑋 є стандартизованим, тодi середнє значення дорiвнює нулю. Таким
чином, координата центру кластеру за доданою змiнною також дорiвнювати-
ме нулю для всiх 𝑘. У результатi нове значення цiльової функцiї зростає на
одиницю:

opt* = opt + 1.

Цей висновок обґрунтовує необхiднiсть накладання штрафу на величи-
ни центрiв кластерiв для виявлення нерелевантних ознак. Регуляризацiя, що
провокує нульовi координати центрiв для неiнформативних змiнних, пiдви-
щує точнiсть та iнтерпретованiсть кластеризацiї.

3.2 Типи штрафних функцiй

Вибiр штрафної функцiї 𝑃 (𝐶) визначає конкретний тип регуляризацiї та її
вплив на центри кластерiв.У данiй роботi буде розглянуто та застосовано
чотири основнi види штрафної функцiї.

L0-регуляризацiя (Hard-Thresholding): [7]

𝑃0(𝐶) =

𝑝∑︁
𝑗=1

𝐼 (‖𝐶·,𝑗‖2 > 0) , (10)

де 𝐼(·) — iндикаторна функцiя, а ‖𝐶·,𝑗‖2 — 𝐿2-норма 𝑗-го стовпця матрицi
координат центрiв 𝐶.

Цей штраф пiдраховує кiлькiсть ознак, для яких хоча б один центроїд
має ненульове значення. Таким чином, 𝐿0-регуляризацiя реалiзує жорсткий
вiдбiр ознак: кожна ознака або повнiстю залишається в моделi, або повнiстю
виключається з неї. Якщо для певної ознаки цей критерiй не виконується, то
всi її компоненти у векторах центрiв кластерiв занулюються.

Метод, що використовує дану регуляризацiю, часто називають HT 𝑘-means
(Hard-Thresholding 𝑘-means). Застосування 𝐿0-регуляризацiї дозволяє ефе-
ктивно повнiстю усувати нерелевантнi або шумовi ознаки, що є особливо цiн-
ним у задачах високої розмiрностi, де велика кiлькiсть змiнних може нега-
тивно впливати на якiсть кластеризацiї.
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L1-регуляризацiя (Lasso) [7]:

𝑃1(𝐶) =

𝑝∑︁
𝑗=1

‖𝐶·,𝑗‖1, (11)

де ‖𝐶·,𝑗‖1 — 𝐿1-норма 𝑗-го стовпця матрицi центрiв кластерiв 𝐶.
Lasso-регуляризацiя стимулює розрiдженiсть на рiвнi окремих елементiв

матрицi центрiв кластерiв. Це означає, що вона сприяє обнуленню деяких
компонент 𝐶𝑘,𝑗, водночас залишаючи iншi ненульовими або зменшеними за
абсолютною величиною. На практицi оновлення центрiв при використаннi
𝐿1-регуляризацiї реалiзується через оператор м’якого порогування [7], який
плавно зсуває координати центрiв у напрямку нуля, зберiгаючи їхню знакову
структуру.

На вiдмiну вiд 𝐿0-регуляризацiї, 𝐿1-штраф не обов’язково обнуляє всю
ознаку одночасно — вiн дiє локально на кожну координату центроїда окремо.
Таким чином, вiдбiр змiнних у Lasso є м’якшим i поступовiшим, що дозволяє
зберiгати часткову iнформацiю навiть у слабоiнформативних ознаках. Цей
компромiс мiж точнiстю та розрiдженiстю робить Lasso особливо ефективним
у задачах високої розмiрностi, де повне усунення ознак може бути небажаним.

L2-регуляризацiя (Ridge) [7]:

𝑃2(𝐶) =

𝑝∑︁
𝑗=1

‖𝐶·,𝑗‖22 (12)

Ridge-регуляризацiя вводить штраф у виглядi суми квадратiв 𝐿2-норм стов-
пцiв матрицi центрiв кластерiв. Такий пiдхiд сприяє гладкому зменшенню
всiх компонент центрiв у напрямку до нуля, не занулюючи їх повнiстю. Це
означає, що ознаки в окремих центрах та загалом не виключаються з моделi,
але їхнiй вплив зменшується, пропорцiйно до їхньої iнформативностi.

На вiдмiну вiд 𝐿0- або 𝐿1-регуляризацiї, Ridge не виконує явного вiдбору
змiнних, проте дозволяє зменшити вплив нерелевантних ознак, стабiлiзую-
чи процес кластеризацiї. Це особливо корисно у високовимiрних задачах або
в ситуацiях, коли ознаки мають сильну кореляцiю, оскiльки регуляризацiя
зменшує дисперсiю без радикального виключення важливої iнформацiї.

Group Lasso-регуляризацiя [7]:

𝑃3(𝐶) =

𝑝∑︁
𝑗=1

‖𝐶·,𝑗‖2 =
𝑝∑︁

𝑗=1

⎯⎸⎸⎷ 𝐾∑︁
𝑘=1

𝐶2
𝑘,𝑗. (13)
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Регуляризацiя типу Group Lasso застосовує штраф до кожної ознаки як до
єдиної групи, що представлена усiма її компонентами у матрицi центрiв кла-
стерiв 𝐶. Зокрема, для кожної ознаки 𝑗 враховується 𝐿2-норма вiдповiдного
стовпця 𝐶·,𝑗, тобто усiх значень цiєї ознаки в кожному кластерi.

Цей пiдхiд стимулює групову розрiдженiсть: якщо вплив певної ознаки
на формування кластерiв незначний (тобто 𝐿2-норма її стовпця мала), то
всi значення цiєї ознаки у центрах кластерiв одночасно обнуляються. Таким
чином, ознака або повнiстю зберiгається у моделi, або повнiстю виключається
— що забезпечує цiлiсний (груповий) вiдбiр ознак.

Group Lasso є промiжною формою мiж 𝐿1- та 𝐿2-регуляризацiєю: як i
Lasso, вона може занулювати ознаки, але робить це на рiвнi всiх кластерiв
одночасно. Це дозволяє ефективно керувати складнiстю моделi та покращує
iнтерпретованiсть кластеризацiйного розбиття, особливо при роботi з блока-
ми пов’язаних ознак.

На вiдмiну вiд 𝐿0-регуляризацiї, яка жорстко виключає ознаку лише за
умови недосягнення порогу впливу, Group Lasso реалiзує поступовий пiдхiд.
Проте, якщо норма вектора по ознацi є недостатньою, то, подiбно до L0-
регуляризацiї, усi її значення у центрах кластерiв обнуляються одночасно:

Таким чином, Group Lasso також може виключити всi ознаки, але робить
це у бiльш стабiльний та диференцiйовний спосiб, що дозволяє ефективнiше
оптимiзувати модель у випадках великої кiлькостi ознак або наявнiстю шуму.

Пiдсумовуючи, можна сказати, що використання рiзних типiв регуляриза-
цiйних штрафiв дозволяє гнучко керувати процесом кластеризацiї залежно
вiд завдань i характеристик даних. Зокрема, L0 та Group Lasso регуляри-
зацiї забезпечують чiткий вiдбiр змiнних на рiвнi ознак, тодi як 𝐿1- та 𝐿2-
регуляризацiї сприяють поступовому зменшенню впливу менш значущих ко-
ординат без їх обов’язкового обнулення. Правильний вибiр форми штрафу
дає змогу пiдвищити точнiсть, стiйкiсть i iнтерпретованiсть кластеризацiй-
них моделей, що особливо важливо при роботi з даними високої розмiрностi
або при наявностi шумових змiнних.

Для зручнiшого застосування рiзних видiв регуляризацiї у задачах кла-
стеризацiї у таблицi 1 наведено коротке порiвняння основних типiв штрафних
функцiй.
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Регуляризацiя Формула штрафу Механiзм впливу Особливостi

L0 (Hard-Thresholding)
𝑝∑︁

𝑗=1

𝐼(‖𝐶·,𝑗‖2 > 0) Повне включення або виключення ознаки Чiткий вiдбiр ознак, висока iнтерпретованiсть

L1 (Lasso)
𝑝∑︁

𝑗=1

‖𝐶·,𝑗‖1 М’яке обнулення окремих координат центрiв Розрiдженiсть без повного виключення ознак

L2 (Ridge)
𝑝∑︁

𝑗=1

‖𝐶·,𝑗‖22 Гладке зменшення центрiв до нуля Не здiйснює вiдбору ознак, стабiлiзує модель

Group Lasso
𝑝∑︁

𝑗=1

‖𝐶·,𝑗‖2 Стискає координати ознаки Може обнулити всю ознаку

Табл. 1: Порiвняння методiв регуляризацiї

3.3 Обчислення регуляризованого методу 𝑘-середнiх

Пiсля розгляду основних типiв регуляризацiй перейдемо до опису алгори-
тму обчислення регуляризованого методу 𝑘-середнiх. Мiнiмiзацiя функцiї (9)
здiйснюється за допомогою модифiкованого алгоритму Ллойда [8], що поєд-
нує кластеризацiю та вiдбiр ознак.

Алгоритм складається з наступних етапiв:

1. Iнiцiалiзацiя: Вибираються початковi центри кластерiв 𝐶 = (𝐶1, . . . , 𝐶𝐾).

2. Крок призначення кластерiв: Кожне спостереження 𝑋𝑖 призначає-
ться до найближчого центру 𝐶𝑘 за квадратом Евклiдової вiдстанi ( 1):

𝑘 = arg min
1≤𝑘′≤𝐾

𝜌(𝑋𝑖, 𝐶𝑘′)
2.

3. Крок оновлення центрiв кластерiв: При фiксованих призначеннях
кластерiв матриця центрiв оновлюється шляхом розв’язання регуляризо-
ваної оптимiзацiйної задачi для кожного кластера 𝑘 та ознаки 𝑗. Позна-
чимо:

𝐶*
𝑘,𝑗 =

1

|𝐴𝑘|
∑︁
𝑋𝑖∈𝐴𝑘

𝑋𝑖,𝑗,

де |𝐴𝑘| — кiлькiсть точок у кластерi 𝐴𝑘.

Формули оновлення центрiв для рiзних штрафних функцiй мають ви-
гляд:

• Hard-Thresholding (𝑃0):

𝐶𝑘,𝑗 =

⎧⎨⎩𝐶*
𝑘,𝑗, якщо ‖𝑋‖22 > 𝜌(𝑋,𝑀𝐶*

·,𝑗)
2 + 𝑛𝜆,

0, iнакше.
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Тобто ознака 𝑗 зберiгається у моделi лише в тому випадку, якщо її
внесок у зменшення внутрiшньокластерної дисперсiї є достатньо ве-
ликим i перевищує регуляризацiйний штраф 𝜆.

Тут матриця 𝑀 ∈ {0, 1}𝑛×𝐾 — це матриця, де 𝑀𝑖,𝑘 = 1, якщо спосте-
реження 𝑖 належить кластеру 𝑘, i 0 — iнакше. Таким чином, добуток
𝑀𝐶*

·,𝑗 повертає вектор, у якому кожному об’єкту 𝑖 призначено сере-
днє значення ознаки 𝑗 вiдповiдно центру його кластера. Це дозволяє
обчислити залишки вiд змiни ознаки через центри кластерiв.

• Lasso (𝑃1):

𝐶𝑘,𝑗 = max

⎛⎝0, 1− 𝑛𝜆

2|𝐴𝑘|
⃒⃒⃒
𝐶*

𝑘,𝑗

⃒⃒⃒
⎞⎠𝐶*

𝑘,𝑗.

Формула реалiзує м’яке скорочення модулiв координат центрiв кла-
стерiв.

• Ridge (𝑃2):

𝐶𝑘,𝑗 =
1

1 + 𝑛𝜆
|𝐴𝑘|

𝐶*
𝑘,𝑗,

що вiдповiдає регулярному “стисканню” центрiв кластерiв до нуля без
обнулення.

• Group Lasso (𝑃3):
Якщо ‖𝐶*

·,𝑗‖2 ̸= 0, тодi:

𝐶𝑘,𝑗 =
1

1 + 𝑛𝜆
2|𝐴𝑘|‖𝐶*

·,𝑗‖2

𝐶*
𝑘,𝑗.

В iншому випадку центри за ознакою 𝑗 обнуляються. Даний механiзм
проводить груповий вiдбiр ознак на рiвнi усiєї змiнної.

4. Критерiй зупинки: Алгоритм повторюється доти, доки:

• кластернi призначення перестають змiнюватися,

• зменшення цiльової функцiї стає меншим за наперед заданий порiг,

• досягнуто максимальну кiлькiсть iтерацiй.

Через наявнiсть локальних мiнiмумiв рекомендується запускати алго-
ритм з кiлькома рiзними початковими iнiцiалiзацiями та обирати най-
краще рiшення за значенням цiльової функцiї.
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Таким чином, модифiкований алгоритм Ллойда для регуляризацiї дозво-
ляє ефективно здiйснювати як кластеризацiю, так i автоматичний вiдбiр iн-
формативних ознак.

3.4 Вибiр параметра регуляризацiї 𝜆

Важливою складовою побудови регуляризованої кластеризацiйної моделi є
правильний вибiр значення параметра регуляризацiї 𝜆. Значення 𝜆 визначає
баланс мiж якiстю кластеризацiї та кiлькiстю вибраних ознак, впливаючи на
ступiнь розрiдженостi рiшення.

У данiй роботi розглядаються наступнi пiдходи до вибору оптимального
значення 𝜆.

1. Iнформацiйнi критерiї: AIC та BIC

Один iз базових методiв пiдбору 𝜆 полягає у використаннi iнформацiйних
критерiїв, таких як AIC (Akaike Information Criterion) та BIC (Bayesian Informati-
on Criterion), якi поєднують оцiнку якостi кластеризацiї з урахуванням скла-
дностi моделi.

В обчисленнях використовуються наступнi формули:

AIC = WCSS + 2𝐾𝑝sel,

BIC = WCSS +𝐾𝑝sel ln(𝑛),

де:

• WCSS — сумарна внутрiшньокластерна дисперсiя,

• 𝐾 — кiлькiсть кластерiв,

• 𝑝sel — кiлькiсть активних (вибраних) ознак,

• 𝑛 — кiлькiсть спостережень.

2. Пiдхiд на основi стабiльностi кластеризацiї

Альтернативною стратегiєю є вибiр 𝜆 на основi оцiнки стабiльностi результа-
тiв кластеризацiї [7] при незначних варiацiях у даних.
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Iнтуїтивно, якщо кластеризацiйний алгоритм є стабiльним, невеликi змiни
у вибiрцi не повиннi призводити до суттєвої змiни кластерних призначень.
Формально вiдстань мiж двома кластеризацiями 𝜓1 та 𝜓2 визначається як:

𝑑(𝜓1, 𝜓2) = P [𝐼{𝜓1(𝑋) = 𝜓1(𝑌 )}+ 𝐼{𝜓2(𝑋) = 𝜓2(𝑌 )}] ,

де 𝐼(·) — iндикаторна функцiя, а 𝑋 та 𝑌 — незалежнi вибiрки з однакового
розподiлу.

На основi цiєї вiдстанi визначається кластеризацiйна нестабiльнiсть:

𝑠(𝜓;𝜆) = E[𝑑{𝜓(𝑋1;𝜆), 𝜓(𝑋2;𝜆)}],

де очiкування береться за незалежними вибiрками 𝑋1 та 𝑋2.
Для оцiнки нестабiльностi пропонуються рiзнi варiанти процедур:

• Використання бутстреп-зразкiв: на кожнiй iтерацiї формуються двi бутстреп-
вибiрки розмiру 𝑛, а валiдацiйним набором виступає оригiнальна вибiрка.

• Використання перетину унiкальних об’єктiв з двох бутстреп-вибiрок як
валiдацiйного набору.

• Використання третьої незалежної бутстреп-вибiрки як валiдацiйного на-
бору.

Хоча методи, заснованi на оцiнцi стабiльностi, теоретично мають сильну
мотивацiю, на практицi вони можуть бути обчислювально складними та менш
ефективними у порiвняннi з простiшими пiдходами (такими як AIC/BIC).

3. Gap-метод для вибору 𝜆

Ще одним пiдходом до вибору оптимального значення 𝜆 є адаптацiя iдеї Gap-
методу до задачi регуляризованої кластеризацiї [7].

Пiдхiд полягає в аналiзi змiни WCSS при послiдовному включеннi нових
ознак у модель:

Δ𝑞+1 =
1

𝑛
WCSS𝑞+1 −

1

𝑛
WCSS𝑞,

де 𝑞 — кiлькiсть вже включених ознак.
Iнтерпретацiя:

• Якщо Δ𝑞+1 близьке до 0, додана ознака добре узгоджується з поточним
розбиттям.
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• Якщо Δ𝑞+1 близьке до 1, ознака випадкова i не покращує кластеризацiю.

Для об’єктивної оцiнки величини Δ𝑞+1 використовується порiвняння з очi-
куваним зростанням WCSS при додаваннi випадкової (перемiшаної) змiнної.
Для цього:

• Перемiшується одна ознака у даних.

• Знову виконується кластеризацiя i обчислюється Δ*
𝑞+1.

• Процедура повторюється 𝑆 разiв (наприклад, 𝑆 = 50) для оцiнки сере-
днього та дисперсiї Δ*

𝑞+1.

Далi обчислюється стандартизована вiдстань:

𝐷𝑞+1 =
𝑚−Δ𝑞+1

𝑠
,

де 𝑚 i 𝑠 — середнє та стандартне вiдхилення отриманих Δ*
𝑞+1.

Оптимальне значення 𝜆 вибирається таким чином, щоб вiдповiдати ма-
ксимуму 𝐷𝑞+1, або мiнiмальному значенню 𝜆, для якого 𝐷𝑞+1 знаходиться в
межах заданої кiлькостi стандартних вiдхилень вiд максимуму.

Gap-метод ефективно враховує як якiсть пояснення даних новими ознака-
ми, так i ймовiрнiсть випадкового покращення кластеризацiї, що робить його
особливо корисним у задачах з великою кiлькiстю шумових змiнних.
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4 Практичне застосування регуляризацiї
в задачах кластеризацiї

4.1 Постановка задачi

У сучасному свiтi безконтактних платежiв фрод (шахрайство) є однiєю з най-
бiльших загроз для фiнансових установ, платiжних систем та продавцiв. Це
не лише знижує прибутковiсть компанiй, але й пiдриває довiру клiєнтiв, що
є ключовим фактором стабiльностi сучасної цифрової економiки. Фрод може
набувати рiзних форм залежно вiд методiв його здiйснення, зокрема:

• Класичний (зловмисний) фрод — ситуацiї, коли шахрай отримує до-
ступ до платiжних реквiзитiв користувача без його вiдома i здiйснює
несанкцiонованi транзакцiї. До таких випадкiв належать використання
вкрадених карткових даних, скiмiнг, фiшинг, крадiжка особистої iнфор-
мацiї тощо.

• Дружнiй фрод — це тип шахрайства, який вiдбувається зi сторони клi-
єнта, коли власник картки iнiцiює повернення коштiв за транзакцiю, яку
насправдi здiйснив свiдомо. Основнi причини такого фроду можуть бути:

– Забуття про покупку.

– Незадоволенiсть продуктом або послугою.

– Свiдоме введення банку в оману з метою отримання безкоштовного
продукту або послуги.

– Використання картки дiтьми або членами сiм’ї без дозволу власника.

Платiжнi системи встановлюють суворi обмеження на рiвень допустимого
фроду, оскiльки високi показники шахрайства можуть негативно вплинути на
їхню репутацiю та стабiльнiсть фiнансових потокiв. Невиконання цих вимог
може призвести до значних фiнансових санкцiй або навiть втрати права на
обробку карткових платежiв, що є серйозним ризиком для бiзнесу.

Тому в IТ-компанiї, що розробляє пiдписочнi додатки, виникає необхi-
днiсть сегментувати користувачiв за рiвнем ризику створення дружнього
фроду, щоб покращити управлiння пiдписками та мiнiмiзувати фiнансовi ри-
зики.



26

Метою цiєї задачi є кластеризацiя користувачiв на кiлька груп iз рiзни-
ми рiвнями ризику здiйснення дружнього фроду. Оскiльки данi користувачiв
можуть мiстити велику кiлькiсть нерелевантних або шумових ознак, якi не
лише ускладнюють процес кластеризацiї, але й можуть призводити до непра-
вильної iнтерпретацiї результатiв, будуть використанi методи регуляризацiї,
що були описанi в попередньому роздiлi.

Задача кластеризацiї буде виконуватися на основi великого набору iстори-
чних даних, що вiдображають рiзноманiтнi аспекти поведiнки користувачiв i
включають такi змiннi:

• user uuid: Унiкальний iдентифiкатор користувача;

• payment method: Метод оплати користувача;

• trial period: Тривалiсть пробного перiоду пiдписки користувача;

• group country: Група країни користувача;

• gender: Стать користувача;

• age group: Вiкова група користувача;

• login: Факт логiну користувача в додаток;

• source: Джерело реєстрацiї користувача (наприклад, реклама в соцмере-
жах);

• has cons: Факт придбання додаткової консультанцiйної послуги користу-
вачем;

• has otp upsell: Факт придбання додаткового матерiалу користувачем ;

• rebill number: Кiлькiсть повторних платежiв по пiдписцi;

• card type: Тип картки користувача (наприклад, дебетова або кредитна);

• issuing bank: Банк-емiтент, що випустив картку користувача;

• card brand: Бренд картки;

• fraud count: Кiлькiсть повiдомлень про шахрайськi операцiї, пов’язанi з
користувачем;

• income count: Кiлькiсть здiйснених платежiв користувачем.
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4.2 Методи оцiнювання

У рамках цiєї задачi для порiвняння якостi кластеризацiї, здiйсненої за допо-
могою рiзних методiв регуляризацiї, будуть використанi оцiнки, розглянутi в
роздiлi 2.3. Однак, для того, щоб оцiнити не лише якiсть самого процесу кла-
стеризацiї, а й ефективнiсть сегментацiї користувачiв, буде введена додатко-
ва специфiчна метрика FDS(Fraud Disproportion Score) - оцiнка диспропорцiї
частки фроду до частки доходу для кластеру.

Метрика FDS буде використовуватися для порiвняння результатiв класте-
ризацiї, що дозволяє оцiнити не тiльки внутрiшню однорiднiсть кластерiв, а й
їх здатнiсть адекватно роздiляти користувачiв на групи з високим i низьким
ризиком здiйснення фроду. Це дозволить глибше проаналiзувати ефектив-
нiсть кожного методу регуляризацiї у контекстi виявлення ризикових груп
користувачiв. FDS для даної задачi обчислюється за наступною формулою:

FDS =
𝐶∑︁

𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑘
𝑇𝑃

− 𝑓𝑘
𝑇𝐹

⃒⃒⃒⃒
, (14)

де:

• 𝑇𝑃 — загальна кiлькiсть платежiв усiх користувачiв.

• 𝑇𝐹 — загальна кiлькiсть випадкiв фроду серед усiх користувачiв.

• 𝑝𝑘 — кiлькiсть платежiв в кластерi 𝑘.

• 𝑓𝑘 — кiлькiсть випадкiв фроду в кластерi 𝑘.

• 𝐶 — кiлькiсть кластерiв.

FDS набуває значень у дiапазонi вiд 0 до 1. Чим ближчий результат ме-
трики до 1 , тим краща кластеризацiя: якщо метрика для кластеру 𝑘 велика,
це означає, що в кластерi 𝑘 значна диспропорцiя мiж часткою платежiв та
часткою фроду. Такий кластер є бiльш однорiдним i вiдповiдає бiльш чiтким
характеристикам задачi, що пiдвищує ефективнiсть виявлення фроду.

Мала метрика, яка наближається до 0, вказує на гармонiйне спiввiдно-
шення платежiв та фроду в кластерi, що може свiдчити про погану класте-
ризацiю, де рiзнi типи користувачiв змiшанi, i важко визначити, якi з них є
ризикованими.
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4.3 Пiдготовка даних

Перед початком кластеризацiї було проведено пiдготовку даних з метою при-
ведення їх до єдиного числового формату та зменшення потенцiйного впли-
ву нерелевантних ознак. Спочатку з набору даних було виключено iденти-
фiкатор користувача та цiльовi змiннi, що безпосередньо пов’язанi з кiлькi-
стю доходу i випадкiв фроду, оскiльки вони використовуються виключно для
подальшої валiдацiї результатiв кластеризацiї - обрахунку метрики FDS.

Бiнарнi логiчнi змiннi, що мiстять iнформацiю про активнiсть користувача
та придбання додаткових послуг, були приведенi до числового типу шляхом
замiни логiчних значень на числовi (0 або 1). Такий пiдхiд дозволив включити
їх до подальшої обробки як числовi ознаки.

Категорiальнi змiннi з невеликою кiлькiстю унiкальних значень були зако-
дованi методом One-Hot кодування, що дало змогу перетворити кожне значе-
ння у вiдповiдну бiнарну ознаку, уникаючи штучної iєрархiї мiж категорiями.

Для змiнної з високою кiлькiстю можливих значень (банк-емiтент картки)
було застосовано частотне кодування, тобто кожному значенню ознаки було
призначено число, що вiдповiдає частотi його появи у вибiрцi. Такий пiдхiд
не збiльшує розмiрнiсть та дозволяє уникнути надлишковостi ознак, що мо-
же виникати при використаннi One-Hot кодування для змiнних iз великою
кiлькiстю унiкальних значень.

Далi всi числовi ознаки, включно з закодованими логiчними та частотно
закодованими, було стандартизовано з використанням масштабування до се-
реднього нуль та одиничного стандартного вiдхилення. Це дозволило приве-
сти всi ознаки до однакового масштабу, що є критично важливим при засто-
суваннi методiв кластеризацiї, якi базуються на метриках вiдстанi в просторi.

У результатi даної обробки було сформовано матрицю ознак, придатну
для подальшої роботи. Також було сформовано повний список назв усiх ознак,
включаючи тi, що виникли внаслiдок One-Hot кодування. Це дало змогу iн-
терпретувати результати кластеризацiї з урахуванням усiх трансформацiй.

4.4 Застосування алгоритму 𝑘-середнiх

На початковому етапi було реалiзовано класичний алгоритм кластеризацiї
методом 𝑘-середнiх. На вiдмiну вiд готових вбудованих рiшень, реалiзацiя
була виконана вручну з метою повного контролю над логiкою алгоритму та
можливостi подальшої адаптацiї до застосування методiв регуляризацiї.
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Алгоритм реалiзовано за класичною схемою Ллойда. Початково центри
кластерiв iнiцiалiзуються випадковим чином iз вибiрки. Далi, на кожнiй iте-
рацiї, кожна точка призначається до найближчого центру кластеру за ев-
клiдовою вiдстанню. Пiсля цього центри кластерiв оновлюються як середнє
значення точок, що до них належать. Процес повторюється доти, поки змiна
координат центрiв не стане меншою за наперед заданий порiг - 0.0001, або не
буде досягнуто максимальної кiлькостi iтерацiй - 50.

Окрiм iмплементацiї базового алгоритму кластеризацiї, реалiзацiя також
включає обчислення основних якiсних метрик: силуетного коефiцiєнта, iнде-
ксу Девiса-Болдiна, середньої внутрiшньо- та мiжкластерної вiдстанi, а також
специфiчної метрики FDS. Це дозволяє не лише кластеризувати данi, а й якi-
сно оцiнити отриманi результати.

Для вибору оптимальної кiлькостi кластерiв було побудовано графiки
основних метрик в залежностi вiд кiлькостi кластерiв 𝑘(Рис. 3). За їх вiзуаль-
ним аналiзом можна твердити, що найкращою кiлькiстю кластерiв є 𝑘 = 6,
оскiльки FDS досягає в цiй точцi максимума, а значення iнших метрик є
близькими до найкращих.

Рис. 3
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Для вибраного значення 𝑘 результати кластеризацiї було оцiнено за вiд-
повiдними метриками. Їх значення наведено в таблицi нижче:

Метрика Значення
Силуетний коефiцiєнт (Silhouette Score) 0.1404
Iндекс Давiса-Болдiнi (Davies-Bouldin Index) 1.8793
Середня внутрiшньокластерна вiдстань 6.8393
Середня мiжкластерна вiдстань 3.6802
Fraud Disproportion Score (FDS) 0.5579

Табл. 2: Оцiнка якостi кластеризацiї методом 𝑘-середнiх(𝑘 = 6)
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4.5 Регуляризацiя методом Hard-Thresholding

З метою вiдбору iнформативних ознак i пiдвищення iнтерпретованостi кла-
стеризацiї було реалiзовано модифiкацiю алгоритму 𝑘-середнiх iз застосува-
нням L0-регуляризацiї. Вiдповiдно до формули штрафної функцiї 10, пiсля
кожної iтерацiї оновлення центрiв кластерiв виконується аналiз значущостi
кожної ознаки, i якщо її внесок у зменшення загальної похибки кластеризацiї
є недостатнiм, значення цiєї ознаки занулюється в усiх центроїдах.

Реалiзований алгоритм HT-KMeans передбачає виконання класичних кро-
кiв кластеризацiї: iнiцiалiзацiя центрiв, призначення точок до найближчих
центрiв, оновлення центрiв як середнє по точках кластеру. Пiсля цього засто-
совується регуляризацiйний крок, де для кожної ознаки перевiряється умова:

‖𝑋‖22 > 𝜌(𝑋,𝑀𝐶*
·,𝑗)

2 + 𝑛𝜆

У разi невиконання цiєї умови всi значення ознаки 𝑗 в центроїдах за-
нулюються. Таким чином, ознаки, що не демонструють суттєвого вкладу у
вiдмiннiсть мiж кластерами, автоматично виключаються з моделi.

Для вибору оптимального значення регуляризацiйного параметра 𝜆 було
використано кiлька пiдходiв: iнформацiйнi критерiї AIC i BIC, а також ме-
тод Gap-статистики. Окрiм того, було враховано сукупнiсть якiсних метрик,
аналогiчних до використаних для звичайного методу 𝑘-середнiх: силуетний
коефiцiєнт, iндекс Девiса-Болдiна, внутрiшньо- та мiжкластернi вiдстанi, а
також специфiчна метрика Fraud Disproportion Score (FDS). На рисунках
4-5 зображено графiки вiдповiдних метрик в залежностi вiд значення 𝜆. З
вiзуального аналiзу можемо дiйти до висновку, що для даної моделi найопти-
мальнiший параметр 𝜆 = 0.2.
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Рис. 4

Рис. 5
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Для вибраного значення 𝜆 результати кластеризацiї було оцiнено за вiд-
повiдними метриками. Їх значення наведено в таблицi нижче:

Метрика Значення
Силуетний коефiцiєнт (Silhouette Score) 0.1046
Iндекс Давiса-Болдiнi (Davies-Bouldin Index) 1.8945
Середня внутрiшньокластерна вiдстань 5.0475
Середня мiжкластерна вiдстань 3.6814
Fraud Disproportion Score (FDS) 0.5702

Табл. 3: Оцiнка якостi кластеризацiї з використанням L0-регуляризацiї

Завдяки використанню регуляризацiї, частина координат центрiв класте-
рiв набули нульових значень, що свiдчить про виключення вiдповiдних ознак
з моделi. Ненульовими залишились лише 6 ознак, координати яких можна
побачити в табличцi нижче:

Ознака Центр 1 Центр 2 Центр 3 Центр 4 Центр 5 Центр 6
payment method card 0.512 0.435 0.510 0.478 0.528 0.541
card brand VISA 0.578 0.611 0.590 0.609 0.632 0.594
trial period -0.760 -0.813 1.234 0.214 -0.046 -0.690
rebill number -0.182 -0.236 -0.229 -0.134 -0.058 3.375
login 0.458 0.458 0.458 0.458 -2.183 -0.190
has otp upsell -0.485 -0.485 -0.485 2.063 -0.104 -0.059
card brand MASTERCARD 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
has cons 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

Табл. 4: Координати центрiв для L0-регуляризацiї

Це демонструє ключову особливiсть методу — повне занулення ознак, якi
не сприяють покращенню кластеризацiї. Таким чином, модель автоматично
здiйснює вiдбiр ознак, залишаючи лише тi, що є релевантними для кластер-
ного подiлу.
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4.6 Регуляризацiя методом Lasso

Наступним кроком дослiдження стало реалiзацiя та застосування L1-регуляризацiї.
На вiдмiну вiд методу Hard-Thresholding, описаного в попередньому роздiлi,
Lasso передбачає м’яке порогове усiчення координат центрiв кластерiв, що
дозволяє поступово знижувати вагу менш значущих ознак у кожному кла-
стерi, при цьому зберiгаючи їхню часткову iнформацiйну цiннiсть. Iснують
випадки, коли значення певної ознаки для конкретного кластера повнiстю
занулюється, проте, на вiдмiну вiд L0-регуляризацiї, сама ознака не обнуля-
ється у всiх центроїдах одночасно.

Реалiзацiя алгоритму складається з класичних етапiв: початкової випад-
кової iнiцiалiзацiї центрiв кластерiв, призначення кожної точки до найближ-
чого центроїда та оновлення центрiв. Пiсля обчислення стандартних центрiв
здiйснюється застосування м’якого порогового усiчення до кожної компонен-
ти центру вiдповiдно до формули:

𝐶𝑘,𝑗 = max

⎛⎝0, 1− 𝑛𝜆

2|𝐴𝑘|
⃒⃒⃒
𝐶*

𝑘,𝑗

⃒⃒⃒
⎞⎠𝐶*

𝑘,𝑗.

де 𝐶*
𝑘,𝑗 — стандартний центр кластера 𝑘 по ознацi 𝑗, 𝑛— загальна кiлькiсть

спостережень, |𝐴𝑘| — кiлькiсть точок у кластерi 𝑘, 𝜆 — параметр регуляри-
зацiї.

Алгоритм працює до досягнення збiжностi або максимального числа iте-
рацiй. Аналогiчно до попереднього методу для вибору оптимального значення
регуляризацiйного параметра 𝜆 було використано кiлька пiдходiв. На рисун-
ках 6-7 зображено графiки вiдповiдних метрик в залежностi вiд значення 𝜆.
Помiтно, що найкращим параметром для даної моделi є 𝜆 = 0.15
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Рис. 6

Рис. 7
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Для вибраного значення 𝜆 результати кластеризацiї було оцiнено за вiд-
повiдними метриками. Їх значення наведено в таблицi нижче:

Метрика Значення
Силуетний коефiцiєнт (Silhouette Score) 0.1536
Iндекс Давiса-Болдiнi (Davies-Bouldin Index) 1.1294
Середня внутрiшньокластерна вiдстань 3.5848
Середня мiжкластерна вiдстань 3.4052
Fraud Disproportion Score (FDS) 0.6199

Табл. 5: Оцiнка якостi кластеризацiї з використанням L1-регуляризацiї

Подальший аналiз координат центрiв кластерiв виявив, що частина ознак
набули значень, близьких до нуля, що є характерною властивiстю Lasso як
методу регуляризацiї — поступове зменшення впливу менш значущих ознак
без їх повного виключення для кожного окремого центроїда. Водночас у де-
яких ознаках спостерiгалося повне занулення значень у окремих координатах,
що свiдчить про локальне вiдсiювання менш релевантної iнформацiї.

Таким чином, регуляризацiйний метод Lasso дозволяє не лише знаходити
структурованi кластери, але й здiйснювати вiдбiр релевантних ознак, що є
важливим для пiдвищення якостi сегментацiї та iнтерпретованостi моделей у
задачах з великою кiлькiстю вхiдних змiнних.

Для пiдтвердження роботи алгоритму наведено фрагмент таблицi з коор-
динатами центрiв кластерiв для деяких ознак(Табл. 6).

Ознака Центр 1 Центр 2 Центр 3 Центр 4 Центр 5 Центр 6
rebill number 0.008 0.056 0.000 0.000 0.000 1.852
group country USA 0.074 0.125 0.024 0.000 0.000 0.000
login 0.253 0.000 0.135 0.087 -1.691 0.098
age group 31-45 0.172 0.009 0.047 0.000 0.000 0.000
age group 45+ 0.095 0.080 0.077 0.000 0.040 0.000
source Facebook 0.267 0.000 0.172 0.578 0.043 0.020
card brand VISA 0.372 0.000 0.240 0.074 0.121 0.003
card brand MASTERCARD 0.218 0.000 0.114 0.000 0.000 0.190

Табл. 6: Координати центрiв для L1-регуляризацiї
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4.7 Регуляризацiя методом Ridge

На вiдмiну вiд L0 та L1 методiв, регуляризацiя методом Ridge не призводить
до занулення координат. Замiсть цього вона м’яко зменшує ваги ознак, засто-
совуючи масштабування центрiв кластерiв, що забезпечує стабiлiзацiю моделi
та зниження впливу менш значущих ознак без їх повного виключення.

У реалiзованому алгоритмi 𝑘-середнiх з Ridge-регуляризацiєю iтерацiї скла-
даються з класичних крокiв призначення точок до найближчих центрiв i
оновлення центрiв кластерiв як середнього значення точок вiдповiдного кла-
стера. Пiсля обчислення стандартних центрiв застосовується коефiцiєнт сти-
снення, який залежить вiд параметра регуляризацiї 𝜆 та розмiру кластера,
що зменшує амплiтуду координат центрiв, вiдповiдно до формули оновлення
координат центроїдiв:

𝐶𝑘,𝑗 =
1

1 + 𝑛𝜆
|𝐴𝑘|

𝐶*
𝑘,𝑗,

Пiдбiр оптимального значення 𝜆 для моделi виконувався за допомогою iн-
формацiйних критерiїв AIC, BIC та Gap-статистики, силуетного коефiцiєнта,
iндексу Девiса-Болдiнi, середнiх внутрiшньо- та мiжкластерних вiдстаней, а
також спецiалiзованого показника Fraud Disproportion Score (FDS). На рисун-
ках 8-9 зображенi графiки вiдповiдних метрик в залежностi вiд значення 𝜆.
З вiзуального аналiзу можна дiйти до висновку, що найкращим параметром
є 𝜆 = 0.13. Для вибраного значення 𝜆 результати кластеризацiї було оцiнено
за вiдповiдними метриками. Їх значення наведено в таблицi нижче:

Метрика Значення
Силуетний коефiцiєнт (Silhouette Score) 0.1417
Iндекс Девiса-Болдiнi (Davies-Bouldin Index) 1.5522
Середня внутрiшньокластерна вiдстань 4.9604
Середня мiжкластерна вiдстань 1.9444
Fraud Disproportion Score (FDS) 0.5781

Табл. 7: Оцiнка якостi кластеризацiї з використанням L2-регуляризацiї
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Рис. 8

Рис. 9
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Для iлюстрацiї роботи алгоритму Ridge K-Means в таблицi нижче наведе-
но координати центрiв кластерiв за вибраними деякими ознаками. Як видно
з таблицi, L2-регуляризацiя зменшує значення координат, не занулюючи їх
повнiстю, що дозволяє зберiгати внесок усiх ознак у кластеризацiю, забезпе-
чуючи при цьому стабiльнiсть моделi.

Ознака Центр 1 Центр 2 Центр 3 Центр 4 Центр 5 Центр 6
payment method card 0.345 0.166 0.327 0.256 0.293 0.165
group country EU 0.345 0.002 0.275 0.230 0.213 0.124
age group 31–45 0.272 0.148 0.230 0.202 0.154 0.113
card brand MASTERCARD 0.304 0.059 0.282 0.223 0.211 0.135
trial period -0.568 0.050 0.773 0.100 -0.035 -0.200
login 0.328 0.086 0.287 0.244 -1.193 0.024

Табл. 8: Координати центрiв для L2-регуляризацiї

4.8 Регуляризацiя методом Group Lasso

Метод Group Lasso є розширенням класичних методiв регуляризацiї, який до-
зволяє виконувати груповий вiдбiр ознак. На вiдмiну вiд Lasso, що застосовує
регуляризацiю до окремих координат центрiв кластерiв, Group Lasso оперує
на рiвнi повних ознак, тобто усiх координат певної ознаки одночасно. Це за-
безпечує одночасне збереження або виключення ознаки у всiх кластерах.

У реалiзацiї алгоритму для кожної iтерацiї пiсля обчислення стандар-
тних центрiв кластерiв визначаються 𝐿2-норми по колонках матрицi центрiв
(ознак). Для кожної координати центру виконується масштабування з коефi-
цiєнтом стиснення, який залежить вiд параметра регуляризацiї 𝜆, кiлькостi
елементiв у кластерi та норми вiдповiдної ознаки. Для ознак з малою нормою
коефiцiєнт стиснення суттєво знижує їх вагу, фактично зануляючи повнiстю
всi координати цiєї ознаки.

Як i в iнших методах, для вибору найкращого параметру 𝜆 були побу-
дованi графiки якiсних метрик, iнформацiйних критерiїв AIC, BIC та Gap-
статистики(Рис. 10-11). З вiзуального аналiзу даних графiкiв можна дiйти до
висновку, що найкращим параметром є 𝜆 = 0.1.



40

Рис. 10

Рис. 11
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Для вибраного значення 𝜆 результати кластеризацiї було оцiнено за вiд-
повiдними метриками. Їх значення наведено в таблицi нижче:

Метрика Значення
Силуетний коефiцiєнт (Silhouette Score) 0.1466
Iндекс Девiса-Болдiнi (Davies-Bouldin Index) 1.5336
Середня внутрiшньокластерна вiдстань 4.2568
Середня мiжкластерна вiдстань 3.4556
Fraud Disproportion Score (FDS) 0.6135

Табл. 9: Оцiнка якостi кластеризацiї з використанням Group Lasso

В процесi застосування методу Group Lasso спостерiгається очiкувана по-
ведiнка, що частина ознак набуває значень координат центроїдiв близьких
до нуля(Табл. 10). Це свiдчить про суттєве зменшення їхнього впливу на
формування кластерiв, хоча повного занулення може i не вiдбуватися. Та-
кий механiзм групового стискання дозволяє ефективно фiльтрувати менш
iнформативнi ознаки, пiдвищуючи стабiльнiсть та iнтерпретованiсть моделi
кластеризацiї.

Ознака Центр 1 Центр 2 Центр 3 Центр 4 Центр 5 Центр 6
payment method google pay 0.082 0.031 0.067 0.054 0.056 0.030
group country OTHERS 0.237 0.013 0.190 0.181 0.179 0.131
source Bing 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
card type PREPAID 0.040 0.000 0.022 0.007 0.021 0.005

Табл. 10: Координати центрiв для Group Lasso
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4.9 Аналiз ефективностi методiв та результати задачi

Для порiвняння та вибору найкращого методу кластеризацiї у межах постав-
леної задачi було проведено комплексний аналiз ефективностi розглянутих
методiв регуляризацiї Hard-Thresholding, Lasso, Ridge i Group Lasso, а також
класичного методу 𝑘-середнiх. Цей аналiз включав оцiнку ключових метрик,
що дозволили всебiчно оцiнити якiсть кластеризацiї з урахуванням її стру-
ктури, роздiльностi, компактностi та специфiчних особливостей самої задачi.

В результатi проведеного аналiзу методiв було сформовано таблицю (Табл.
11), яка мiстить ключовi метрики для оцiнки якостi та ефективностi класте-
ризацiї.

Метод Силуетний Давiса–Болдiна Внутрiшньокластерна Мiжкластерна FDS
коеф. Iндекс вiдстань вiдстань

𝑘-середнiх 0.1404 1.8793 6.8393 3.6802 0.5579
Hard-Thresholding 0.1046 1.8945 5.0475 3.6814 0.5702
Lasso 0.1536 1.1294 3.5848 3.4052 0.6199
Ridge 0.1417 1.5522 4.9604 1.9444 0.5781
Group Lasso 0.1466 1.5336 4.2568 3.4556 0.6135

Табл. 11: Порiвняння ефективностi методiв кластеризацiї

Провiвши аналiз даної таблицi можна з впевненiстю сказати, що метод
Lasso продемонстрував найкращi результати для даної задачi серед усiх пiд-
ходiв. Завдяки цьому методу вдалося видiлити найбiльш компактнi кластери,
що пiдтверджується найменшим значенням внутрiшньокластерної вiдстанi.
Крiм того, Lasso вирiзняється найвищими показниками силуетного коефiцi-
єнта та iндексу Девiса-Болдiнi, що свiдчить про чiткiсть та роздiльнiсть кла-
стерiв. Особливо важливо, що найбiльш критична бiзнесова метрика — Fraud
Disproportion Score (FDS) — також досягла найвищого значення при застосу-
ваннi саме цього методу,що пiдкреслює його ефективнiсть у задачi сегментацiї
користувачiв.

Переваги Lasso методу для даної задачi зумовленi особливостями меха-
нiзму м’якого порогового усiчення, що дозволяє зменшувати вагу менш iн-
формативних ознак у кожному кластерi без їх повного виключення. Такий
пiдхiд пiдтримує баланс мiж розрiдженням моделi та збереженням важливої
iнформацiї, що сприяє бiльш точному та стабiльному подiлу даних.

Вiдмiннiсть Lasso вiд L0-регуляризацiї полягає в тому, що останнє може
дуже радикально вилучати ознаки, що iнодi призводить до втрати корисної
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iнформацiї. Ridge i Group Lasso, хоча й забезпечують плавне зменшення ваг
ознак, не дають такого рiвня розрiдженостi i точного вiдбору, що вiдобража-
ється у менш виразнiй кластернiй структурi. Таким чином, Lasso забезпечує
оптимальний компромiс мiж якiстю кластеризацiї та iнтерпретованiстю мо-
делi, що виявилось критичним для ефективної сегментацiї користувачiв.

Водночас iншi методи регуляризацiї також продемонстрували покраще-
ння якостi кластеризацiї у порiвняннi з класичним методом 𝑘-середнiх. Це
пiдтверджується покращенням метрик компактностi кластерiв, таких як вну-
трiшньокластерна вiдстань, а також пiдвищенням значення ключової бiзнес-
метрики — Fraud Disproportion Score (FDS). Загалом можна зробити висно-
вок, що регуляризацiя позитивно впливає на якiсть кластеризацiї у випадках,
коли данi мiстять велику кiлькiсть ознак та присутнiй шум, допомагаючи
знизити вплив нерелевантних чи надлишкових змiнних.

Результати кластеризацiї iз застосуванням методу регуляризацiї Lasso зо-
бражено на рисунку 12, а саме розподiл користувачiв за частками доходу та
фроду у кожному кластерi, а також метрику рiвня фроду, яка вiдображає
вiдносну частку фроду серед доходу для кожного сегменту.

Рис. 12

З графiку чiтко видно суттєву диспропорцiю мiж часткою доходу та час-
ткою фроду у рiзних кластерах, що свiдчить про чiткий розподiл користува-
чiв на групи з рiзним ризиком здiйснення фроду.
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Такий розподiл дозволяє бiзнесу зосередити увагу на найбiльш ризико-
ваних сегментах, що допомагає ефективнiше управляти ризиками, впрова-
джувати цiльовi заходи для запобiгання фродових випадкiв та покращувати
користувацький досвiд додатоком.



45

Висновки

У данiй роботi було дослiджено методи регуляризацiї в задачах кластериза-
цiї, зокрема їх застосування для покращення якостi сегментацiї користувачiв
мобiльного застосунку.

На теоретичному рiвнi було проаналiзовано основи кластеризацiї, зокре-
ма класичний метод 𝑘-середнiх. Окрему увагу придiлено основним метри-
кам оцiнки якостi кластеризацiї — силуетному коефiцiєнту, iндексу Девiса-
Болдiнi, внутрiшньокластернiй та мiжкластернiй вiдстаням.

У рамках дослiдження було детально розглянуто постановку задачi регу-
ляризацiї в методi 𝑘-середнiх. Вивчено чотири типи штрафних функцiй: L0-
регуляризацiю (Hard-Thresholding), L1-регуляризацiю (Lasso), L2-регуляризацiю
(Ridge) та Group Lasso-регуляризацiю. Для кожного з пiдходiв було описано
вiдповiдний механiзм впливу на модель та реалiзовано алгоритм їх обчислен-
ня. Також дослiджено методи вибору параметра регуляризацiї 𝜆, включаючи
AIC, BIC, Gap-метод та оцiнку стабiльностi кластеризацiї.

У практичнiй частинi було поставлено задачу сегментацiї користувачiв за
ризиком здiйснення “дружнього фроду” на основi iсторичних поведiнкових
даних. Для оцiнки ефективностi кластеризацiї було введено специфiчну ме-
трику Fraud Disproportion Score (FDS), що враховує диспропорцiю мiж кiль-
кiстю фроду та доходом у кожному кластерi. Пiсля пiдготовки даних (коду-
вання категорiальних змiнних, стандартизацiя ознак), було реалiзовано базо-
вий метод 𝑘-середнiх, а також його регуляризованi версiї: Hard-Thresholding,
Lasso, Ridge та Group Lasso.

Порiвняльний аналiз метрик якостi кластеризацiї дозволив встановити,
що метод Lasso продемонстрував найкращi результати серед усiх протестова-
них пiдходiв. Цей метод дозволив видiлити найбiльш компактнi та роздiленi
кластери, що пiдтверджується найменшим значенням внутрiшньокластерної
вiдстанi, найвищим значенням силуетного коефiцiєнта та найнижчим iнде-
ксом Девiса-Болдiнi. Особливо важливо, що значення метрики FDS також
виявилось найвищим саме для Lasso, що свiдчить про його ефективнiсть у
задачi виявлення ризикованих сегментiв.

Переваги методу Lasso для даної задачi пояснюється його здатнiстю до
м’якого порогового усiчення координат центроїдiв, що дозволяє зменшити
вплив менш iнформативних ознак без їх повного виключення. Це забезпечує
збалансовану модель, здатну до ефективного вiдбору ознак i водночас до
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збереження ключової iнформацiї.
Водночас iншi методи регуляризацiї також продемонстрували покраще-

ння якостi кластеризацiї порiвняно з класичним 𝑘-середнiх. Це проявилось
у зниженнi внутрiшньокластерної вiдстанi, збiльшенi мiжкластерної вiдстанi
та зростаннi значення метрики FDS. Регуляризацiя виявилася особливо ко-
рисною при роботi з даними з великою кiлькiстю ознак та наявнiстю шуму,
дозволяючи знизити вплив нерелевантних змiнних.

Отже, результати дослiдження пiдтверджують, що застосування регуля-
ризацiї, зокрема методу Lasso, значно пiдвищує ефективнiсть кластеризацiї,
дозволяючи краще виявляти структуру даних, покращувати iнтерпретова-
нiсть моделей та приймати бiльш обґрунтованi бiзнес-рiшення.
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