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Вступ

Кожна резидуально скiнченна група допускає
точну дiю автоморфiзмами деякого локально скiн-
ченного кореневого дерева. Проте резидуальна
скiнченнiсть не є достатньою умовою iснування
точної дiї групи на заданому регулярному корене-
вому деревi. Крiм того, з iснування такої дiї ще
не випливає, що вона визначена конструктивно,
а тим бiльше за допомогою автоморфiзмiв спецi-
ального вигляду. Найзручнiшим способом задання
автоморфiзмiв є той, який використовує скiнчен-
нi автомати-транслятори. Iнакше кажучи, за такого
задання отримуємо точну дiю заданої групи скiн-
ченно становими автоморфiзмами регулярного ко-
реневого дерева.

Нагадаємо означення амальгамованого добутку
груп [1]. Нехай H — деяка група i Gi, i ∈ I — така
родина груп, що для кожного i ∈ I задано моно-
морфiзм групи H в Gi. Будемо ототожнювати H з
образами цих мономорфiзмiв. Тодi iндуктивна гра-
ниця родини (H,Gi, i ∈ I) вiдносно цих мономор-
фiзмiв називається амальгамованим добутком груп
Gi, i ∈ I з об’єднаною пiдгрупою H . Далi будемо
розглядати лише такi амальгамованi добутки, коли
група H є неодиничною (у випадку одиничної гру-
пи H одержимо вiльний добуток груп Gi, i ∈ I),
а жоден iз мономорфiзмiв не є сюр’єктивним, тоб-
то H ототожнюється з деякою власною пiдгрупою
Gi, i ∈ I .

Точнi дiї скiнченно становими автоморфiзмами
регулярного кореневого дерева резидуально скiн-
ченних амальгамованих добуткiв груп будувалися
явно у кiлькох роботах. Таку дiю групи SL2(Z),

котра розкладається в добуток циклiчних груп по-
рядкiв 4 i 6, амальгамованих за пiдгрупою порядку
2, на 4-арному деревi, було запропоновано в [2],
а на тернарному деревi — у [3]. Для амальгамо-
ваних добуткiв двох нескiнченних циклiчних груп
зображення скiнченно становими автоморфiзмами
вiдповiдних дерев знайдено в [4].

У цiй роботi розглянуто амальгамованi добутки
скiнченного числа нескiнченних циклiчних груп.
Вказано явно точнi дiї таких груп скiнченно ста-
новими автоморфiзмами регулярних кореневих де-
рев, параметри яких визначаються за параметрами
амальгамованих добуткiв.

Автоморфiзми кореневих дерев

Нехай X — скiнченний алфавiт, |X| = n ≥ 2,
X∗ та Xω — множини усiх слiв i нескiнченних
вправо слiв вiдповiдно над X . Множина X∗ що-
до операцiї приписування утворює вiльний моноїд.
Символом Tn позначимо регулярне кореневе дере-
во, множиною вершин якого є X∗, коренем — поро-
жнє слово Λ, а двi вершини u i v з’єднанi ребром
тодi й лише тодi, коли u = vx або v = ux для
деякого символу x алфавiту X . Множину Xk всiх
слiв довжини k називають k-тим рiвнем дерева Tn,
k ≥ 0. Кожна вершина цього дерева з’єднана ре-
бром рiвно з n вершинами наступного рiвня. Мно-
жина Xω ототожнюється з границею дерева Tn [5].

Позначимо символом Aut Tn групу автоморфiз-
мiв дерева Tn. Для задання автоморфiзмiв Tn мо-
жна використовувати мову автоматiв-трансляторiв
(далi просто автоматiв) над алфавiтом X . Автомат
A над X задається набором 〈Q,ϕ, ψ〉, де Q 6= ∅ —
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множина внутрiшнiх станiв, ϕ : Q×X → Q — фун-
кцiя переходiв, а ψ : Q×X → X — функцiя виходiв
автомата A. Функцiї переходiв i виходiв продовжу-
ються на множину Q × X∗ згiдно рiвностей

ϕ(q,Λ) = q, ϕ(q, ux) = ϕ(ϕ(q, w), x),

ψ(q,Λ) = Λ, ψ(q, ux) = ψ(ϕ(q, w), x),

де u ∈ X∗, x ∈ X . Будемо розглядати лише пiд-
становковi автомати, тобто такi, що для кожного
стану q ∈ Q вiдображення λq(·) = ψ(q, ·) є пiдста-
новкою з симетричної групи Sym(X). Автомати
можна задавати за допомогою помiчених орiєнто-
ваних графiв, якi називаються дiаграмами Мура.
Множиною вершин такого графа є Q, вершина q
має позначку λq, а з вершини q1 у вершину q2 ве-
де ребро з позначкою x тодi й тiльки тодi, коли
ϕ(q1, x) = q2. У кожному станi q ∈ Q автомат A
визначає вiдображення fA,q множин X∗ та Xω , за-
дане для довiльного слова чи нескiнченного слова
x1x2 . . . рiвнiстю

fA,q(x1x2 . . .) = ψ(q, x1)ψ(q, x1x2) . . .

Для пiдстановкового автомата таке вiдображення
буде автоморфiзмом кореневого дерева Tn i навпа-
ки, кожен автоморфiзм цього дерева визначається
певним вiдображенням вказаного вигляду. Якщо ж
вiдповiдний автомат є скiнченним, тобто множи-
на його станiв скiнченна, то автоморфiзм Tn, який
задається у кожному станi цього автомата, назива-
ється скiнченно становим.

Вживається також iнший спосiб задавання ав-
томорфiзмiв дерева Tn — рекурентний. Довiльний
автоморфiзм g ∈ Aut Tn визначається набором
(gx, x ∈ X)σ, у якому gx ∈ Aut Tn, x ∈ X , а
σ ∈ Sym(X). При цьому добуток g · h автомор-
фiзмiв g = (gx, x ∈ X)σ та h = (hx, x ∈ X)τ має
вигляд:

(gxhxσ , x ∈ X)στ,

а обернений до автоморфiзму g обчислюється за
правилом

g−1 = ((g
xσ−1 )−1, x ∈ X)σ−1.

Основна теорема

Наведемо спочатку одну достатню умову, за
якої група пiдстановок є амальгамованим добутком
своїх пiдгруп.

Лема 1. Нехай група пiдстановок (G,Ω) породжу-

ється своїми пiдгрупами G1, . . . , Gm, m ≥ 2, таки-

ми, що 〈G1, . . . , Gi−1〉∩Gi = H для кожного i > 1
i H є пiдгрупою Gi iндекса > 2, 1 ≤ i ≤ m. Якщо

множина Ω мiстить такi непорожнi пiдмножини

Ω1, . . . ,Ωm, що попарно не перетинаються i для

яких виконано умови:

1. ΩH
i ⊂ Ωi, 1 ≤ i ≤ m,

2. Ω
Gi\H

j ⊂ Ωi, 1 ≤ i, j ≤ m, i 6= j,

то група G є амальгамованим добутком груп

Gi, 1 ≤ i ≤ m, з об’єднаною пiдгрупою H .

Доведення. Iндукцiя за числом пiдгруп m. У ви-
падку m = 2 твердження леми випливає з [6,
p.168].

При m > 2 позначимо символом K пiдгрупу G,
породжену Gi, 1 ≤ i ≤ m − 1, i нехай

Ω′ = ∪m−1

i=1
Ωi.

Тодi

Ω′H ⊂ Ω′, ΩK\H
m ⊂ Ω′ i Ω′Gm\H ⊂ Ωm.

Отже, для пiдгруп K,Gm групи G, якi перетина-
ються по H , i пiдмножин Ω′,Ωm виконано умови
леми. Тому G є амальгамованим добутком K i Gm

з об’єднаною пiдгрупою H . За припущенням iнду-
кцiї, K є добутком Gi, 1 ≤ i ≤ m− 1 з об’єднаною
пiдгрупою H . Звiдси випливає твердження леми.

Розглянемо тепер амальгамований добуток m
(m ≥ 2) нескiнченних циклiчних груп. Нехай
цi групи породжуються, вiдповiдно, елементами
g1, . . . , gm. Оскiльки об’єднана пiдгрупа є власною
неодиничною в кожнiй з них, то вона породжується
вiдповiдно елементами gk1

1 , . . . , gkm

m для деяких на-
туральних k1, . . . , km ≥ 2. Це означає, що такий
амальгамований добуток має задання твiрними та
визначальними спiввiдношеннями виду

〈y1, . . . , ym|yk1

1 = . . . = ykm

m 〉.

Позначимо його G(k1, . . . , km).

Теорема 1. Для довiльних натуральних m ≥ 2,
k1, . . . , km ≥ 3 група G(k1, . . . , km) допускає то-

чну дiю скiнченно становими автоморфiзмами ко-

реневого дерева Tn, де n = k1 + . . . + km − m + 1.

Доведення. Визначимо алфавiт

X = {x0, x1,1, . . . , x1,k1−1, . . . , xm,1, . . . , xm,km−1}.

Для кожного i, 1 ≤ i ≤ m позначимо символом
σi цикл (x0xi,1 . . . xi,ki−1) з групи Sym(X), сим-
волом Xi — множину X \ {x0, xi,1, . . . , xi,ki−1}, i
визначимо автомат Ai його дiаграмою Мура:
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q1 q2

σi e

X \ Xi

X \ Xi

Xi

Xi

(символом e тут i далi позначено тотожну пiдста-
новку). Нехай ai та bi — автоморфiзми Tn, якi ви-
значенi цим автоматом у станах q1 i q2 вiдповiдно.
Тодi

ai = (ci,x, x ∈ X)σi,

bi = (ci,x, x ∈ X),

де

ci,x =

{

ai, якщо x ∈ Xi

bi, якщо x ∈ X \ Xi

.

Оскiльки множина символiв Xi iнварiантна вiдно-
сно дiї σi, то

a2
i = (c2

i,x, x ∈ X)σ2
i ,

b2
i = (c2

i,x, x ∈ X),

звiдки одержуємо, що порядок автоморфiзмiв ai та
bi дорiвнює порядку пiдстановки σi, тобто рiвний
ki.

Розглянемо автомат B, заданий дiаграмою Мура

X \ {x0}
q1 q2

σ e

Xx0

Символом σ тут позначено транспозицiю (x0x1,1)
множини X . Нехай a — автоморфiзм, який визна-
чає цей автомат у станi q1. Зрозумiло, що в станi
q2 вiн визначає тотожний автоморфiзм ǫ. Тому

a = (a, ǫ, ǫ, . . . , ǫ)σ

i для довiльного натурального k одержуємо:

a2k = (ak, ak, ǫ, . . . , ǫ),

a2k+1 = (ak+1, ak, ǫ, . . . , ǫ)σ.

Звiдси випливає, що автоморфiзм a має нескiнчен-
ний порядок.

Нехай K = k1 · . . . · km, l1 = K/k1, . . . , lm =
K/km. Визначимо тепер для кожного i, 1 ≤ i ≤ m
автоморфiзм gi ∈ Aut Tn рiвнiстю

gi = (ai, a
li , . . . , ali).

Його можна задати автоматом з ki + 4 внутрiшнi-
ми станами, який легко конструюється з автоматiв
Ai та B. Циклiчна група Gi = 〈gi〉 є нескiнчен-
ною, оскiльки елемент a має нескiнченний поря-
док. Крiм того,

gki

i = (ǫ, aK , . . . , aK),

оскiльки порядок ai рiвний ki. Спiльне значення
елементiв gki

i , 1 ≤ i ≤ m, позначимо символом h.
Нехай G — пiдгрупа групи Aut Tn, породже-

на множиною {gi : 1 ≤ i ≤ m}. Група G пород-
жується своїми нескiнченними циклiчними пiдгру-
пами Gi, 1 ≤ i ≤ m. Кожна з них мiстить пiдгрупу
H = 〈h〉, причому iндекс H у Gi дорiвнює ki > 2,
1 ≤ i ≤ m.

Нехай i > 1. Для довiльного натурального j < i
та для натуральних чисел s, t таких, що s < ki, t <
kj , образом вершини x0x0 дерева Tn пiд дiєю gs

i бу-
де вершина x0xi,s, а пiд дiєю gt

j — вершина x0xj,t.
Тому пiд дiєю елементiв групи 〈G1, . . . , Gi−1〉 вер-
шина x0x0 не перейде у x0xi,s. Отже, кожен еле-
мент перетину 〈G1, . . . , Gi−1〉 ∩ Gi повинен зали-
шати вершину x0x0 нерухомою. У групi Gi ста-
бiлiзатор цiєї вершини дорiвнює H . Отже, кожен
елемент цього перетину є степенем h, тобто

〈G1, . . . , Gi−1〉 ∩ Gi = H.

Користуючись лемою 1, покажемо, що

G ≃ G(k1, . . . , km).

Будемо розглядати дiю групи G на множинi Xω .
Визначимо непорожнi пiдмножини Ω1, . . . ,Ωm в
Xω. Покладемо Yi = {xi,1, . . . , xi,ki−1} i нехай

Ωi = {x0wyx0x0 . . . : w ∈ X∗, y ∈ Yi}, 1 ≤ i ≤ m.

Тодi пiдмножини Ωi попарно не перетинаються,
бо множини Yi попарно не перетинаються. Твiр-
ний елемент h групи H дiє на всiх пiдмножинах
Ω1, . . . ,Ωm в Xω тривiально, а отже,

ΩH
i ⊂ Ωi, 1 ≤ i ≤ m.

Нехай i, j ∈ {1, . . . m}, i 6= j, та w ∈ X∗, y ∈ Yj .
Тодi u = x0wyx0x0 . . . ∈ Ωj . Оскiльки Yj ⊂ Xi, то
з означення автомата Ai маємо

ugi = x0w1y0(x0x0 . . .)ai

для деяких w1 ∈ X∗ та y0 ∈ X . Тому,

ugi = x0w1y0xi,1x0x0 . . . ,

звiдки ugi ∈ Ωi. Це означає, що

Ω
Gi\H

j ⊂ Ωi.

Тепер, застосовуючи лему 1, одержуємо необхiдне
твердження.
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Заключнi зауваження

Обмеження k1, . . . , km ≥ 3 в умовi теореми 1 не
є суттєвим. Коли хоча б одне iз цих чисел рiвне 2,
необхiдне твердження виводиться безпосередньо з
канонiчного вигляду [1] елементiв амальгамовано-
го добутку.

Випадок m = 2 теореми 1 розглянуто в роботi
[4], де для доведення було використано iншу технi-
ку, нiж у цiй статтi.

Значення числа n в умовi теореми 1 можна
зменшити до p, де p — найбiльший простий дiльник
добутку k1 · . . . ·km. Проте в такому випадку в дове-

деннi з’явиться ряд нових деталей, i автомати, якi
визначатимуть твiрнi елементи шуканої групи, ма-
тимуть складнiший вигляд. Зокрема, зросте число
їх внутрiшнiх станiв.

У доведеннi теореми 1 замiсть автоморфiзма a
можна брати довiльний автоморфiзм нескiнченно-
го порядку. Вибраний автоморфiзм найпростiший
у тому розумiннi, що вiн задається автоматом iз
мiнiмально можливим числом станiв. Його можна
розглядати як образ так званої додавальної машини
[5] пiд дiєю природного занурення групи Aut T2 у
групу Aut Tn.
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A. S. Oliynyk

AMALGAMATED PRODUCTS OF INFINITE CYCLIC GROUPS, GENERATED

BY FINITE AUTOMATA

It is constructed finite automata defining faithful actions of amalgamated products of finite number of infinite

cyclic groups on rooted trees.

Keywords: amalgamated product, finite automaton, rooted tree.
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