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(^-ЗОБРАЖЕННЯ ДІЙСНИХ ЧИСЕЛ я к  
УЗАГАЛЬНЕННЯ КАНТОРІВСЬКИХ СИСТЕМ  

ЧИСЛЕННЯ

Роботу присвячено узагальненню канторівськог системи числення, яка визначається послі­
довністю основ (вп), 1 < гп є  N  і послідовністю алфавітів А п =  {0 ,1 ,..., вп — 1}.-

ТО
І0; 1] ^ х =  Е  т т т о т о ’ ап є  А пп=1

яке назване < -зображенням. Воно визначається нескінченною «матрицею» \\qik||, де і є  А і} к є  
є  N , що має властивості

ТО
0 <  qifc <  1, X  qifc =  1, к є  У  П  ш а х + і©  =  0,

і=0 к = 1 і
а саме

то к —1 іп —1
[0; 1] ^ х «іі1 +  К к  П  %  (х ] =  Д іі І2---ifc---, де аіпп qj n  іп є  А п? п є  N '

к=2 j=1 j=0
У роботі розглянуто застосування вказаного зображення чисел у метричній теорії чисел, 

теорії розподілів випадкових величин, теорії локально складних функцій та фрактальному ана­
лізі.

Вивчено тополога-метричну структуру множини С [<; Уп] =  { х  : х  =  Д аі---ап---,а п є  Уп С 
А п}

* (С  ) =  п ,  + +  =  п а — ) .

де У0 =  [0; 1], Уп — об ’єднайня (5-цшіндрів ранглу п, серед внутрішніх точок яких є точки мно- 
шсини С , Уп =  Уп—1 \ Уп.

Знайдено критерій і деякі достатні умови нуль-мірності цієї множини. За додаткових умов 
на «матрицю» \+к\\ знайдено нормальну властивість < -зображення чисел (властивість, яку 
мають майже всі у розумінні міри Лебега числа). Отримані результати використано для вста­
новлення лебегівської структури і типу розподілу випадкової величинш, цифри < -зображення 
якої є незалежними випадковими величинами. Доведено, що цифри <5 -зображення рівномірно 
розподіленої на [0; 1] випадкової величини є незалежними, і вказано їх розподіл.

Доведено, що при обчисленні фрактальної розмірності Гаусдорфа Безиковича підмножин від­
різка [0; 1] можна обмежитись покриттями С)-цшіндрами: Д Сі---Ст =  {х  : х =  Д Сі---Скіі---іп---, іп є  
є  А к+п} , якщо потужності алфавітів обмежені, а елементи «матриці» \+к\\ відокремлені від 
нуля.

Для інверсора цифр <5 -зображення чисел, тобто функції, означеної рівністю I  (х =  Д іі---іп---) =  
=  Д[ті—іі]---[тп—іп]---, тп =  вп — 1 доведено неперервність, строгу монотонність, а для окремих 
випадків її сингулярність (рівність похідної нулю майже скрізь у розумінні міри Лебега).

<5 <5 <5
числення, циліндр, розмірність Гаусдорфа-Безиковича, нормальна властивість числа, циліндрична 
похідна, сингулярна функція.

Вступ

У теорії неперервних локально складних 
функцій із фрактальними властивостями [10], 
зокрема сингулярних, неперервних ніде не мо­
нотонних, включаючи недиференційовні, фун­
кцій обмеженої та необмеженої варіації, існу­
ють методологічні труднощі у їх ефективному
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заданні та дослідженні. Найбільш дієвим, на 
наш погляд, є використання різних систем ко­
дування чисел і автоматів перетворення цифр 
зображення аргумента в цифри значення фун­
кції [3; 4; 7; 11]. При цьому одним із простих 
способів означення функції є прийом інверсува­
ння цифр зображення аргумента [1; 9]. На цьому 
шляху було описано кілька класів функцій і ви-
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вчено їх структурні, диференціальні, варіаційні 
та фрактальні властивості. Серед них функції, 
визначені у термінах різних узагальнень та ана­
логів класичного двійкового зображення, а та­
кож у термінах ланцюгових дробів (елементар­
них, А 2-дробів та дробів Данжуа) (2; 8]. У цій 
роботі ми продовжуємо дослідження, розширю­
ючи класи розглянутих функцій.

( -з о б р а ж е н н я  ч и сел  в ід р ізк а  [0; 1]

Нехай (ш к) — фіксована послідовність нату­
ральних чисел, =  {0 ,1 , 2 ,..., ш к} — послідов­
ність алфавітів, Ь =  А  і х А 2 х ... — простір 
(множина) послідовностей елементів алфавітів; 
(ч0к, ... ,9 т кк) — послідовність додатних стоха- 
стичних векторів-стовпців (к =  1 ,2 ,...) таких, 
що:

1) 0 <  фй <  1;
Шк

2) Т  1  к є  Ж;
і=0

3) для будь-якої (*„) є  Ь має місце
ОО ОО
П  «іпп =  0  ^  П  т а х {?іп } =  о.

П=1 П=1 і
Відомо (7], що для довільного числа х 0 є  [0; 1] 
існує послідовність (ік) є  Ь така, що

оо к — 1
х 0 =  аііі +  ^  Х к П  Ч-іі(жо)7] =  ^і\і2..Лк..., (1)

k=2 j= i
ік 1

ДЄ аікк У) в̂к-
в = 0

Подання числа х 0 у вигляді ряду (1) назива­
ють його <3-представленням, скорочений запис
A i i його Q -зображенням, ik — k-ю цн-
фрою цього зображення.

Розклад числа х в ряд (1) і обчислення цифр 
(-зображ ення числа здійснюють за таким алго­
ритмом:
хо =  яц 1 +  х і, де 0 <  х і =  хо — я^ 1  <  ^  і,

п—1
х п—1 =  аІпП П  Чіз 3 +  хп?

j= i
n— i

д0 0 — — x n - 1 ainn Г1 j  — П  j ;
j=1 j=1

H { j  • 11 — x 0 <  аг1+1,1? }
n—1 n—1

{ j  • ai„n П  — x n—1 — an+1,n П  *1
k=1 k = 1

Існують числа, що мають два Q-зображення,
оскільки

A il ...in- 1 in(0) A il ...in — 1 [in i]mn+l mn+2mn + 3 ... .

при цьому фк =  1 для довільного і Є Ай, к Є Ж, 
то (-зображ ення є класичним в-ковим зображе­
нням чисел відрізка [0; 11. Випадок а к =  У  для 
будь-якого і Є А й приводить до класичної кан- 
торівської системи числення (11], у якій розклад 
числа в ряд набуває вигляду:

а 1 . а 2 . . х = ------1-----------+ ... +-------------- + ....
Si SiS2 SiS2...Sk

Таким чином, (-кодування ((-зображ ення) чи­
сел є узагальненням канторівської системи чи­
слення з послідовністю основ (sk)•

Зауважимо, що (-зображ ення забезпечує 
суттєво ширші можливості для конструювання 
математичних об ’єктів (множин, функцій, мір, 
динамічних систем, перетворень простору) з ло­
кально складними властивостями структурно­
го, варіаційного, диференціально-інтегрального 
та фрактального змісту.

Введемо позначення:
т =  inf|minjqifc} } ,  £ =  sup{max{qik}}• 

k i k i

Г еом етр ія  Q-зо б р а ж е н ня: ( -ц и л ін д р и  та 
їх  застосува н н я

Геометрію (-зображ ення розкривають вла­
стивості циліндрів. Нагадаємо, що циліндром 
рангу m з основою ci...cm називають множи­
ну Д Сі...Ст чисел одиничного відрізка, перші m 
цифр Q-зобр ^ ен н я  яких збігаються з щ ,...,cm 
відповідно, тобто

A C {x  =  A d...Cmil ...in..., (in) Є L } . (2)

Циліндри ((-циліндри) мають властивості:
m.fc+1

1) ^CiC2...Cfc U ^CiC2...Cfcij
i=0 

mi mk
[0 ;1 ]=  U *** U Aci...cfc;

ci=0 cfc = 0
2) (-циліндр A CiC2...Cm є відрізком з кінцями 

а і 6:
k —i

a ail i +  У , (aCfck I I qcjj
k=i j= i

+  J 3 (aCfck qCj j  ) , h =  a + П  qCj j  ;
j= i

їх називають (-бінарними. Решта чисел ма­
ють єдине (-зображення. їх пазивають ( ­
унарними.

Якщо ш к +  1 =  в для будь-якого к є  Ж, то 
(-зображ ення є ((зобр а ж ен н я  чисел; якщо ж

3) m axA CiC2...Cfc_ i i min A cic2...ck-i [i+1j?
i Є {0, 1, ***, m k -  1 }  ___

4) A Ci...Cfc A di ...dfc ^  ci di; i 1  k;
5) V Ci...Cfc nVdi...dfc...d„ =

_  J A di...dk...dn, якщо di =  Ci, i _  1, k 
I 0 , якщо di _  с ^ ^ и  i <  k, 

де V ci...ck — внутрішність циліндра
Aci ...Ck 5

k
6) |ACiC2...Ck 1 П  dciij
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7) |Д<1с2...°к-1г
с1с2 ...ск-1 1 Ягкі

: А с  с8) П А С1С2...С&
к=1

Останню властивість забезпечує умова 3) для 
матриці ||фк||.

М н ож и н и  к а н тор івськ ого  тип у

Розглянемо множину

С[< ; Уп] {х  • х Даі...а„..., а п € Уп С А п} .

Л ем а  1. Я кщо нерівність Уп =  А п виконує­
ться лише скінченну кількість разів, то мно­
жина С  є об ’єднанням відрізків і є досконалою 
ніде не щільною множиною у протилежному 
випадку.
Доведення. Якщо Уп =  А п для всіх п >  п0, 
то множина С  є об ’єднанням (5-циліндрів ран­
гу п0. Якщо ж  Упк =  Апк і ік € Лпк \ Упк, то

- іік О С  =  0 . Тому в кожному як завго-

А(С ) =  П  =  П (1  -  л( ^
" —1 п=1

к=1
С  =  І іт  Рк =  П  р к; А(С ) =  І іт  А(Рк).к ^ п  11 к ^ п

Тоді
— І іт  Л(-̂ к) Л(Ск-і) Л(Ю)

А(С ) =  Д П  - № - 1) • -(^к-2) • ... • Л(Ео) 

=  Ііт  П  Л(Рп) =  П  Л(Рп)=  к1іт  л (^ - і )  =  п  л (^ „-і).к^ П П=1 П=1
Оскільки Рп =  Тп_ 1 \ Т п, то

А(С) =  П
А(ТП_1) -  А(Т„ )

П=1
П  І1 -

А(Т „ ) ,

П=1 і

Лему доведено.

Н асл ід ок  3. А(С) = 0  ^  Л( ^ п)) =
П=1

Це твердження випливає з відомого факту 
про взаємозв’язок збіжності нескінченних добу­
тків і рядів.

Н асл ід ок  4. Я кщо послідовність (т к) є обме­
женою, т >  0 і нескінченну кількість разів ви­
конується нерівність Уп =  А п, то А (С) =  0.

Н орм ал ьн а  вл асти в ість  чисел

(т к )
т >  0 і б1..Лт — фіксований набір цифр, то 
міра Лебега множини 

В К , ф . .Л т ] {х А а і ...ап... 7 а к ...а к+т —
=  ф ..Л т  Ук є  N } дорівнює нулю.
Доведення. Очевидно, що Vаі...ат П В  =  0 . 
Розглянемо множину чисел Во =  { х  =
=  А [іі...іт][іт+і...І2т]..., *кт+1...*[к+1]т =  ф . .Л т } .

Очевидно, що В  С В 0. Покажемо, що 
А(В0) =  0. Нехай Еп — це об ’єднання < ­
циліндрів рангу иш, серед внутрішніх точок 

В 0
Е0 =  [0; 1^ Е п =  Еп_1 \ Еп-

дно малому інтервалі (п ,о) легко вказати йому 
належний (5-циліндр, а в ньому циліндр, серед 
внутрішніх точок якого немає точок множини 
С С  
ням. Лему доведено.
Л ем а  2. Міру Лебега множини обчислюють 
за формулою

А(-РП) =  щ (! _  А(Еп) )

А(В0)
ТО

=  П

І іт  А (Еп)

Л(-Ек) _
Л(Еь-і) (1 -

І іт Еп
то

=  Епп^то п=1
І ітп^то

п
П

к=1
Л( Ек)

Л(Ек-і) '

А) )
- і ) ) -к=1 к=1

А(В 0) =  0 

П  лЛ Д \  =  то.
к=1 Л(Ек-і)

де Р0 =  [0; 1], Рп — об ’єднайня <5-циліндрів ран- 
п

С

р  =  р  , \ рх п — х п— 1 \ х п •

Доведення. Очевидно, що С  С Рк С Рк—1 для 
будь-якого к € Ж,

Через відокремленість елементів матриці
||рк|| від нуля маємо, що Л(ЕЕк)) >  є >  0 Для 
деякого є.

Тому вказаний ряд є розбіжним, а отже, 
А(Во) =  0. Лему доведено.
Наслідок 6. При виконанні умов леми мно­
жина В і  =  {х  =  А а і...ак...,Ок ...«к + т  =  
=  ф ..Л т  для к >  к0} має нульову міру Лебега.

(т к )
лою ( т к =  в _  1) і т  >  0, то всі (у розу­
мінні міри Лебега) числа відрізка [0; 1] у своїх 
<5 -зображеннях довільно вибраний набір цифр 
с1...ст містить нескінченну кількість разів. 
Доведення. Якщо Е  — множина чисел, у <5 яких

с 1 ...ст
ження фігурує лише скінченну кількість разів,

А(Е) =  0
множина Н  — [0; 1] \ Е  є множиною повної міри, 
тобто А (Н ) =  1. Теорему доведено.

Застосування: розподіли випадкових 
величин

Лема 8. Якщо X  — випадкова величина, рів­
номірно розподілена на відрізку [0; 1], то цифри

<5
величинами, які мають розподіли

р  {тк =  і }  =  ?ік.

д

0 0п п
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Доведення. Оскільки X  — рівномірно розподі­
лена випадкова величина на [0; 1], то
P  {т і =  i }  =  |Ді| =  9іі,

m і m.fc- 1
p { r fc =  i}  =  p { X  Є u  ... U Д ії...ik-ii} =

ii = 0 ifc-i = 0 
m1 mk-i

=  T  ... T  |Діі...ік -іі| =  qik-
ii=0 ik-i=0

Незалежність цифр тк очевидна, о с к і л ь к и  

P  {Tfc =  i/ т і  =  ІЬ ...,тк_ i =  І k — і } =  P  {Tfc =  i}. 
Лему доведено.

Нехай (Zn) — послідовність незалежних ви­
падкових величин, які мають розподіли:

P{Zn =  І} =  Pin >  о, І =  0, m n  n Є N;
ТО

М  =  П  m ax{pin}, L =  A(C+),
k=i і

C+ =  C[Q, Vn] =  {x  =  Діі...і„...,Рі„п >  0, n Є N }. 
Т еор ем а  9. Якщо M  >  0, то розподіл випад­
кової величини Z =  Д^Сг-.Сп... е дискретним. 
Якщо М  =  0 =  L, т о  він е сингулярним розпо­
ділом канторівського типу.
Доведення. Якщо Д Сі...Сп... =  х0 — (Q-унарнато­
чка, то

ТО
P {Z  =  Х0 } =  P{Zn =  Cn, n Є N } =  П  Pc„n-

n=i
Якщо x 0 Q-бінарна точка, тобто
Х0 =  Д сі ...ck (0) =  Д Сі ...Ck-i [ck — i](mk+n)> T0 
P {Z  =  x 0} =  P {Z i =  Ci , ...,Zfc =  cfc ,Zfc + i =  

=  0 =  Ck+n Vn Є N } +  p {Z i =  c i , ..., Zk =
=  Cfc, Zfc+i =  m fc+i,Zfc+ 2  =  m.fc+2 , ...}, причому 
один з доданків останньої суми рівний 0. 

Враховуючи сказане, за умови M  >  0
P {Z  х *} >  0  х * Д сі...сп...; Pekk m ax{pik}-i

Тоді атомами розподілу випадкової величини 
Z є всі точки х, Q-зображення яких лише скін­
ченною кількістю цифр відрізняються від від­
повідних цифр Q-зобржкення х*.

Z
нюе 1, то Z за умови M  >  0 має чисто дискре­
тний розподіл.

Якщо М  =  0, то P {Z  =  х 0} <  P {Z  =  х*} =  0,
Z

зосередженим при L =  0 на ніде не щільній мно-
0

(згідно з лемою 2), Z має сингулярний розподіл 
канторівського типу. Теорему доведено.

Застосування у теорії фракталів

Лема 10. Якщо т  >  0 і послідовність (m k) 
обмежена зверху, причому m ax{m k} =  М , то 
для довільного відрізка u с  [0; 1] існує не біль­
ше ніж b =  2М ф де p — найменше натуральне 
число, що задовольняє нерівність Д  <  т, Q ­

u
u

Доведення. Якщо відрізок u сам е Q-циліндром,
u

яке задовольняє вказані умови. Якщо це не так, 
то існує циліндр Д Сі...Сі, мінімального рангу k,

u
циліндр (k — 1)-го рангу те є підмножиною u. 
Тоді існує два Q-циліндри w0 і wi ранг у (k — 1),

u
що їх діаметри менші ніж |u|). Нехай maxW0 =  
=  min wi, u0 =  W0 П u, ui =  wi П u. Одному з 
відрізів u0 та u i належить циліндр Д Cl...Ck. 

Проведемо загальні міркування стосовно
u0

му циліндр Д Сі...Сі., та  ні. Для відрізка ui вони 
аналогічні.

Очевидно, що існує Q-циліндр Дьі ...ьпт п+і 
мінімального рангу n + 1 , який цілком належить 
u0
Д ^ ...^ ), тобто жоден з циліндрі в рангу n не 
належить u0 цілком. Тоді циліндр Дьі ...ьп по­
криває u0. Він є об’єднайням Q-циліндрів рангу 
(m +  p), їх кількість є добутком mn+i • mn+2 •... • 
m „+p <  М р.

Оскільки Zp <  т, то кожен з цих циліндрів 
рангу (n+ p ) має довжину, що не перевищує дов­
жини циліндра Дьі ...ьптп+і , а отже, і довжини 
u0 u0 
більше ніж М p (Q-циліндрів. Такої ж  кількості

u i
Лему доведено.
Теорема 11. Якщо E  — довільна підножина 
відрізка [0; 1], W q — множина всіх Q -циліндрів 
скінченного рангу, то число

а* =  inf {а  : P “ (E) = 0 }  =  sup{a  : P “ (E ) =  то},

де Я “ (Е ) =  sup{ inf J2 |wi|a : E  C U wi,wi Є
є>0 М < є  і і

Є W q } ,  дорівнює фрактальній розмірності
E

Доведення. Покажемо, що для довільної мно­
жини E  C [0; 1] виконується

m ^(E) <  Z ^ E ) <  2M pm ^(E),

де m a(E ) =  inf { £ > i | a : U ui D E },
|« i|<e i

Za(E) =  inf C | w i| a :U  ui D E }.|ші|<є i
Ліва нерівність є очевидною, оскільки клас 

покриттів, які беруть участь у конструкції m^, 
ширший, ніж клас покриттів Q-циліндрами.

U
Справді, нехай |J ui — довільне є-покриття 

множини E  відрізками, JZ |ui |a — а-об ’єм цього 
покриття.

U
тя U wi відрізка 2M p циліндрами з довжинами,

| u| ,
а -об ’ємом 2mp |ui |.
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Отже, |wj|“  <  2M p |uj|“  і

/Д Е ) <  2M pmQ(E).
Виконавши граничний перехід по є У  0, ма­

ємо
H “ (E) <  Я “ (Е) <  2M pH “ (E).

Звідки бачимо, що H “ (E) і H “ (E) одноча­
сно перетворюються на нуль та нескінченність, 
а отже, фрактальна розмірність Гаусдорфа- 
Безиковича а 0(Е) дорівнює числу а*. Теорему 
доведено.

Основний об’єкт дослідження

Розглянемо функцію, визначену рівністю

І (х Д і!...і„...) Д[т і _ i1]...[m„-in].... (3)

Функція І, визначена рівністю (3), є коректно 
означеною, оскільки для k Є N  має місце

1 (Д іі...і„(0) ) — Д [ті_ іі ]...[mu_i„](m„+t ) —

— Д [ті_іі]...[т„_і„+1](0) — 1 (Д іі ... [in _ 1](m,n+fc)) .

Лема 12. Інверсор І  цифр (Q-зображення чи­
сел є неперервною строго спадною функцією на 
[0; 1].
Доведення. Для доведення неперервності фун­
кції І  в точці хо покажемо, що виконується рів­
ність

lim | І(і„) -  І(хо)| — 0 (4)
xn -x0

у Q-бінарних і Q-унарних дочках. Нехай х 0 —
— Д іі ...іп-ііп... — довільна Q-унарна точка обла­
сті визначення. Виберемо як послідовність x n —

Д іі ...in -ііП... ? Д — Q- ТОДІ Хп у х о
n У  то.

Оскільки
І  (х0) — І  (Д Іі...Іп-іІп...) —

— Д [ті_іі]...[ш„_і _іп-і][тп_іп]...;
І  (xn) — І  (Д іі...іп-іі П...) —

— Д [ті_ іі]...[т „-і _іп-і][тп_іП]...,
то очевидно, що 

lim |І(ж„) -  І (х 0 )| —
xn -x0
— lim |Д[ті_іі]...[тп-і_іп-і][тп_іП ]...—П -̂ О JL nJ
- Д [ті_іі]...[т„-і_і„_і][тп_і„]...|  — 0 .

І
ні Q-унарних чисел. Неперервність функції на 
множині (Q-бінарних чисел є наслідком коре­
ктності означення функції.

Покажемо, що функція є строго спадною на 
всій області визначення. Розглянемо

х 1 Д іі...ік-іік... <  х 2 Д іі...Ц_іік...)
причому (х і) <  (х2) і якщо

ifc(х +  1) — ik(xi) -  1, 
n Є N

(іА+п(х 1); їА+п(х2)) =  (т й+п,0).
Тоді

1 (х 1 Д І1...ІЬ-1ІЬ ...) — 1 (х1 Д і1...ік- 1і'к...)
=  Д [т1-І1]...[ть-1 —ік_1][тк —ік]... —
— Д [т1 —і1 ]...[ть_1—іь_1][ть—ік]....
Звідки маємо, що ш А — ц  >  ш А — їД. Оскіль­
ки відповідні цифри значення функції перебу­
вають у відношенні більше, то 1 (х і) >  1 (х 2 )• 
Причому 1 (х 1) =  1 (х2) лише, тоді коли 

шд — Д =  шд — їД +  1 і
(ш А+п ї^+п(х 1) , (ш А+п ї^+п(х2)) =  (0; ш й+п)
для будь-якого п Є N  що суперечить тому, що 
х 1 =  х 2 . Отже, функція 1 (х) є строго монотон­
ною, причому строго спадною.

Диференціальні властивості функції

Лема 13. Я кщо для елементів «матриці» 
|ДА|| виконуються рівності

=  ф т „ — і„]п, п Є Д , (5)

то

« т „ —і„ =  1 — «і„+Ь  п Є Д . (6)

Доведення. Справді, має місце ряд перетворень

«тк  — ік 0̂А +  ЕА +  ... +  фть —іь — 1] Д
=?тьй +  ? [тк — 1]А +  ... +  ?[ік + 1]А =
=  1 — (?0А +  ?1А +  ... +  ФА;) =  1 — « ік + Ь

оскільки виконуються 9 іка =  ?[т к —ік]а, к Є N. 
Теорема 14. Інверсор є лінійною функцією 
1 (х) =  1 — х тоді и тільки тоді, коли для 
елементів «матриці» ||діА|| виконуються рів­
ності (5).
Доведення. Доведемо спочатку, що якщо мають 
місце рівності (5), то 1 (х) =  1 — х. Нехай мають 
місце рівності (5), тоді згідно з попередньою ле­
мою має місце ряд перетворень

1 (х) 1 (Д і1і2із...) «Ш1 — і1 +  ®ж2— і2 ? [т 1—і1]1 +
+  « т з—із ̂ [т1—і1]1^[т2—і2]2 +  ...
=  1 — « і1 + 1 +  (1 — аі2 + 1)®11 +
+  (1 — «із + 1 )?і11?і22 +  ... =
=  1 — « і1 — ?і11 +  (1 — « і2 — ?і22)?і11 +
+  (1 — «із — 9із3)?і11?і22 +  ... =
=  1 — « і1 — ?і11 +  ?і11 — « і2 ?і11 — ?і11?і22 +
+  ?і11?і2 2 «і2 ®11®22?із 3 ...
=  1 — « і1 — « і2?і11 — «із ?і11?і22 — ... =  1 — х .

Тепер покажемо, що коли 1 (х) =  1 — х, то
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мають місце рівності (5). Розглянемо вираз

[ml—il][m2—І2][тз—Із].І (x =  А І1І2Із... ) =  А  
aml—il +  am2—i2 q[ml—І1]1 +

+ ат з — Із q[ml—il]1q[m2—І2]2 +  ...
(1 — q[ml —il]1 — q[ml—il + 1]1 — ... — qml 1 ) +  

+  (1 q[m2—і2]2 q[m2—і2 + 1]2 ... qm22) ^
•q[ml —il]1 +

+  (1 -  q[mз— Із]3 -  ?[тз— Із + 1]3 -  ... -  ^ 3 1  
•q[ml —il]1q[m2 —І2]2 +  ...

=  1 — q[ml— il]1 — q[ml— il + 1]1 — ... — qml1 +  
+ q[ml— il]1 —

— (q[m2— І2]2 +  q[m2—І2 + 1]2 +  ... +  qm22)  ̂
•q[ml— i l ]1 +  q[ml—il]1 q[m2—І2]2 

— (?[тз — Із]3 +  q[mз—із + 1]3 +  ... +  ^тз3І 
•q[ml —il]1q[m2—і2]2 +  ...,

і вираз

І (x =  А І1І2Із ... ) 
1 і^а 1 — ail — ai2 qil 1 —

q[ml —il]1 =  qil 1,
q[mn— in]n qi„n, n 2, 3, ...,

(7)

то функція є лінійною на циліндрах 1-го рангу, 
тобто функцією виду

I(x ) aml—il (æ) + 1
q[ml —il (x)]1 

qil(æ)1
(x ail(æ)) .

рівностеи

I  (x =  А І1І2Із...) =

— aml —il +  am2— І2 q[ml—il]1 +  ... —
=  aml —il +  (1 — ai2 — qi22)q[ml— il]1 +  ...
— aml —il +  q[ml— il ]1

ai22q[ml — il ]1 q[ml—il ]1 qi2 2 +  ...
q[ml —i l ]1

aml —il +1

aml —il + 1

(—ail +  ail +  ai2 qil l + . . )  =  
qil 1

q[ml —il ]1
qill

(x -  ail ),

то очевидно, що функція I(ж) за умови виконан­
ня рівностей (7) є лінійною на кожному циліндрі 
першого рангу.
Наслідок 16. Якщо для елементів «матриці» 
||фк|| виконуються рівності

q[mk —ik]1 =  qifcfc , k =  1, 2, ...,n  — 1 
q[mn—in]n =  qinn, 1 =  n Є X

(8)

=  1 — (q0l +  qll +  ... +  q[il —l]l) —
— (q02 +  q12 +  ...q[i2 —1]2 )qil 1 —
— (q03 +  q13 +  ...q[iз —1]3)qil1qi22 —

оскільки ця рівність виконується для будь-якого 
іп Є Лп, то одночасно мають місце рівності:
1 ^ [ті— іЩ1]1 ••• ^т! 1
=  1 — (#01 +  <711 +  ••• +  <7[гі —1]1) ,
(?[т2— І2 + 1]2 +  ••• +  9т22)7[ т і  —іі ]1 
=  (#02 +  #12 +  ••• +  #[І2 —1]2 )7іі 1,
(ф тз— із + 1]3 +  ••• +  7тз3 )7[ т і  — іі]17[т2— І2]2
=  (#03 +  #13 +  ••• +  7[із — 1]3)7іі 1 1̂22,
І Т.Д.

ЗвІДКИ 7[т і— і і ]1 7іі Ц 7[т 2—І2]2 Я.І22і •••і ЩО
й треба було довести.
Лема 15. Якщо для елементів «матриці» 

|| мають місце рівності

то інверсор I (ж) є кусково-лінійною функцією, 
причому лінійною на циліндрах (п — 1)-го рангу

п—2 &—1
1 (ж) =  Т  ат ь— ік П  7[т3- —і3-] +

й=1 7=1
п—2

+ ат п - і— іп-і + 1 П  #[т^ — ]7 +
7=1

1
+ п q[mj - i j ].

j=1

n—1 k —1
-(x — y ;  aifc n  q ijj) .

k=l j= l
Лема 17. Я кщо в Q -унарній точці x 0

Ai існує похідна І / (x0) функціг І , то
її можна знайти за формулою

І  /(x0) =  — Ц 
n=1

q[m„—i„]n 
qi„n

(9)

Доведення. Справді, оскільки мають місце ряд

Твердження випливає з теореми 3.11.1 з [8], 
оскільки у випадку існування похідної

W/ \ 1 . |̂ [̂m1 il]...[mn *П] 1І  (жо) =  -  lim --------—----------:------- .
n—TO |A il ...in1

Теорема 18. Якщо послідовність (m k) є ста­
лою (m k =  m) г lim qik =  q*, i =  0, m, причому

існує таке s, що qs =  m+Tj mo ФункЦІя 17(ж) =  
= 0

І
то майже в усіх точках відрізка [0; 1] вона згі­
дно з відомою теоремою Лебега має скінченну 
похідну. Множину таких точок позначимо че­
рез E. Множина H  всіх точок, які у своїх Q- 

s
ченну кількість рядів, є множиною повної міри 
Лебега.

q
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Тоді множина Ш =  Д П Н е  множиною пов­
ної міри Лебега. Якщо х Є Ш, то І ' (х0) =

П°° Ч\тп — іп]п ж .—---------— =  0, оскільки необхідна умова
п=1

збіжності нескінченного добутку (прямування 
його п-го члена до 1) не виконується, то він збі-

0 І ' (х) =  0
майже скрізь, що і треба було довести.

І(х )
дною сингулярною функцією.

І

Далі розглядається випадок, коли послідов­
ність (т& ) є сталою. Нехай для елементів «ма­
триці» ||цік || для деякого к Є N  і довільного 
п Є N  мають місце рівності:

qi,kn—1 — g
qi,kn—2 gi >

(10)

qi,kn—k + 1 — gi-k -1

qi,kn gk.

ш (x — A j1i2...ifcifc+i...) ( 12)

П q
j=1

1
1

j j X ^  / (aim^ X !  qij j )
m=1 j=2

Доведення. Розглянемо ланцюг перетворень

X Âii (x) i?_ (x)i?_ I 1 (x)
k

— E

k / m— 1
im m qj  j  I +

= 1 \ j=2

+  E
k=m

к— E

m— 1
aimm qj j  1 —

k=m+1 \ j=2
k / m— 1

aim m У [ qj  j  1 +  У [ qj  j  •
1 j=2 j=1

oo

E a
m—1 

imm У [ qij j
k=m+1 \ j=k + 1

m— 1 k

aim m П qij j 1 +  ш(х) П qij j ( ) .
1 j=2 j=1

m 1
x X) (aimm(x) П  qij j  (x))

Розглянемо функцію, визначену рівністю:

Ш (Д іі і2...і»і» + 1 ...іп... ) Д і» + іі» + 2...іп -»...' (И )

Функція Д  не є коректно означеною для чи­
сел, що мають два (^-зображення (< -бінарних 
чисел), оскільки має місце рівність:

и к (А іі...іь (о)) =  Д(о) =

=  и (Д іі ... [ік — 1](т„+к)) =  Д т ь+ іт к+2...'

Задля коректності означення функції Д  домо­
вимося надалі використовувати лише одне із 
двох наявних (^-бінарних зображень числа, а са- 

0
Функцію Д  у випадку, коли мають місце рів­

ності (10), називають оператором лівосторон­
нього зсуву цифр (^-зображення.

Зауважимо, що коли для «матриці» < ­
зображення хоча б одна з умов (10) не виконує­
ться, то аргумент і значення функції Д  мають 
різні ^-зображення.
Лема 20. Функція Д  аналітично виражає­
ться:

(x) —

П qijj(x)j=1

а тому має місце формула (12).

Оскільки вирази П  q—1(х) і
k

П
j=1

k m— 1

E (aim(x) П qij j (x))
m=1 j=2

залежать від цифр i 1(x), i2(x),..., ik(x) і не за­
лежать від усіх решти цифр аргумента, то на 
кожному циліндрі Aii (x)i(x)...ifc(x) рангу k вира­
зи набувають сталих значень, а тому функція 
wk(x) на кожному такому циліндрі є лінійною і 
в усій області визначення кусково-лінійною.

Розглянемо функцію 5eie2...ek, означену рів­
ністю:

êi...efc (x A iii2...in...) A ei...efciii2...in ..

Вона є кусково-лінійною, причому лінійною на 
к

Функція ф іЄ2...Єк є коректно означеною для чи­
сел, що мають два <3-зображення.

Функцію ф іЄ2...Єк у випадку, коли мають мі­
сце рівності (10), називають оператором право- 
стороннього зсуву цифр (^-зображення.

Зауважимо, що коли для «матриці» < ­
зображення хоча б одна з умов (10) не викону­
ється, то аргумент і значення функції ф іЄ2...Єк 
мають різні <5-зображення.

1
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Лема 21. Функція дЄі ...Єк аналітично виража­
ється:

“ єі ...ЄЬ (х =  Д іі...і„...) =  (14)
к к т — 1

_ Х ]^[ 90 І +  (° Є™ П  ?Є3 ■?' ) '
І=1 т=1 І=2

Томо е лінійною, строго зростаючою на всій 
області визначення.
Доведення. Розглянемо ланцюг перетворень

Є̂іЄ2...ЄЬ (х  ДііІ2...Іп... ) ^ЄіЄ2...ЄьІіІ2...їп...
к т —1 то т —1

_  5 3  (° Єт ГГ ^Є3І ) (а*т П  « І і ') _
т=1 і=2 к=т+1 І=2

к т — 1 к
N .  (° Єт  ^  90 І ) +  П  «ЄІ І ̂
т=1 і=2 і=1

то т — 1
• [ N Кт  (Х) П Д  І (Х))] =

к=т+1 і=к+1
к т — 1

_  5 3  (° Єт П  ^ЄІі') +
т=1 і =2
к то т —1

+  П  ^  І Е (Яіт  (х) П  1 (х))] =
І=1 к=1 І = к + 1

к т — 1 к

П  qej j ) +  х П

за фіксованого набору е ^ ^ е ^  то “ ЄіЄ2...Єі. е 
строго зростаючою лінійною функцією. 
Теорема 22. Якщо для елементів «матриці» 
0>-зображення мають місце рівності (10), то 
графік Г функції I  є самоафінною множиною з 
самоафінною структурою

т і  т2 т^
Г =  и  и  ''' и  Гєі...єь,ек Є МТОк (15)

Єі=0 Є2=0 Є̂  = 0

Г
= Л

el...ek Jel...ek\f el...efc(Г) =  { ( х ;у ) є  R 2 : х
el...efc il ...in... , y =  1 ( х ) } ,

I х  Ôel...efc (Л ІіІ2 ...Іп...) ,

Х Ц 9 0  j .
m=1 j=2 j  = 1

О с к і л ь к и  в и р а з  функції 0 ie2...efc м а є  в и г л я д
k

^eie2 ...efc (x) =  Ax +  B  де значення A =  П  В j =
j= i

k /  m—1 \
=  Const >  0  B  =  У) аЄт П  90j =  Const

m=1 j=2

/є і...ЄЬ Л і   „ ( .  ) ?
(У “ [т і— Єі]...[т„ — Єп] Іа [т і— іі]... ) ,

(е1 '.'Єк) Є А  х ... х Ак.
Загальна схема обґрунтування аналогічна до 

доведення цього факту для ^ -зображ ення [1]. 
Наслідок 23. Самоафінна розмірність графі­
ка Г функц ії I  є розв ’язком рівняння

т і  т^ к

N '"  N  (П  ( х і  і' ̂ [ть—єь ]і )2 ) _ 1' 6^ )
Єі=0 єь =0 І=1

Справді, о с к і л ь к и  Г ЄіЄ2...Єі. іЄ2> к Г, де
/ Єі...Єі. — афінне перетворення, що задається
формулами

к к і— 1
х 1 _  х П  «Є,І +  Е  («Є* П  90І )

І=1 і=1 І=2
к к і— 1

У _  У П  9,[т,- —є,-]І +  Т (а[т ,— є,] П  9,[т,- — є,]І ) ,
І = 1 і=1 І=2

то згідно з означенням розмірності самоафінної 
множини маємо рівняння (16).
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M. Pratsiovytyi, O. Bondarenko, S. Ratushniak, K. Franchuk

Q-REPRESENTATION OF REAL NUMBERS AS A  
GENERALIZATION OF CANTOR NUMERAL SYSTEMS
We consider generalization o f Cantor numeral system, which is determined by the sequence o f bases 

(sn), 1 <  sn € N , and the sequence of alphabets A n =  {0, 1, ..., sn — 1 }:
TO

I0; 1] 3 x =  E  srsoE n, a n € A n.n=1
the so-called Q-representation. It is defined by an infinite “matrix” \\qik ||, where i € Ai, k € N , hawing 
the properties

mk TO
0 <  qik <  1, E  qik =  1, k € N, n  max{qifc} =  0,

i=0 n=1 i
namely

to k —1 in-1
[0; 1] 3 x  «ii1 +  ^0 [«ifck FI qij (x)j] =  ^ i i i2 ...ifc..., where ainn ^0 qjn , in € A n, n € N .

k=2 j=1 j= 0
The applications of this representation o f numbers in the metric theory of numbers, the theory of 

distributions of random variables, the theory of locally complicated functions, and fractal analysis are 
studied.

For the set C [Q; Vn] =  {x  : x  =  A ai...an..., a n € Vn C A n}, we study its topological and metric 
structure and derive a formula for calculating its Lebesgue measure:

F C ) =  r i j f g - )  =  n o  — y f i >■n=1 n=1 v '
where Fo =  [0; 1], Fn is the union of Q-cylinders of rank n, such that there are points of the set C
among their interior points of the set C , F n =  Fn - 1 \ Fn.

A criterion and some sufficient conditions for this set to be a set of zero measure are found. Under 
additional conditions on the “matrix” \\qik\\, the normal property for Q-representation o f numbers is 
found ((i.e., almost all in the sense of Lebesgue measure numbers have this property). The obtained
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results are used to establish the Lebesgue structure and the type of distribution of a random variable 
whose digits of Q-representation are independent random variables. It is proved that the digits o f the Q- 
representation of a random variable uniformly distributed on [0; 1] are independent, and their distribution 
is given.

I f  the cardinalities of the alphabets are finite and the elements of the “matrix” \\qik|| are bounded, 
away from zero, it is proved that to calculate the Hausdorff-Besicovitch fractal dimension of subsets o f the 
segment [0; 1], it is sufficient to cover them with Q-cylinders: Д С1 ...Cm =  {x  : x  =  D eltaci...ckil...in...,in Є 
є  Ak+n} . ^

For inversor o f digits of Q-representation o f numbers, that is, the function defined by equality I (x =
=  Д іі...іп...) =  Д [m 1 — i 1 ]...[mn—in] , mn =  sn — 1 it is proved its continuity, strict monotonicity, and for
certain cases, its singularity (the equality of the derivative to zero almost everywhere in the sense of the 
Lebesgue measure).

K eyw ord s : (^-representation of numbers, Q-binary numbers, Q-unary numbers, Cantor numeral 
systems, cylinder, Hausdorff-Besicovitch dimension, normal property of numbers, cylindrical derivative, 
singular function.
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