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Àíîòàöiÿ

Êóðñîâà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ÷èñëà ôîðñóâàííÿ â íóëü ãðàôiâ.

Âîíà ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, äâîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíî¨

ëiòåðàòóðè. Ó âñòóïi ðîçïîâiäà¹òüñÿ ïðî iñòîðiþ, àêòóàëüíiñòü äîñëiäæåíü òà

çàñòîñóâàííÿ ÷èñëà ôîðñóâàííÿ â íóëü ãðàôiâ. Ó ïåðøîìó ðîçäiëi

ââîäÿòüñÿ îçíà÷åííÿ ãðàôó, ìåòðèêè, ïðàâèëà çìiíè êîëüîðó, ÷èñëà ôîðñó-

âàííÿ â íóëü òà ñèëüíî¨ ìåòðè÷íî¨ ðîçìiðíîñòi. Ó äðóãîìó ðîçäiëi

ôîðìóëþþòüñÿ òà äîâîäÿòüñÿ íàñòóïíi òåîðåìè: ïðî îá÷èñëåííÿ ÷èñëà ôîð-

ñóâàííÿ â íóëü äåðåâà, öèêëó òà óíiöèêëi÷íîãî ãðàôà, ðiâíiñòü ñèëüíî¨

ìåòðè÷íî¨ ðîçìiðíîñòi òà ÷èñëà ôîðñóâàííÿ â íóëü äåðåâà, ïðàâèëî ïîáóäîâè

ìíîæèíè ôîðñóâàíü äëÿ ïðîñòèõ öèêëiâ òà óíiöèêëi÷íèõ ãðàôiâ. Ó âèñíîâ-

êàõ ïiäáèâà¹òüñÿ ïiäñóìîê ïðîâåäåíîãî äîñëiäæåííÿ. Ó ñïèñêó âèêîðèñòàíî¨

ëiòåðàòóðè íàâîäÿòüñÿ äæåðåëà, ÿêi áóëè âèêîðèñòàíi ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ïðàâèëî çìiíè êîëüîðó, ÷èñëî ôîðñóâàííÿ â íóëü, ñèëüíèé

ìåòðè÷íèé áàçèñ, äåðåâà, öèêëè, óíiöèêëi÷íi ãðàôè.
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Âñòóï

×èñëî ôîðñóâàííÿ â íóëü � îäíà ç õàðàêòåðèñòèê ãðàôà, ùî ïîâ'ÿçàíà ç

éîãî ìåòðè÷íüîþ ðîçìiðíiñòþ òà çàäà÷åþ ìiíiìàëüíîãî ðàíãó. ×èñëîì ôîðñó-

âàííÿ â íóëü íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü ÷îðíèõ âåðøèí ãðàôà (àïðiîði

âåðøèíè ââàæàþòüñÿ áiëèìè), íåîáõiäíèõ àáè ïåðåòâîðèòè âñi iíøi âåðøèíè

ãðàôà íà ÷îðíi iç çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà �çàìiíè êîëüîðó�: áiëà âåðøèíà ñòà¹

÷îðíîþ, ÿêùî âîíà ¹ ¹äèíèì áiëèì ñóñiäîì äåÿêî¨ ÷îðíî¨ âåðøèíè. Ó

ñâî¨é ðîáîòi Åðîõ, Êàíã òà iíøi [1] ïîðiâíþâàëè ìåòðè÷íó ðîçìiðíiñòü òà

÷èñëî ôîðñóâàííÿ â íóëü äëÿ øëÿõiâ, ïîâíèõ ãðàôiâ òà öèêëiâ. À Ôàëàò

òà Õîãáåã [2] âèêîðèñòîâóâàëè ÷èñëî ôîðñóâàííÿ â íóëü äëÿ äîñëiäæåííÿ

ìiíiìàëüíîãî ðàíãó ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü òà ìiíiìàëüíîãî ÷èñëà ïîêðèòòiâ

øëÿõàìè.

Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ ðîçãëÿíóòè ïîíÿòòÿ ÷èñëà ôîðñóâàííÿ â íóëü ãðàôiâ

òà âèâåñòè ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ ÷èñëà ôîðñóâàííÿ â íóëü äåðåâ, ïðîñòèõ

öèêëiâ òà óíiöèêëi÷íèõ ãðàôiâ.

Ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç 2 ðîçäiëiâ. Ó ïåðøîìó ðîçäiëi íàâîäÿòüñÿ íåîáõiäíi

îçíà÷åííÿ òà òåîðåìè äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ ãðàôiâ òà ¨õ ÷èñëà ôîð-

ñóâàííÿ â íóëü. Äðóãèé ðîçäië ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ÷àñòèí òà ïðèñâÿ÷åííèé

àíàëiçó ÷èñëà ôîðñóâàííÿ â íóëü òà ìíîæèíè ôîðñóâàíü äëÿ äåðåâ, öèêëiâ

òà äëÿ óíiöèêëi÷íèõ ãðàôiâ.
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Ðîçäië 1

Íåîáõiäíi âèçíà÷åííÿ

Íà ïî÷àòêó ïðèãàäà¹ìî îñíîâíi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.1. [3] Çàãàëüíèì íåîði¹íòîâàíèì ãðàôîì íàçèâàþòü

G = (V,E, L, δE, δL), äå V � ìíîæèíà âåðøèí, E � ìíîæèíà ðåáåð,

L � ìíîæèíà ïåòåëü,

(δE : E → C2
V ), (δL : L→ V ),

äå ñèìâîëîì C2
V ïîçíà÷åíî ìíîæèíó âñiõ äâîõåëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí ìíî-

æèíè V .

Ó ðîáîòi ìè áóäåì äîñëiäæóâàòè ìåòðè÷íó ðîçìiðíiñòü ïðîñòèõ ãðàôiâ,

òîìó áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.2. [3] Ïðîñòèì íåîði¹íòîâíèì ãðàôîì íàçèâà¹òüñÿ G = (V,E, δE),

äå V � ìíîæèíà âåðøèí, E � ìíîæèíà ðåáåð, (δE : E → C2
V ).

Îçíà÷åííÿ 1.3. Çâ'ÿçíèé ãðàô áåç öèêëiâ íàçèâà¹òüñÿ äåðåâîì.

Îçíà÷åííÿ 1.4. Çâ'ÿçíèé ãðàô, ùî ìà¹ ëèøå îäèí öèêë, íàçèâà¹òüñÿ

óíiöèêëi÷íèì.

Äîâiëüíèé ãðàô G ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìåòðè÷íèé ïðîñòið, âèçíà÷åíèé

íà ìíîæèíi âåðøèí V (G) ç ìåòðèêîþ dG.

Îçíà÷åííÿ 1.5. Ìåòðèêà dG ìiæ äâîìà äîâiëüíèìè âåðøèíàìè u òà v

ãðàôà G âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: ÿêùî u = v, òî dG(u, v) = 0,

iíàêøå dG(u, v) äîðiâíþ¹ äîâæèíi íàéêîðîòøîãî øëÿõó ìiæ íèìè.
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Îçíà÷åííÿ 1.6. [4] Âåðøèíà w ∈ V ñèëüíî ðîçäiëÿ¹ äâi âåðøèíè u, v ∈ V ,
ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

dG(w, u) = dG(w, v) + dG(v, u) àáî dG(w, v) = dG(w, u) + dG(u, v).

Ìíîæèíà S ⊂ V íàçèâà¹òüñÿ ñèëüíèì ìåòðè÷íèì ãåíåðàòîðîì äëÿ ãðàôà

G, ÿêùî áóäü-ÿêi äâi âåðøèíè G ñèëüíî ðîçäiëÿþòüñÿ äåÿêèì åëåìåíòîì

ç S. Ñèëüíèé ìåòðè÷íèé ãåíåðàòîð íàéìåíøî¨ ïîòóæíîñòi íàçèâà¹òüñÿ

ñèëüíèì ìåòðè÷íèì áàçèñîì, à éîãî ïîòóæíiñòü � ñèëüíîþ ìåòðè÷íîþ

ðîçìiðíiñòþ G.

Ñèëüíó ìåòðè÷íó ðîçìiðíiñòü ãðàôà G ïîçíà÷àòèìåìî dimsG.

Îçíà÷åííÿ 1.7. [1] Íåõàé êîæíà âåðøèíà ãðàôà G ðîçìàëüîâàíà â äåÿêèé

êîëið � ÷îðíèé àáî áiëèé, ìíîæèíà S ïîçíà÷àòèìå ïî÷àòêîâó ìíîæèíó

÷îðíèõ âåðøèí. Ïðàâèëî çàìiíè êîëüîðó ïåðåòâîðþ¹ âåðøèíó u2 ç áiëî¨ íà

÷îðíó, ÿêùî u2 ¹äèíà áiëà ñóìiæíà âåðøèíà ÷îðíî¨ âåðøèíè u1.

Â òàêîìó âèïàäêó êàçàòèìåìî, ùî u1 ôîðñó¹ u2, òà ïîçíà÷àòèìåìî öå

u1 → u2.

Îçíà÷åííÿ 1.8. [1] Ìíîæèíà S íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ ôîðñóâàííÿ â íóëü

ãðàôà G, ÿêùî âñi âåðøèíè ãðàôà G ïåðåòâîðÿòüñÿ íà ÷îðíi çà ñêií÷åííó

êiëüêiñòü êðîêiâ iç çàñòîñóâàííÿì ïðàâèëà çàìiíè êîëüîðó. ×èñëî

ôîðñóâàííÿ â íóëü ãðàôà G � öå ìíîæèíà S íàéìåíøî¨ ïîòóæíîñòi.

Ïîçíà÷àòèìåìî ÷èñëî ôîðñóâàííÿ â íóëü ãðàôà G Z(G).
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Ðîçäië 2

×èñëî ôîðñóâàííÿ â íóëü äëÿ äåÿêèõ

ðîäèí ãðàôiâ

Ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî ÷èñëî ôîðñóâàííÿ â íóëü òà éîãî çâ'ÿçîê

ç ñèëüíîþ ìåòðè÷íîþ ðîçìiðíiñòþ äëÿ äåðåâ, ïðîñòèõ öèêëiâ òà óíiöèêëi÷íèõ

ãðàôiâ.

2.1 ×èñëî ôîðñóâàííÿ â íóëü äëÿ äåðåâ

Âíóòðiøíüîþ âåðøèíîþ íàçèâàòèìåìî âåðøèíó, ñòåïiíü ÿêî¨ áiëüøèé àáî ðiâ-

íèé òðüîì. Êàæóòü, âíóòðiøíÿ âåðøèíà v áëèçüêà äî ëèñòêà l, ÿêùî íå iñíó¹

iíøî¨ âíóòðiøíüî¨ âåðøèíè, ùî çíàõîäèòüñÿ íà øëÿõó ìiæ v òà l. Ïîçíà÷èìî

ñèìâîëîì nv êiëüêiñòü ëèñòêiâ, äî êîòðèõ âíóòðiøíÿ âåðøèíà v ¹ áëèçüêîþ.

Òåîðåìà 2.1.1. Íåõàé T � äåðåâî. Òîäi

Z(G) =
∑

v∈V (T )

nv − 1.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì (1.7) áiëà âåðøèíà u ∈ V ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ÷îðíó,

ÿêùî âîíà ¹ ¹äèíîþ áiëîþ ñóìiæíîþ âåðøèíîþ ÷îðíî¨ âåðøèíè w.

Íåõàé S � ìíîæèíà ôîðñóâàíü T i ñêëàäà¹òüñÿ ç
∑

v∈V (T ) nv − 1 âåðøèí.

Äëÿ òîãî, ùîá øëÿõ âiä ëèñòêiâ äî áëèçüêî¨ äî íèõ âíóòðiøíüî¨ âåðøèíè

áóâ ðîçôàðáîâàíèé ó ÷îðíèé êîëið, äîñòàòíüî, ùîá âñi áëèçüêi äî íå¨ ëèñòêè

áóëè ÷îðíèìè. Çàñòîñó¹ìî äàíå ïðàâèëî äëÿ ðîçôàðáóâàííÿ âñiõ âíóòðiøíiõ

âåðøèí T , áëèçüêi äî ÿêèõ ëèñòêè íàëåæàòü S, òîáòî ÷îðíi. Âñi iíøi áiëi



8

Ðèñ. 2.1: Äåðåâî T

âåðøèíè òàêîæ ðîçôàðáîâóþòüñÿ ó ÷îðíèé, îñêiëüêè iñíóâàòèìå øëÿõ äî

íèõ, ùî ïîâíiñòþ ðîçôàðáîâàíèé ó ÷îðíèé êîëið.

Íåõàé Z(T ) <
∑

v∈V (T ) nv − 1. Òîäi iñíóâàòèìóòü âåðøèíè, äî ÿêèõ íå

iñíóâàòèìå øëÿõó, ïîâíiñòþ ðîçôàðáîâàíîãî ó ÷îðíèé êîëið. À îòæå, âîíè íå

ìîæóòü áóòè ðîçôàðáîâàíi ó ÷îðíèé. Îòæå,

Z(G) =
∑

v∈V (T )

nv − 1.

Äëÿ ôîðóëþâàííÿ íàñëiäêó íàì ïîòðiáíà íàñòóïíà òåîðåìà, äîâåäåíà â

ñòàòòi [5].

Òåîðåìà 2.1.2. [5] Íåõàé T � äåðåâî. Òîäi

dimsT =
∑

v∈V (T )

nv − 1.

Íàñëiäîê 2.1.1. Íåõàé T � äåðåâî. Òîäi dimsT = Z(T ).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ôîðìóë äëÿ îá÷èñëåííÿ ñèëüíî¨ ìåòðè÷íî¨

ðîçìiðíîñòi òà ÷èñëîì ôîðñóâàííÿ â íóëü äåðåâà.

2.2 ×èñëî ôîðñóâàííÿ â íóëü äëÿ öèêëiâ

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé G � ãðàô, ùî ¹ ïðîñòèì öèêëîì, ïðè÷îìó |V (G)| = n.

Òîäi

Z(G) = 2.
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Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Ïî÷àòêîâî äîäàìî äî ìíîæèíè S îäíó âåðøèíó

v ∈ G. Òîäi äëÿ òîãî, ùîá ñóìiæíà äî v âåðøèíà w áóëà ðîçôàðáîâàíà ó

÷îðíèé êîëið, äîñòàòíüî, ùîá iíøà ñóìiæíà âåðøèíà v, u ∈ G, òàêîæ áóëà

÷îðíîþ. Îòæå, äîäàìî äî S ùå îäíó âåðøèíó u. Òåïåð âåðøèíà w ¹ ¹äèíîþ

ñóìiæíîþ áiëîþ âåðøèíîþ v. Ðîçôàðáîâóþ÷è iíøi âåðøèíè G ïî êîëó,

êîæíà áiëà âåðøèíà áóäå ¹äèíîþ ñóìiæíîþ áiëîþ âåðøèíîþ ïîïåðåäíüî¨ âæå

ðîçôàðáîâàíîþ ó ÷îðíèé êîëið âåðøèíè.

Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ëèøå îäíà âåðøèíà v ∈ G íàëåæèòü ìíîæèíi S. Òîäi

îáèäâi ñóìiæíi äî v âåðøèíè áóäóòü áiëèìè, à îòæå, æîäíà ç íèõ íå ìîæå

áóòè ðîçôàðáîâàíîþ ó ÷îðíèé êîëið. Îòæå,

Z(G) = 2.

Íàñëiäîê 2.2.1. Ìíîæèíà âåðøèí S ïðîñòîãî öèêëó áóäå éîãî ìíîæèíîþ

ôîðñóâàííÿ â íóëü òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè S ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ñóìiæíèõ

âåðøèí.

Äîâåäåííÿ. Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî äëÿ ðîçôàðáóâàííÿ ïðîñòîãî

öèêëó ó ÷îðíèé êîëið íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá éîãî ìíîæèíà ôîðñóâàíü

ñêëàäàëàñÿ ç äâîõ ñóìiæíèõ âåðøèí.

2.3 ×èñëî ôîðñóâàííÿ â íóëü äëÿ óíiöèêëi÷íèõ ãðàôiâ

Íåõàé ìà¹ìî ãðàô G ç ìíîæèíîþ âåðøèí V . Òîäi âíóòðiøíþ âåðøèíó, ùî

ëåæèòü ïîçà öèêëîì íàçèâàòèìåìî �ãiëëÿñòîþ âåðøèíîþ�.

Òåîðåìà 2.3.1. Íåõàé G � óíiöèêëi÷íèé ãðàô, ïðè÷îìó êiëüêiñòü âåðøèí

éîãî öèêëó äîðiâíþ¹ n. Ïîçíà÷èìî âíóòðiøíi âåðøèíè G, ÿêi ëåæàòü ó

öèêëi, ÿê vi, ¨õ êiëüêiñòü � b, à êiëüêiñòü ëèñòêiâ áëèçüêèõ äî vi � lvi. Òîäi

âèêîíóþòüñÿ òàêi òâåðäæåííÿ:

1. ÿêùî b ≥ 2, i äâi ç íèõ ¹ ñóìiæíi, òî

Z(G) =
b∑

i=1

lvi.
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2. ÿêùî b ≥ 2, àëå æîäíi äâi ç íèõ íå ¹ ñóìiæíèìè, àáî ÿêùî b = 1, òî

Z(G) =
b∑

i=1

lvi + 1.

(à) Äëÿ âèïàäêó 1. (á) Äëÿ âèïàäêó 2.

Ðèñ. 2.2: Óíiöèêëi÷íèé ãðàô G

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âèïàäîê. Äëÿ òîãî, ùîá ãiëëÿñòi âåðøèíè áó-

ëè ðîçôàðáîâàíi ó ÷îðíèé êîëið, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ëèñòêè, ùî áëèçü-

êi äî íèõ, áóëè ÷îðíèìè. Òåïåð ðîçôàðáó¹ìî âíóòðiøíþ âåðøèíó vi ∈ G, ùî
íàëåæèòü öèêëó. Øëÿõ äî íå¨ ðîçôàðáîâàíèé ó ÷îðíèé êîëið, à îòæå ìîæå-

ìî ðîçôàðáóâàòè ¨¨ ó ÷îðíèé êîëið. Äàíó ïðîöåäóðó çàñòîñó¹ìî äëÿ âñiõ b

âíóòðiøíiõ âåðøèí ãðàôà G. Îòæå,

Z(G) ≥
b∑

i=1

lvi.

Àëå îñêiëüêè äâi âíóòðiøíi âåðøèíè ¹ ñóìiæíèìè, òî çà òåîðåìîþ (2.2) öå

¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ òîãî, âñi iíøi âåðøèíè öèêëó ãðàôà

G áóëè ïåðåôàðáîâàíi â ÷îðíèé êîëið. Îòæå,

Z(G) =
b∑

i=1

lvi.

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé âèïàäîê. Ç äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó âèïëèâà¹,

ùî

Z(G) ≥
b∑

i=1

lvi.
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À îñêiëüêè çà óìîâîþ òåîðåìè (2.2) äëÿ òîãî, ùîá âåðøèíè öèêëó ãðàôà G

áóëè ðîçôàðáîâàíi ó ÷îðíèé, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äîâiëüíi äâi ñóìiæíi

âåðøèíè áóëè ÷îðíèìè, äîäàìî äî S äîâiëüíó âåðøèíó w ∈ G, ùî ¹ ñóìiæíîþ
äî äåÿêî¨ ç b âíóòðiøíiõ âåðøèí öèêëó. Îòæå,

Z(G) =
b∑

i=1

lvi + 1.
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Âèñíîâêè

Êóðñîâó ðîáîòó áóëî ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ÷èñëà ôîðñóâàííÿ â íóëü

äåÿêèõ ðîäèí ãðàôiâ.

Â ïåðøîìó ðîçäiëi ðîáîòè áóëè ïðîàíàëiçîâàíi áàçîâi òåîðåòè÷íi ïèòàííÿ

äîñëiäæåííÿ � ââåäåíi íåîáõiäíi âèçíà÷åííÿ, ïîíÿòòÿ, òàêi ÿê ìåòðèêà íà

ãðàôi, ÷èñëî ôîðñóâàííÿ â íóëü, ïðàâèëî çàìiíè êîëüîðó, ñèëüíà ìåòðè÷íà

ðîçìiðíiñòü òîùî.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi áóëî äîñëiäæåííî ÷èñëî ôîðñóâàííÿ â íóëü äåÿêèõ ðî-

äèí ãðàôiâ, à ñàìå � äåðåâ, öèêëiâ òà óíiöèêëi÷íèõ ãðàôiâ. Áóëî çíàéäåíî

ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ ÷èñëà ôîðñóâàííÿ â íóëü äåðåâ. Äîâåäåíî, ùî

÷èñëî ôîðñóâàííÿ â íóëü äîðiâíþ¹ ñèëüíié ìåòðè÷íié ðîçìiðíîñòi äåðåâà.

Çíàéäåíî ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ ÷èñëà ôîðñóâàííÿ â íóëü ãðàôiâ, ùî ¹

ïðîñòèìè öèêëàìè. Çà äîïîìîãîþ öèõ ôîðìóë ïîâíiñòþ îõàðàêòåðèçîâàíî

÷èñëî ôîðñóâàííÿ â íóëü òà îïèñàíî ìíîæèíó ôîðñóâàíü äëÿ óíiöèêëi÷íèõ

ãðàôiâ.

Ïðîâåäåíå äîñëiäæåííÿ äîçâîëèëî ðîçøèðèòè çíàííÿ ïðî õàðàêòåðèñòèêè

ãðàôiâ òà ¨õ çâ'ÿçîê ìiæ ñîáîþ, ÿêi ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíèìè ó íàñòóïíèõ

äîñëiäæåííÿõ.
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