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Анотацiя

У графi G для довiльної трiйки x, y, z ∈ V (G) покладемо M(x, y, z) :=
[x, y]∩[x, z]∩[y, z]. ГрафG називається медiанним, якщо для довiльної трiй-
ки вершин x, y, z ∈ V (G) виконано |M(x, y, z)| = 1. Єдина вершина множи-
ни M(x, y, z) називається медiаною трiйки x, y, z i позначається m(x, y, z).
Мета роботи полягає в дослiдженнi медiанних графiв та їхнiх властивостей,
а також властивостей рiзних типiв множин та вiдображень в медiанних гра-
фах.

Ключовi слова: медiанний граф, медiана, модулярний граф, опукла
множина, чебишовська множина, множина з воротами, пiвпростiр, власти-
вiсть Хеллi.
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Вступ

Дерева та гiперкуби – два широковiдомi класи графiв, якi, на перший
погляд, здаються зовсiм рiзними. Тим не менш, як буде показано згодом, во-
ни мають важливу спiльну властивiсть: для довiльної трiйки вершин u, v, w
iснує єдина вершина m, що належить найкоротшим шляхам мiж кожною
парою з трiйки обраних вершин. Вiдповiдна вершина m називається медi-
аною трiйки i позначається m(u, v, w). Графи, що визначаються цiєю вла-
стивiстю, називаються медiанними.

Медiаннi графи є добре дослiдженим математичним об’єктом. Першi
публiкацiї на цю тему почали з’являтись вже в другiй половинi XX ст. По-
няття медiанного графа було незалежно введено Аванном [1] (в його роботi,
проте, було використано термiн "unique ternary distance graph") та Небе-
ським [11], якi вивчали зв’язок медiанних графiв з певними алгебраїчними
структурами, а також Мюлдером та Шрайвером [8], якi дослiдити зв’язок
медiанних графiв з гiперграфами Хеллi. Першою статтею, основною темою
якої стали саме медiаннi графи та їхнi властивостi, була [7]. У цiй статтi
Мюлдер довiв Expansion Theorem: граф є медiанним тодi i лише тодi, коли
вiн може бути отриманий з однiєї вершини послiдовнiстю опуклих роздут-
тiв.

Медiаннi графи мають застосування в таких рiзноманiтних сферах, як-
от: теорiя еволюцiї, хiмiя, iсторiя лiтератури, теорiя локацiї, теорiя прийня-
ття рiшень i комп’ютернi науки (див. [10]).

Мета роботи полягає в дослiдженнi медiанних графiв та їхнiх властиво-
стей. Зокрема, в роботi буде надано два критерiї медiанностi графа: суку-
пнiсть усiх його метричних вiдрiзкiв має задовольняти властивостi Хеллi, а
також кожен його метричний вiдрiзок має бути чебишовською множиною,
– окрiм того, буде отримано повне доведення результату про опуклiсть пiв-
простору в медiанному графi. Також буде дослiджено рiзнi типи множин, а
саме: зв’язну множину, опуклу множину, множину з воротами та чебишов-
ську множину – та вiдображення, а саме: гомоморфiзм, метричне, лiнiйне,
неперервне та монотонне вiдображення – i їхнi властивостi в довiльних та
медiанних графах.
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1 Основнi означення та попереднi результати

1.1 Означення

Означення 1.1. Неорiєнтований граф – пара G = (V,E), де

V = V (G) – множина вершин,
E = E(G) ⊂ V (2) = {{a, b}| a, b ∈ V } – множина ребер.

Надалi ребра неорiєнтованого графа G позначатимемо ab = {a, b} ∈ E(G),
де a, b ∈ V (G).

Означення 1.2. Зв’язний граф – граф, мiж кожною парою вершин яко-
го iснує шлях, що їх сполучає.

Означення 1.3. Скiнченний граф – граф, множини вершин i ребер якого
скiнченнi.

Надалi в роботi усi графи вважаються неорiєнтованими, зв’язними та
скiнченними, якщо явно не вказано протилежне.

Означення 1.4. Шлях (маршрут) мiж парою вершин x, y ∈ V (G) –
послiдовнiсть вершин v0, v1, . . . , vn, де x = v0 – початок шляху, y = vn –
кiнець шляху, ∀i = 0, n− 1 : vivi+1 ∈ E(G).

Означення 1.5. Ланцюг – шлях, у якому всi вершини попарно рiзнi.

Означення 1.6. Цикл – шлях, у якому початок i кiнець збiгаються.

Означення 1.7. Простий цикл – ланцюг, у якому початок i кiнець збi-
гаються.

Означення 1.8. Дерево – зв’язний граф без циклiв.

Означення 1.9. Повний граф Kn – граф, у якому кожнi двi вершини
з’єднанi ребром, тобто E = V (2).

Означення 1.10. Двочастковий граф – граф, множину вершин якого
можна розбити на двi пiдмножини (долi) так, щоб жоднi двi вершини з
однiєї пiдмножини не були сумiжними, тобто

V = V1 t V2, E ⊂ {{a, b}| a ∈ V1, b ∈ V2}.
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Означення 1.11. Повний двочастковий граф Km,n – двочатковий граф,
у якому кожна вершина з однiєї долi є сумiжною з кожною вершиною з
iншої долi, тобто E = {{a, b}| a ∈ V1, b ∈ V2}.
Означення 1.12. Гiперкуб Qn – граф, кожнiй вершинi якого поставле-

но у вiдповiднiсть унiкальний 0,1-вектор довжини n, i в якому кожнi двi
вершини з’єднанi ребром, якщо як 0,1-векори вони вiдрiзняються рiвно на
одну координату.

Означення 1.13. Пiдграф H графа G (H ⊂ G) – граф H, у якому
V (H) ⊂ V (G), E(H) ⊂ E(G).

Означення 1.14. Нехай S ⊂ V (G). Породжений пiдграф G[S] – пiдграф
графа G, у якому кожнi двi вершини u, v ∈ S, сумiжнi в G, сумiжнi i в S.
Тобто E(G[S]) = {uv| u, v ∈ S, uv ∈ E(G)}.
Означення 1.15. Метричний простiр – пара (X, d), де

X – довiльна множина,
d : X ×X → R+ – вiдображення, що задовольняє властивостям:

1. d(x, y) = 0⇔ x = y;

2. d(x, y) = d(y, x);

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Означення 1.16. Нехай G – зв’язний граф. Вiдстань d(u, v) мiж вер-
шинами u, v ∈ V (G) – кiлькiсть ребер на найкоротшому шляху мiж ними.

Зауваження 1.17. Функцiя d є метрикою на множинi вершин графа G.
Отже, зв’язний граф природнiм чином породжує метричний простiр.

Означення 1.18. Метричний вiдрiзок мiж парою u, v ∈ V (G) вершин
зв’язного графа G – множина

[u, v] := {x ∈ V (G)| d(u, x) + d(x, v) = d(u, v)}.

Означення 1.19. Нехай (X, d) – метричний простiр. Метричною прое-
кцiєю на множину A ⊂ X називається вiдображення prA : X → 2A, визна-
чене як

prA(x) := {y ∈ A| d(x, y) = d(x,A) := inf
z∈A

d(x, z)}.

Означення 1.20. Окiл вершини u графа G – множина N(u) сумiжних
з нею вершин, тобто

N(u) := {x ∈ V (G)| xu ∈ E(G)}.
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1.2 Попереднi результати
Твердження 1.21. Граф є двочастковим тодi й тiльки тодi, коли вiн

не мiстить циклiв непарної довжини.

Доведення.
Нехай G – двочастковий граф, який мiстить цикл непарної довжини.

Позначимо цей цикл

v1 − v2 − · · · − v2n+1 − v1, n ∈ N.

Оскiльки граф G двочатковий, то, за означенням,

V = V1 t V2, E ⊂ {{a, b}| a ∈ V1, b ∈ V2}.

Розглянемо вершину v1 ∈ V . Не втрачаючи загальностi, припустимо, що v1
належить класу V1. Тодi матимемо суперечнiсть:

v1 ∈ V1 ⇒ v2 ∈ V2 ⇒ ...⇒ v2n+1 ∈ V1 ⇒ v1 ∈ V2.

Отже, двочастковий граф не може мiстити циклiв непарної довжини.
Зафiксуємо вершину x ∈ V . Покладемо

V1 = {v ∈ V | d(x, v) – непарна};
V2 = {v ∈ V | d(x, v) – парна}.

Покажемо, що мiж вершинами з одного класу не iснує ребер. Нехай це не
так. Не втрачаючи загальностi, припустимо, що

∃v1, v2 ∈ V1 : v1v2 ∈ E.

Нехай P1 – найкоротший (v1, x)-шлях, P2 – найкоротший (v2, x)-шлях. Роз-
глянемо замкнений шлях P = P1 ∪ P2 ∪ {v1, v2}. Тодi його довжина

d(P ) = d(v1, x) + d(v2, x) + d(v1, v2) – непарна.

Тодi P мiстить цикл непарної довжини. Отже, V (G) = V1tV2 i будь-якi двi
вершини з одного класу не є сумiжними, тобто граф G є двочастковим.

Наслiдок 1.22. Кожне дерево є двочастковим графом.

Доведення. За означенням, деревом є зв’язний граф, який не мiстить в собi
циклiв, тому твердження наслiдку одразу випливає iз Твердження 1.21.
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Лема 1.23. В довiльному графi G для будь-якої пари вершин a, b ∈ V (G)
виконано: якщо x ∈ [a, b], то [a, x] ⊂ [a, b].

Доведення. Розглянемо довiльну вершину y ∈ [a, x]. Матимемо:

d(a, y) + d(y, b) = d(a, x)− d(x, y) + d(y, b).

Окрiм того, за нерiвнiстю трикутника:

d(y, b) 6 d(y, x) + d(x, b).

Отже,

d(a, y) + d(y, b) 6 d(a, x)− d(x, y) + d(x, y) + d(x, b) = d(a, b).

З iншого боку, за нерiвнiстю трикутника:

d(a, y) + d(y, b) > d(a, b).

Остаточно:
d(a, y) + d(y, b) = d(a, b)⇒ y ∈ [a, b].

Означення 1.24. Цикл C в графi G називається iзометричним, якщо

∀x, y ∈ C : d(x, y)C = d(x, y)G.

Твердження 1.25. Найменший цикл графа є iзометричним.

Доведення. Нехай Cmin – найменший цикл графа G, а V – множина його
вершин. Матимемо:

∀v1, v2 ∈ V : d(v1, v2)Cmin
6 b|V |

2
c.

Припустимо, що Cmin не iзометричний, тобто

∃v1, v2 ∈ V : d(v1, v2)G 6 d(v1, v2)Cmin
− 1 6 b|V |

2
c − 1.

Покладемо PCmin
– найкоротший шлях мiж v1 та v2, що належить Cmin, а

PG ⊂ V (G) – вiдповiдний коротший шлях мiж v1 та v2. Розглянемо замкне-
ний шлях P = PCmin

∪ PG. Матимемо:

d(P ) = d(v1, v2)Cmin
+ d(v1, v2)G 6 b|V |

2
c+ b|V |

2
c − 1 = 2b|V |

2
c − 1 < |V |.

Отже, P мiстить цикл, довжина якого менша за |V |, що суперечить тому,
що Cmin – найменший цикл графа.
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Твердження 1.26. Найменший цикл графа непарної довжини є iзоме-
тричним.

Доведення. Нехай Gmin – найменший цикл графа G непарної довжини, а
V – множина його вершин. Припустимо, що вiн не є iзометричним, тобто

∃v1, v2 ∈ Gmin : d(v1, v2)G 6 d(v1, v2)Gmin
− 1.

Покладемо PCmin
– найкоротший шлях мiж v1 та v2, що належить Cmin, а

PG ⊂ V (G) – вiдповiдний коротший шлях мiж v1 та v2. Розглянемо замкне-
ний шлях P = PCmin

∪ PG. Матимемо 2 випадки:

1. d(P ) – непарна.

d(P ) = d(v1, v2)Gmin
+d(v1, v2)G 6 b|V |

2
c+b|V |

2
c−1 = 2b|V |

2
c−1 < |V |.

2. d(P ) – парна.
Розглянемо замкнений шлях P ? = PG ∪Gmin\PGmin

. Тодi

d(P ?) = d(v1, v2)G + |V | − d(v1, v2)Gmin
6

6 d(v1, v2)Gmin
− 1 + |V | − d(v1, v2)Gmin

= |V | − 1 < |V |.

Окрiм того, d(P ?) буде непарною.

Отже, в обох випадках вiдповiднi розглянутi шляхи мiститимуть цикли не-
парної довжини, довжина яких менша d(Gmin), що суперечить тому, що
Gmin – найменший цикл графа непарної довжини.

1.2.1 Множини спецiальних типiв у зв’язних графах

Означення 1.27. Множина A ⊂ V (G) називається

• зв’язною, якщо породжений нею пiдграф G[A] – зв’язний.

• опуклою, якщо ∀u, v ∈ A : [u, v] ⊂ A.

• множиною з воротами, якщо ∀x ∈ V (G) ∃g ∈ A,∀z ∈ A : g ∈ [x, z].
Вершина g називається воротами вершини x у множину A.

• чебишовською, якщо ∀v ∈ V (G) : | prA(v)| = 1.
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Приклад 1.28. Розглянемо рiзнi типи множин в графi (помаранчевим).

зв’язна не зв’язна

опукла не опукла

з воротами без ворiт

чебишовська не чебишовська

Твердження 1.29. Нехай G – деякий граф, а A ⊂ V (G) – множина з
воротами. Тодi для кожної вершини x ∈ V (G) iснують єдинi ворота в A.

Доведення. Нехай iснує вершина, для якої ворота не єдинi. Тобто

∃x ∈ V (G) ∃y1, y2 ∈ A,∀z ∈ A : y1 ∈ [x, z], y2 ∈ [x, z].

Тодi

y1 ∈ A⇒ y2 ∈ [x, y1]⇒ [x, y2] ⊂ [x, y1];

y2 ∈ A⇒ y1 ∈ [x, y2]⇒ [x, y1] ⊂ [x, y2].

Отже,
[x, y2] = [x, y1]⇒ y1 = y2.
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Наслiдок 1.30. Кожна множина з воротами є чебишовською.

Доведення. НехайM ⊂ V (G) – множина iз воротами в графiG. Зафiксуємо
вершину x ∈ V (G) та її ворота g ∈M в M . Тодi

∀z ∈M\{g} : g ∈ [x, z]G ⇒ d(x, z) = d(x, g) + d(g, z) > d(x, g).

Отже, g = prM(x) i M чебишовська множина.

Твердження 1.31. Кожна множина з воротами є опуклою.

Доведення. Розглянемо довiльну множину з воротами A. Припустимо, що
вона не опукла. Тобто

∃x, y ∈ A, ∃z ∈ [x, y] : z 6∈ A.

Оскiльки A – множина з воротами,

∃g ∈ A, ∀w ∈ A : g ∈ [z, w]⇒ g ∈ [z, x], g ∈ [z, y]⇒ g ∈ [x, z] ∩ [z, y].

З iншого боку,
z ∈ [x, y]⇒ [x, z] ∩ [z, y] = {z} 6∈ A.

Отже, маємо суперечнiсть.

Приклад 1.32. Опукла множина, що не є множиною з воротами.
Розглянемо граф G:

5

2

4

3
1

Очевидно, множина A = {2, 3, 4, 5} – опукла.
Нехай g – ворота вершини 1 в множину A.

[1, 3] = {1, 2, 3} ⇒ g ∈ {2, 3};
[1, 4] = {1, 5, 4} ⇒ g ∈ {5, 4};

g – ворота ⇒ g ∈ {2, 3} ∩ {5, 4} = ∅.
Отже, A не є множиною з воротами.
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2 Основнi результати

Означення 2.1. У графi G для довiльної трiйки x, y, z ∈ V покладемо

M(x, y, z) := [x, y] ∩ [x, z] ∩ [y, z].

Означення 2.2. Граф G називається модулярним, якщо для довiльної
трiйки вершин x, y, z ∈ V виконано |M(x, y, z)| > 1.

Означення 2.3. Граф G називається медiанним, якщо для довiльної
трiйки вершин x, y, z ∈ V виконано |M(x, y, z)| = 1. Єдина вершина множи-
ни M(x, y, z) називається медiаною трiйки x, y, z i позначається m(x, y, z).

Приклад 2.4. K2,3 є модулярним, але не є медiанним графом.

2.1 Загальнi властивостi медiанних та модулярних
графiв

Твердження 2.5. Кожен модулярний граф є двочастковим.

Доведення. Нехай G – модулярний граф, який не є двочастковим. Тодi, за
Твердженням 1.21, вiн мiстить цикл непарної довжини. Розглянемо най-
менший з таких циклiв. Позначимо його

v1 − v2 − · · · − vn − v1, n – непарне.

Розглянемо вершини v1, vn+1
2
, vn. За умовою, G – модулярний граф, отже,

∃m ∈ [v1, vn+1
2
] ∩ [vn+1

2
, vn] ∩ [v1, vn].

Окрiм того,
[v1, vn] = {v1, vn} ⇒ m ∈ {v1, vn}.

Отже, 
{
v1 ∈ [v1, vn+1

2
]

v1 ∈ [vn+1
2
, vn]{

vn ∈ [v1, vn+1
2
]

vn ∈ [vn+1
2
, vn]
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Що неможливо, оскiльки

v1 6∈ [vn+1
2
, vn], vn 6∈ [v1, vn+1

2
].

Оскiльки, за Твердженням 1.26, цикл, який ми розглядаємо, iзометричний,
для всього графа G справедлива рiвнiсть

[v1, vn+1
2
] ∩ [vn+1

2
, vn] ∩ [v1, vn] = ∅.

Що суперечить тому, що G є модулярним графом.

Наслiдок 2.6. Кожен медiанний граф є двочастковим.

Твердження 2.7. Кожне дерево є медiанним графом.

Доведення. Математична iндукцiя за кiлькiстю вершин.

База (|V | = 3):
Твердження очевидне.

Крок :
Нехай твердження справедливе для |V | 6 n. Розглянемо дерево D на n+1
вершинi. Видалимо одну висячу вершину v1. Отримаємо дерево D−1, для
якого твердження буде справедливим, тобто

∀u, v, w ∈ V (D−1) = V (D)\{v1} : |[u, v] ∩ [u,w] ∩ [v, w]| = 1.

Додамо вершину v1 назад. Тодi, очевидно,

∀u,w, x ∈ V (D)\{v1} : mD(u,w, x) = mD−1(u,w, x).

Окрiм того, оскiльки вершина v1 висяча, вона з’єднана ребром тiльки з
однiєю вершиною v2, отже,

∀u ∈ V (D) : [v1, u] = [v1, v2) ∪ [v2, u] = {v1} ∪ [v2, u].

Матимемо:

∀u,w ∈ V (D) : |[v1, u] ∩ [u,w] ∩ [w, v1]| =
= |([u, v2] ∪ {v1}) ∩ [u,w] ∩ ([w, v2] ∪ {v1})| = |[u, v2] ∩ [u,w] ∩ [w, v2]| = 1.

Отже, m(u,w, v1) = m(u,w, v2) i D – медiанний граф.
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Лема 2.8. Нехай Qn – гiперкуб, a = (a1 . . . an), b = (b1 . . . bn) ∈ V (Qn).
Покладемо I = {i ∈ {1 . . . n}| ai = bi}. Тодi

[a, b] = {x = (x1 . . . xn) ∈ V (Qn)| ∀i ∈ I : xi = ai = bi}.

Доведення. Оскiльки вiдстань мiж вершинами в гiперкубi – кiлькiсть вiд-
мiнних координат у їхньому векторному представленнi, лема очевидна.

Твердження 2.9. Гiперкуб Qn є медiанним графом.

Доведення. Розглянемо a = (a1 . . . an), b = (b1 . . . bn), c = (c1 . . . cn) ∈ V (Qn).
Покладемо

xi =

[
ai + bi + ci

2

]
.

Тодi, за Лемою 2.8, x = (x1 . . . xn) ∈ M(a, b, c). Окрiм того, вона буде єди-
ною такою вершиною.

Лема 2.10. Якщо модулярний граф G мiстить цикл, то вiн мiстить
i цикл довжини 4.

Доведення. Оскiльки, за Твердженням 2.5, G двочастковий, вiн може мi-
стити цикли лише парної довжини. Нехай G мiстить цикли парної довжини
n 6= 4. Розглянемо найменший з таких циклiв. Позначимо його

v1 − v2 − · · · − vn − v1, n – непарне, n ≥ 6.

Розглянемо вершини v1, vn
2
, vn−1. За умовою, G – модулярний граф, отже,

∃m ∈ [vn
2
, vn−1] ∩ [vn−1, v1] ∩ [v1, vn].

Окрiм того,

[v1, vn−1] = {v1, vn, vn−1} ⇒ m ∈ {v1, vn, vn−1}.

Отже, 

{
v1 ∈ [v1, vn

2
]

v1 ∈ [vn
2
, vn−1]{

vn−1 ∈ [v1, vn
2
]

vn−1 ∈ [vn
2
, vn−1]{

vn ∈ [v1, vn
2
]

vn ∈ [vn
2
, vn−1]
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Що неможливо, оскiльки

v1 6∈ [vn
2
, vn], vn−1 6∈ [v1, vn

2
], vn 6∈ [v1, vn

2
], vn 6∈ [vn

2
, vn−1].

Оскiльки, за Твердженням 1.25, цикл, який ми розглядаємо, iзометричний,
для всього графа G справедлива рiвнiсть

[vn
2
, vn−1] ∩ [vn−1, v1] ∩ [v1, vn] = ∅.

Що суперечить тому, що G є модулярним графом.

Наслiдок 2.11. Якщо медiанний граф мiстить цикл, то вiн мiстить
i цикл довжини 4.

Наслiдок 2.12. Будь-який медiанний граф або є деревом, або мiстить
цикл довжини 4.

Теорема 2.13. Нехай G – медiанний граф. Для кожної трiйки вершин
x, y, z ∈ V (G) виконується m(x, y, z) ∈ {x, y, z} тодi i тiльки тодi, коли
G є ланцюгом або циклом на 4 вершинах.

Доведення. За Наслiдком 2.12, маємо 2 випадки:

1. G – дерево.

1) G – ланцюг. Очевидно,

∀x, y, z ∈ V (G) : m(x, y, z) ∈ {x, y, z}.

2) Iнакше,
∃v ∈ V (G) : deg(v) > 3.

Розглянемо три вершини v1, v2, v3, що сумiжнi з v. Матимемо:

m(v1, v2, v3) = v 6∈ {v1, v2, v3}.

2. G мiстить цикл довжини 4.

1) G i є циклом довжини 4. Очевидно,

∀x, y, z ∈ V (G) : m(x, y, z) ∈ {x, y, z}.

2) Iнакше, аналогiчно до пункту 1.2.

Остаточно, твердження теореми виконується лише для графiв, якi є лан-
цюгом або циклом довжини 4.
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2.2 Множини спецiальних типiв у медiанних графах
Твердження 2.14. В медiанному графi кожен метричний вiдрiзок є

опуклою множиною.

Доведення. Припустимо, що це не так. Розглянемо медiанний граф G та
вершини u, v ∈ V (G) такi, що [u, v] – не опуклий. Тобто

∃x, y ∈ [u, v],∃z ∈ [x, y] : z 6∈ [u, v].

Нехай x, y – така пара вершин з [u, v] iз найменшою вiдстанню d(x, y). Нехай

∃w ∈ [x, z]\{x} : w ∈ [u, v].

Тодi

d(w, z) + d(z, y) = d(x, z)− d(x,w) + d(x, y)− d(x, z) =

= d(x, y)− d(x,w) = d(w, y)

⇒ z ∈ [w, y].

Окрiм того,

d(w, y) 6 d(w, z) + d(z, y) < d(x, z) + d(z, y) = d(x, y).

Що суперечить тому, що x, y – така пара вершин з [u, v] iз найменшою
вiдстанню d(x, y). Отже,

[x, z] ∩ [u, v] = {x}.

Маємо:
[u, x] ⊂ [u, v]⇒ [x, z] ∩ [u, x] = {x}.

Оскiльки G – медiанний,

|[x, z] ∩ [u, x] ∩ [u, z]| = |{x} ∩ [u, z]| = 1⇒ x ∈ [u, z].

Аналогiчно можна довести, що x ∈ [v, z]. Тому

m(u, v, z) = x.

З iншого боку, те саме виконується i для y. Тобто

m(u, v, z) = y.

Оскiльки G – медiанний, маємо:

x = y ⇒ [x, y] = {x} ∈ [u, v].

Отже, [u, v] – опуклий.



19

Теорема 2.15. В модулярному графi множина вершин є множиною з
воротами тодi i тiльки тодi, коли вона є опуклою.

Доведення.
За Твердженням 1.31, довiльна множина з воротами є опуклою.
Нехай в модулярному графi G iснує опукла множина A, яка не є

множиною з воротами. Тобто

∃x ∈ V (G) ∀y ∈ prA(x),∃w ∈ A : y 6∈ [x,w].

З iншого боку,
y, w ∈ A⇒ [y, w] ⊂ A;

y ∈ prA(x)⇒ [x, y] ∩ A = {y}.
Маємо:

[y, w] ∩ [x, y] = {y}.
Але, за припущенням,

{y} ∩ [x,w] = ∅.
Отже,

[y, w] ∩ [y, x] ∩ [w, x] = ∅.
Що суперечить тому, що граф G модулярний.

Означення 2.16. Нехай ab ∈ E(G). Пiвпростiр – множина

W (a, b) := {v ∈ V (G)| d(v, a) < d(v, b)}.

Лема 2.17. В двочастковому графi G для довiльного ребра ab ∈ E(G)
виконується V = W (a, b) tW (b, a).

Доведення. Розглянемо довiльну вершину v ∈ W (a, b). Тодi

d(v, a) < d(v, b)⇒ v 6∈ W (b, a).

Тепер розглянемо v 6∈ W (a, b). Тодi d(v, a) > d(v, b). Припустимо, що
d(v, a) = d(v, b) = k. Нехай P1 – найкоротший (v, a)-шлях, P2 – найко-
ротший (b, v)-шлях. Розглянемо замкнений шлях

P = P1 ∪ {a, b} ∪ P2 ⇒ d(P ) = 2k + 1.

Тодi P мiстить цикл непарної довжини, що суперечить тому, що граф G
двочастковий. Отже,

d(v, a) > d(v, b)⇒ v ∈ W (b, a).
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Лема 2.18. Нехай ab ∈ E(G). Для довiльної вершини v ∈ W (a, b) вико-
нується [v, a] ⊂ W (a, b).

Доведення. Маємо:

∀u ∈ [v, a] : d(v, u) + d(u, a) = d(v, a) < d(v, b) 6 d(v, u) + d(u, b)⇒
⇒ d(u, a) < d(u, b)⇒ u ∈ W (a, b).

Твердження 2.19. В графi G для довiльного його ребра ab ∈ E(G)
пiвпростiр W (a, b) – зв’язна множина.

Доведення. Внаслiдок Леми 2.18,

∀x, y ∈ W (a, b) : [x, a] ∪ [a, y] ⊂ W (a, b).

Отже, для довiльних двох вершин x, y з W (a, b) iснує шлях мiж ними, що
належить W (a, b), тому пiвпростiр W (a, b) – зв’язна множина.

Твердження 2.20. Нехай G – медiанний граф, ab ∈ E(G). Для довiль-
ної вершини u ∈ ∂W (a, b) := {v ∈ W (a, b)| N(v)\W (a, b) 6= ∅}, виконується
[u, a] ⊂ ∂W (a, b).

Доведення. Нехай v ∈ N(u) ∩W (b, a), w ∈ [a, u] ⊂ W (a, b). Проведемо ма-
тематичну iндукцiю за вiдстанню d(u,w).

База (d(u,w) = 1):
Тодi

d(v, w) = 2.

Розглянемо
m(v, w, b) ∈ [v, w] ∩ [w, b] ∩ [b, v] ⊂ [v, w].

Нехай m = v. Тодi оскiльки

d(v, b) = d(v, a)− 1 6 d(u, a) = d(u, b)− 1 6 d(v, b)⇒
⇒ d(v, b) = d(u, a) = d(w, a) + 1 = d(w, b),

то матимемо суперечнiсть:

v ∈ [w, b]⇒ d(w, b) > d(v, b).
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Нехай m = w, але, за Лемою 2.18,

[b, v] ⊂ W (b, a)⇒ m ∈ W (b, a)⇒ m 6= w.

Отже,

[m ∈ (v, w)⇒ d(w,m) = 1;m ∈ W (b, a)]⇒ w ∈ ∂W (a, b).

Остаточно,
∀w ∈ [u, a], d(u,w) = 1 : w ∈ ∂W (a, b).

Крок :
Нехай твердження виконується ∀w ∈ [u, a] : d(u,w) = n. За базою iндукцiї,

∀w? ∈ [w, a], d(w,w?) = 1 : w? ∈ ∂W (a, b).

Оскiльки

{x ∈ [u, a]| d(u, x) = n+ 1} =
⋃

w∈[u,a]: d(u,w)=n

{x ∈ [w, a]| d(w, x) = 1},

твердження доведено.

Твердження 2.21. Нехай G – медiанний граф, ab ∈ E(G). Для довiль-
ного ребра uv ∈ E(G) такого, що u ∈ W (a, b), v ∈ W (b, a), виконується
W (a, b) = W (u, v).

Доведення. Математична iндукцiя за вiдстанню d(a, u).

База (d(a, u) = 1):
– ⊂ – Розглянемо довiльну вершину w ∈ W (a, b). Покладемо

d(w, a) = k ⇒ d(w, b) = k + 1.

Оскiльки граф G медiанний,

m(a, u, w) ∈ [a, u] ∩ [u,w] ∩ [w, a] ⊂ {a, u}.

Нехай m(a, u, w) = u, тодi

u ∈ [w, a]⇒ d(w, u) = d(w, a)− d(u, a) = k − 1.
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Матимемо:

k = d(w, u) + d(u, v) > d(w, v) > d(w, b)− d(v, b) = k.

Отже,
k = d(w, v) = d(w, u) + 1.

Нехай тепер m(a, u, w) = a, тодi

a ∈ [w, u]⇒ d(w, u) = d(w, a) + d(a, u) = k + 1 = d(w, b).

Нехай v ∈ [w, u], тодi d(w, v) = k i

d(w, v) + d(v, b) = k + 1 = d(w, b)⇒ v ∈ [w, b],

d(u, b) = d(u, a) + d(a, b) = d(u, v) + d(v, b)⇒ v ∈ [u, b].

Маємо:
m(u,w, b) = v.

Тодi матимемо суперечнiсть, оскiльки

u,w ∈ W (a, b)⇒ a ∈ [w, b] ∩ [u, b]⇒ m(u,w, b) = a.

Отже, v 6∈ [w, u]. Оскiльки G – двочастковий, d(w, v) 6= d(w, u), тому

d(w, v) = d(w, u) + 1.

Остаточно:

∀w ∈ W (a, b) : d(w, v) = d(w, u) + 1⇒ w ∈ W (u, v).

– ⊃ – Оскiльки a ∈ W (u, v), b ∈ W (v, u), включення в iнший бiк дово-
диться аналогiчно.

Крок :
Нехай твердження виконується для d(u, a) = n i нехай тепер d(u, a) = n+1.
За Твердженням 2.20,

[u, a] ⊂ ∂W (a, b).

Тодi розглянемо вершину x ∈ [u, a] : d(u, x) = 1. Нехай y ∈ N(x)∩W (b, a).
Тодi d(x, a) = n i, за припущенням i базою iндукцiї вiдповiдно,

W (a, b) = W (x, y), W (x, y) = W (u, v).

Отже, W (a, b) = W (u, v).
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Теорема 2.22. В медiанному графi G для довiльного ребра ab ∈ E(G)
пiвпростiр W (a, b) – опукла множина.

Доведення. Розглянемо довiльнe ребро ab ∈ E(G) i породжений ним пiв-
простiр W (a, b). Припустимо, що множина W (a, b) – не опукла. Тодi

∃x, y ∈ W (a, b),∃z ∈ [x, y] : z 6∈ W (a, b).

Нехай x, y – така пара вершин iз найменшою вiдстанню d(x, y). Тодi

∃z ∈ [x, y] ∩W (b, a) : d(x, z) = 1⇒ x ∈ ∂W (a, b).

Тодi, за Твердженням 2.21,

W (x, z) = W (a, b).

Отже, за Лемою 2.18,

y ∈ W (x, z)⇒ [x, y] ⊂ W (x, z) = W (a, b).

Теорема 2.23. В медiанному графi будь-яка опукла множина є пере-
тином пiвпросторiв.

Доведення. Нехай G – медiанний граф, A ⊂ V (G) – опукла множина. По-
значимо межу множини A:

∂A := {a ∈ A| N(a)\A 6= ∅}.

Розглянемо множину пiвпросторiв:

W = {W (a, b)| a ∈ ∂A, b ∈ N(a)\A}.

Покажемо, що
A =

⋂
W∈W

W.

– ⊂ – Розглянемо довiльну вершину u ∈ A i довiльнi a ∈ ∂A, b ∈ N(a)\A.
Нехай m = m(u, a, b), тодi

m ∈ [a, b] = {a, b}.
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Припустимо, що m = b, тодi, оскiльки множина A – опукла,

b ∈ [a, u] ⊂ A,

що суперечить тому, що b ∈ N(a)\A, a отже, m = a. Тодi матимемо:

a ∈ [u, b]⇒ d(u, a) < d(u, b)⇒ u ∈ W (a, b).

Отже,
[ ∀a ∈ ∂A, b ∈ N(a)\A : u ∈ W (a, b) ]⇒ u ∈

⋂
W∈W

W.

– ⊃ – Нехай ∃u ∈
⋂

W∈WW : u 6∈ A. Оскiльки, за Теоремою 2.15, опукла
множина A є множиною з воротами, а отже, за Наслiдком 1.30, i чебишов-
ською, можемо покласти a′ = prA(u) ∈ A, тодi

u 6∈ A⇒ d(u, a′) > 1⇒ ∃b′ ∈ (a′, u] : d(a′, b′) = 1, d(u, a′) > d(u, b′).

З iншого боку,

u 6∈ A, a′ = prA(u), b
′ ∈ (a′, u], d(a′, b′) = 1⇒ b′ ∈ N(a′)\A.

Тодi матимемо суперечнiсть, оскiльки

u ∈
⋂

W∈W

W ⇒ u ∈ W (a′, b′)⇒ d(u, a′) < d(u, b′).

Отже, u ∈ A.

Означення 2.24. Нехай X – деяка множина, F ⊂ 2X – сукупнiсть пiд-
множин X. Кажуть, що F задовольняє властивiсть Хеллi, якщо для будь-
якої скiнченної родини F ′ ⊂ F виконано

∀A,B ∈ F ′ : A ∩B 6= ∅ ⇒
⋂
A∈F ′

A 6= ∅.

Лема 2.25. Якщо A,B – множини з воротами в графi G, A ∩ B 6= ∅,
то для будь-якої вершини з A її ворота в B належать A ∩B.

Доведення. Оскiльки B – множина з воротами, то

∀x ∈ A ⊂ V (G) ∃g ∈ B, ∀z ∈ B : g ∈ [x, z].
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За Твердженням 1.29, для кожної вершини ворота єдинi. Окрiм того,

∀z? ∈ A ∩B ⊂ A : g ∈ [x, z?].

За Твердженням 1.31, кожна множина з воротами є опуклою. Тому

x ∈ A, z? ∈ A⇒ [x, z?] ⊂ A⇒ g ∈ A.

Отже, g ∈ A ∩B.

Твердження 2.26. Непорожнiй перетин двох множин з воротами
теж є множиною з воротами.

Доведення. Нехай A,B – множини з воротами в графi G, A ∩B 6= ∅. Тодi

∀x ∈ V (G) ∃gA ∈ A,∀z ∈ A ∩B ⊂ A : gA ∈ [x, z].

Окрiм того, за Лемою 2.25,

gA ∈ A, z ∈ B ⇒ ∃g ∈ A ∩B : g ∈ [gA, z].

Маємо:
[gA, z] ⊂ [x, z]⇒ g ∈ [x, z].

Остаточно:
∀x ∈ V ∃g ∈ A ∩B, ∀z ∈ A ∩B : g ∈ [x, z].

Отже, A ∩B – множина з воротами.

Теорема 2.27. Сукупнiсть усiх множин з воротами у зв’язному графi
задовольняє властивiсть Хеллi.

Доведення. Нехай F – сукупнiсть усiх множин з воротами зв’язного графа,
F ′ – її довiльна пiдмножина. Проведемо математичну iндукцiю за потужнi-
стю множини F ′.

База (n = 3):
A1, A2, A3 ∈ F ′ – множини з воротами з попарно непорожнiми перетинами.
Розглянемо вершину x ∈ A1 ∩ A2. Нехай g – ворота x в множину A3. За
Лемою 2.25,

x ∈ A1 ⇒ g ∈ A1 ∩ A3;

x ∈ A2 ⇒ g ∈ A2 ∩ A3.
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Отже, оскiльки, за Твердженням 1.29, для кожної вершини ворота єдинi,

g ∈ A1 ∩ A2 ∩ A3 6= ∅.

Крок :
Нехай твердження справедливе для |F ′| 6 n. РозглянемоF ′ = {A1, . . . , An+1},
де Ai, i = 1, n+ 1 – множини з воротами з попарно непорожнiми перетина-
ми. Покладемо A = A1 ∩ A2. Аналогiчно до бази iндукцiї:

∀i = 3, n+ 1 : A ∩ Ai = A1 ∩ A2 ∩ Ai 6= ∅.

Окрiм того, за Твердженням 2.26, A є множиною з воротами. Отже, за
припущенням iндукцiї,

A1 ∩ · · · ∩ An+1 = A ∩ A3 ∩ · · · ∩ An+1 6= ∅.

2.2.1 Характеризацiя в термiнах властивостi Хеллi

Твердження 2.28. Непорожнiй перетин двох опуклих множин теж
є опуклою множиною.

Доведення. Нехай A,B – опуклi множини в графi G, A ∩B 6= ∅. Тодi

∀x, y ∈ A ∩B ⊂ A⇒ [x, y] ⊂ A,

∀x, y ∈ A ∩B ⊂ B ⇒ [x, y] ⊂ B.

Тому
∀x, y ∈ A ∩B : [x, y] ⊂ A ∩B

Отже, A ∩B – опукла множина.

Лема 2.29. В модулярному графi для довiльної трiйки вершин x, y, z i
для будь-якої вершини m ∈M(x, y, z) має мiсце [x,m] ∩M(x, y, z) = {m}.

Доведення. Розглянемо довiльну вершину u ∈ [x,m]\{m}. Тодi

d(y, u) + d(u, z) = d(x, y)− d(x, u) + d(x, z)− d(x, u) =

= d(x, y) + d(x, z)− 2(d(x,m)− d(m,u)) =

= d(x, y)− d(x,m) + d(x, z)− d(x,m) + 2d(m,u) =

= d(y,m) + d(m, z) + 2d(m,u) = d(y, z) + 2d(m,u) >

> d(y, z).
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Отже,
d(y, u) + d(u, z) > d(y, z)⇒ u 6∈ [y, z].

Матимемо:

[x,m] ∩M(x, y, z) = [x,m] ∩ [x, y] ∩ [y, z] ∩ [z, x] = [x,m] ∩ [y, z] = {m}.

Теорема 2.30. Зв’язний граф є медiанним тодi й тiльки тодi, коли
сукупнiсть всiх його метричних вiдрiзкiв задовольняє властивiсть Хеллi.

Доведення.
Нехай F – сукупнiсть усiх метричних вiдрiзкiв медiанного графа G,

F ′ – її довiльна пiдмножина. Проведемо математичну iндукцiю за потужнi-
стю множини F ′.

База (n = 3):
Нехай [x1, y1], [x2, y2], [x3, y3] ∈ F ′ – метричнi вiдрiзки з попарно непорожнi-
ми перетинами. Зафiксуємо

v1 ∈ [x1, y1] ∩ [x2, y2],

v2 ∈ [x2, y2] ∩ [x3, y3],

v3 ∈ [x1, y1] ∩ [x3, y3].

Оскiльки граф G медiанний,
[v1, v2] ∩ [v2, v3] ∩ [v3, v1] = {m}.

Окрiм того,
v1 ∈ [x1, y1] ∩ [x2, y2]⇒ v1 ∈ [x2, y2],

v2 ∈ [x2, y2] ∩ [x3, y3]⇒ v2 ∈ [x2, y2].

Оскiльки, за Твердженням 2.14, в медiанному графi метричний вiдрiзок є
опуклою множиною, то

v1, v2 ∈ [x2, y2]⇒ [v1, v2] ⊂ [x2, y2].

Аналогiчно,
[v2, v3] ⊂ [x3, y3],

[v1, v3] ⊂ [x1, y1].
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Отже,

{m} = [v1, v2] ∩ [v2, v3] ∩ [v3, v1] ⊂ [x1, y1] ∩ [x2, y2] ∩ [x3, y3] 6= ∅.

Крок :
Нехай твердження справедливе для |F ′| 6 n. Покладемо Ai = [xi, yi] i
F ′ = {A1, . . . , An+1}, де Ai, i = 1, n+ 1 – метричнi вiдрiзки з попарно непо-
рожнiми перетинами. Нехай A = A1 ∩ A2. Аналогiчно до бази iндукцiї:

∀i = 3, n+ 1 : A ∩ Ai = A1 ∩ A2 ∩ Ai 6= ∅.

Окрiм того, за Твердженням 2.28, A є опуклою множиною. Отже, за при-
пущенням iндукцiї:

A1 ∩ · · · ∩ An+1 = A ∩ A3 ∩ · · · ∩ An+1 6= ∅

Оскiльки ∀x, y, z ∈ V (G):

y ∈ [x, y] ∩ [y, z] 6= ∅,
z ∈ [y, z] ∩ [z, x] 6= ∅,
x ∈ [x, y] ∩ [z, x] 6= ∅,

то, за властивiстю Хеллi,

∀x, y, z : M(x, y, z) := [x, y] ∩ [y, z] ∩ [z, x] 6= ∅.

Нехай |M(x, y, z)| > 1, тобто ∃m1,m2 ∈M : m1 6= m2. Матимемо:

m1 ∈ [x,m1] ∩ [y, z] 6= ∅,
m2 ∈ [x,m2] ∩ [y, z] 6= ∅,
x ∈ [x,m1] ∩ [x,m2] 6= ∅.

Але, за Лемою 2.29,

[x,m1] ∩ [y, z] ∩ [x,m2] = {m1} ∩ [x,m2] = ∅,

що суперечить властивостi Хеллi. Отже, |M | = 1 i граф G – медiанний.
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2.2.2 Характеризацiя в термiнах чебишовських множин

Твердження 2.31. [9 ] Нехай G – зв’язний граф без трикутникiв.
Якщо для будь-яких трьох вершин u, v, w ∈ V (G) таких, що d(u, v) = 2,
виконується |M(u, v, w)| = 1, то G – медiанний граф.

Твердження 2.32. Якщо кожен метричний вiдрiзок графа є чебишов-
ською множиною, то вiн двочастковий.

Доведення. Нехай граф G не є двочастковим i

∀u, v, w ∈ V (G) : | pr[u,v](w)| = 1.

За Твердженням 1.21, G мiстить цикл непарної довжини. Розглянемо най-
менший з таких циклiв. Позначимо його v1− v2− · · ·− vn− v1, n – непарне.
Матимемо:

d(vn+1
2
, v1) = d(vn+1

2
, vn)⇒

∣∣∣pr[v1,vn](vn+1
2
)
∣∣∣ = 2.

Оскiльки, за Твердженням 1.26, цикл, який ми розглядаємо, iзометричний,
маємо суперечнiсть.

Лема 2.33. У графi G для будь-якої трiйки вершин u, v, w ∈ V (G) ви-
конується M(u, v, w) ⊂ pr[u,v](w). Окрiм того, якщо M(u, v, w) 6= ∅, то
M(u, v, w) = pr[u,v](w).

Доведення.
– ⊂ – Припустимо, що ∃x ∈ M(u, v, w) : x 6∈ pr[u,v](w). Розглянемо
довiльну вершину y ∈ pr[u,v](w). Тодi оскiльки

x 6∈ pr[u,v](w), y ∈ pr[u,v](w)⇒ d(w, x) > d(w, y),

то

d(w, y) + d(y, u) > d(w, u) = d(w, x) + d(x, u) > d(w, y) + d(x, u),

d(w, y) + d(y, v) > d(w, v) = d(w, x) + d(x, v) > d(w, y) + d(x, v).

Отже,

d(y, u) > d(x, u),

d(y, v) > d(x, v).
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Тодi матимемо суперечнiсть:

d(u, v) = d(u, y) + d(y, v) > d(u, x) + d(x, v) = d(u, v).

– ⊃ – Припустимо, що ∃x ∈ pr[u,v](w) : x 6∈ M(u, v, w). Розглянемо
довiльну вершину y ∈M(u, v, w) ⊂ pr[u,v](w). Тодi

x, y ∈ pr[u,v](w)⇒ d(w, x) = d(w, y),

x ∈ [u, v], x 6∈M(u, v, w)⇒ x 6∈ [v, w] ∩ [w, u].

Без втрати загальностi, припустимо, що x 6∈ [w, u]. Тодi

d(w, x) + d(x, u) > d(w, u) = d(w, y) + d(y, u) = d(w, x) + d(y, u),

d(w, x) + d(x, v) > d(w, v) = d(w, y) + d(y, v) = d(w, x) + d(y, v).

Отже,

d(x, u) > d(y, u),

d(x, v) > d(y, v).

Тодi матимемо суперечнiсть:

d(u, v) = d(u, x) + d(x, v) > d(u, y) + d(y, v) = d(u, v).

Лема 2.34. Якщо кожен метричний вiдрiзок графа G є чебишовською
множиною, то для будь-яких трьох вершин u, v, w ∈ V (G) таких, що
d(u, v) = 2 виконується M(u, v, w) 6= ∅.

Доведення. Припустимо, що ∃u, v, w ∈ V (G) : d(u, v) = 2,M(u, v, w) = ∅.
Покладемо a = pr[u,v](w). Нехай a 6= u, a 6= v, тодi

d(w, a) < d(w, u) 6 d(w, a) + d(a, u) = d(w, a) + 1⇒
⇒ d(w, u) = d(w, a) + d(a, u)⇒ a ∈ [w, u].

Аналогiчно,
a ∈ [w, v].

Тодi
a ∈M(u, v, w).
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Маємо суперечнiсть. Отже, a = u або a = v. Без втрати загальностi, при-
пустимо, що a = u. Матимемо:

u ∈ [u, v] ∩ [u,w]⇒ u 6∈ [v, w]⇒
d(u,w) < d(v, w) < d(v, u) + d(u,w) = 2 + d(u,w)⇒ d(v, w) = d(u,w) + 1.

Нехай P1 – найкоротший (u, v)-шлях, P2 – найкоротший (v, w)-шлях, P3 –
найкоротший (w, u)-шлях. Розглянемо замкнений шлях P = P1 ∪ P2 ∪ P3.
Тодi його довжина

d(P ) = d(u, v)+d(v, w)+d(w, u) = 2+(d(w, u)+1)+d(w, u) = 2d(w, u)+3.

Отже, вiн мiстить цикл непарної довжини. Оскiльки, за Твердженням 2.32,
граф G є двочастковим, маємо суперечнiть.

Теорема 2.35. Граф є медiанним тодi й тiльки тодi, коли кожен його
метричний вiдрiзок є чебишовською множиною.

Доведення.
Нехай G – медiанний граф. Маємо:

∀u, v, w ∈ V (G) : {m(u, v, w)} := M(u, v, w) 6= ∅.

Тодi, за Лемою 2.33,

∀u, v, w ∈ V (G) : {m(u, v, w)} = pr[u,v](w)⇒ |pr[u,v](w)| = 1.

Нехай кожен метричний вiдрiзок графа G є чебишовською множи-
ною. Розглянемо трiйку вершин u, v, w ∈ V (G) таких, що d(u, v) = 2. Тодi,
за Лемою 2.34,

M(u, v, w) 6= ∅.
I, за Лемою 2.33,

M(u, v, w) = pr[u,v](w)⇒ |M(u, v, w)| = | pr[u,v](w)| = 1.

Оскiльки, за Твердженням 2.32, граф G є двочастковим, вiн не мiстить
трикутникiв. Отже, за Твердженням 2.31, граф G є медiанним.
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2.3 Вiдображення мiж графами
Означення 2.36. Нехай G та H – пара зв’язних графiв. Вiдображення

f : V (G)→ V (H) називається

• гомоморфiзмом, якщо ∀uv ∈ E(G) : f(u)f(v) ∈ E(H);

• метричним, якщо ∀u, v ∈ V (G) : dH(f(u), f(v)) 6 dG(u, v);

• лiнiйним, якщо ∀u, v ∈ V (G) : f([u, v]G) ⊂ [f(u), f(v)]H ;

• неперервним, якщо ∀u, v ∈ V (G) : [f(u), f(v)]H ⊂ f([u, v]G);

• монотонним, якщо ∀y ∈ V (H) : f−1(y) – зв’язна множина.

Безпосередньо iз означень слiдує, що кожне iн’єктивне вiдображення
завжди є монотонним.

Твердження 2.37. Кожне лiнiйне вiдображення є монотонним.

Доведення. Якщо вiдображення f : V (G)→ V (H) лiнiйне, то

∀y ∈ V (H),∀x1, x2 ∈ f−1(y) ⊂ V (G) :

f([x1, x2]G) ⊂ [f(x1), f(x2)]H = [y, y]H = y.

Тодi, за властивостями прообразу,

[x1, x2]G ⊂ f−1(f([x1, x2]G)) ⊂ f−1(y).

Отже, множина f−1(y) опукла, а отже, i зв’язна ∀y ∈ V (H), i вiдображення
є монотонним.

Приклад 2.38. Монотонне вiдображення, яке не є лiнiйним.
Розглянемо вiдображення f : V (G)→ V (H), де ∀i ∈ V (G) : f(i) = i′.

1 2 3

G

1′ 3′ 2′

H

Очевидно, вiдображення монотонне, оскiльки всi прообрази:

f−1(1′) = 1, f−1(2′) = 2, f−1(3′) = 3,

– одноточковi, а отже, i зв’язнi. Але вiдображення не лiнiйне, бо

f([1, 3]) = {1′, 2′, 3′} 6⊂ [f(1), f(3)] = {1′, 3′}.
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Твердження 2.39. Нехай G – зв’язний граф, A ⊂ V (G) – чебишовська
множина. Тодi проекцiя prA є монотонним вiдображенням.

Доведення. Для довiльної вершини y ∈ A розглянемо множину

pr−1A (y) = {x ∈ V (G) | d(x, y) = min
v∈A

d(x, v)}.

Для довiльної вершини x ∈ pr−1A (y) розглянемо шлях [x, y]. Очевидно,

∀z ∈ [x, y] : z ∈ pr−1A (y).

Бо iнакше, оскiльки множина A є чебишовською,

∃y? ∈ A\{y} : prA(z) = y? ⇒ d(z, y?) < d(z, y).

I тодi

d(x, y) = d(x, z) + d(z, y) > d(x, z) + d(z, y?) > d(x, y?)⇒ prA(x) 6= y.

Отже,
∀x ∈ pr−1A (y) : [x, y] ⊂ pr−1A (y).

Тодi для довiльних вершин x1, x2 ∈ pr−1A (y) iснує шлях P ⊂ [x1, y] ∪ [y, x2]
мiж ними, що належить прообразу проекцiї. Отже, ∀y ∈ A множина pr−1A (y)
зв’язна, i вiдображення prA є монотонним.

Теорема 2.40. Нехай G та H – пара зв’язних графiв. Вiдображення
f : V (G) → V (H) є метричним тодi й тiльки тодi, коли для всiх ребер
uv ∈ E(G) виконано dH(f(u), f(v)) 6 1.

Доведення.
Якщо вiдображення метричне, очевидно,

∀uv ∈ E(G) : dH(f(u), f(v)) 6 dG(u, v) = 1.

Для будь-якої пари вершин u, v ∈ V (G) розглянемо довiльний ланцюг
(u = x0, x1 . . . , xn = v) ∈ [u, v]. Тодi

dH(f(u), f(v)) = dH(f(x0), f(xn)) 6

6 dH(f(x0), f(x1)) + · · ·+ dH(f(xn−1), f(xn)) 6

6 n = dG(u, v).

Отже, вiдображення є метричним.
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Наслiдок 2.41. Образ метричного вiдображення мiж парою зв’язних
графiв завжди є зв’язною множиною.

Доведення. Оскiльки граф G зв’язний,

∀u, v ∈ V (G) ∃(u = x0, x1, . . . , xn = v), ∀i = 1, n : xi−1xi ∈ E(G).

Розглянемо послiдовнiсть

(f(u) = f(x0), f(x1), . . . , f(xn) = f(v)) ∈ imf.

За Теоремою 2.40,

∀i = 1, n : f(xi−1)f(xi) ∈ E(H) ∨ f(xi−1) = f(xi).

Тодi, викинувши послiдовнi повтори вершин, отримаємо шлях мiж верши-
нами f(u), f(v) ∈ imf , що належить образу вiдображення. Оскiльки це
справедливо для всiх u, v ∈ V (G), а отже, i для будь-яких f(u), f(v) ∈ imf ,
то образ – зв’язна множина.

Наслiдок 2.42. Кожен гомоморфiзм є метричним вiдображенням.

Доведення. Якщо вiдображення f : V (G)→ V (H) гомоморфiзм, то

∀uv ∈ E(G) : f(u)f(v) ∈ E(H).

Тодi, очевидно,
∀uv ∈ E(G) : dH(f(u), f(v)) = 1.

Отже, за Теоремою 2.40, вiдображення є метричним.

Наслiдок 2.43. Кожне неперервне вiдображення є метричним.

Доведення. Якщо вiдображення f : V (G)→ V (H) неперервне, то

∀uv ∈ E(G) : [f(u), f(v)]H ⊂ f([u, v]G) = {f(u), f(v)}.

Тодi, очевидно,

∀uv ∈ E(G) : dH(f(u), f(v)) 6 |{f(u), f(v)}| − 1 = 1.

Отже, за Теоремою 2.40, вiдображення є метричним.
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Приклад 2.44. Метричне вiдображення, яке не є неперервним.
Розглянемо вiдображення f : V (G)→ V (H), де ∀i ∈ V (G) : f(i) = i′.

1 2 3

4

G

1′ 2′ 3′

4′

H

Вiдображення f є метричним, оскiльки

∀uv ∈ E(G) : dH(f(u), f(v)) = 1.

Але не є неперервним, оскiльки

[f(1), f(3)]H = [1′, 3′]H = {1′, 2′, 3′, 4′} 6⊂ f([1, 3]G) = f({1, 2, 3}) = {1′, 2′, 3′}.

Теорема 2.45. Нехай G – зв’язний граф, H – дерево, а f : V (G)→ V (H)
– деяке вiдображення. Тодi f є метричним тодi й тiльки тодi, коли f
неперервне.

Доведення.
За Наслiдком 2.43, кожне неперервне вiдображення є метричним.
Оскiльки граф G зв’язний,

∀u, v ∈ V (G) ∃(u = x0, x1, . . . , xn = v) ∈ [u, v]G, ∀i = 1, n : xi−1xi ∈ E(G).

Розглянемо послiдовнiсть

(f(u) = f(x0), f(x1), . . . , f(xn) = f(v)).

Оскiльки вiдображення f – метричне, за Теоремою 2.40,

∀i = 1, n : f(xi−1)f(xi) ∈ E(H) ∨ f(xi−1) = f(xi).

Тодi ця послiдовнiсть мiстить шлях мiж вершинами f(u), f(v). Оскiльки H
– дерево, для будь-яких двох його вершин шлях мiж ними єдиний, тодi

[f(u), f(v)]H = {f(x0), f(x1), . . . , f(xn)} = f({x0, x1, . . . , xn}) ⊂ f([u, v]G).

Отже, вiдображення є неперервним.
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Твердження 2.46. Нехай G та H – пара зв’язних графiв. Тодi вiдобра-
ження f : V (G)→ V (H) – iн’єкцiя, а f−1 : V (H)→ V (G) – гомоморфiзм
мiж породженим пiдграфом H[f(V (G))] i G тодi i тiльки тодi, коли для
будь-якої пари вершин u, v ∈ V (G) виконується dG(u, v) 6 dH(f(u), f(v)).

Доведення.
Оскiльки вiдображення f – iн’єкцiя, то

∀x ∈ V (G) : f−1(f(x)) = x.

Окрiм того, оскiльки вiдображення f−1 – гомоморфiзм, то, за Наслiдком 2.42,
воно є метричним. Тодi матимемо:

dG(u, v) = dG(f
−1(f(u)), f−1(f(v))) 6 dH(f(u), f(v)).

Розглянемо пару вершин u, v ∈ V (G) : u 6= v. Тодi,

dH(f(u), f(v)) > dG(u, v) > 1⇒ f(u) 6= f(v).

Отже, f – iн’єкцiя.
Тепер розглянемо u, v ∈ V (G) : f(u)f(v) ∈ E(H). Очевидно, u 6= v i тодi

1 = dH(f(u), f(v)) > dG(u, v) > 1⇒ dG(u, v) = 1⇒ uv ∈ E(G).

Отже, f−1 – гомоморфiзм мiж H[f(V (G))] та G.

Теорема 2.47. Нехай G та H – пара медiанних графiв. Вiдображення
f : V (G)→ V (H) є лiнiйним тодi й тiльки тодi, коли воно зберiгає медi-
ани, тобто f(mG(u, v, w)) = mH(f(u), f(v), f(w)) для всiх трiйок вершин
u, v, w ∈ V (G).

Доведення.
Якщо f : V (G)→ V (H) – лiнiйне вiдображення, то ∀u, v, w ∈ V (G) :

f(mG(u, v, w)) = f([u, v]G ∩ [v, w]G ∩ [w, u]G) ⊂
⊂ f([u, v]G) ∩ f([v, w]G) ∩ f([w, u]G) ⊂
⊂ [f(u), f(v)]H ∩ [f(v), f(w)]H ∩ [f(w), f(u)]H =

= mH(f(u), f(v), f(w)).

Тодi, оскiльки граф H медiанний i медiана mH(f(u), f(v), f(w)) єдина, то

f(mG(u, v, w)) = mH(f(u), f(v), f(w)).



37

Нехай вiдображення f не лiнiйне, тодi

∃u, v ∈ V (G), ∃y ∈ f([u, v]G) : y 6∈ [f(u), f(v)]H .

Оскiльки y ∈ f([u, v]G), то

∃w ∈ [u, v]G : f(w) = y.

Тодi, оскiльки граф G – медiанний, то

f([u, v]G ∩ [v, w]G ∩ [w, u]G) = f(w).

З iншого боку,
y = f(w) 6∈ [f(u), f(v)]H .

Отже,

f([u, v]G ∩ [v, w]G ∩ [w, u]G) = f(w) 6=
6= [f(u), f(v)]H ∩ [f(v), f(w)]H ∩ [f(w), f(u)]H ,

що суперечить припущенню про те, що вiдображення зберiгає медiани.
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Висновки

У Роздiлi 1 розглянуто базовi означення та твердження. Зокрема, дове-
дено критерiй двочастковостi графа та достатнi умови iзометричностi ци-
клу. У Пiдроздiлi 1.2.1 розглянуто типи множин у зв’язних графах, а
саме: зв’язну множину, опуклу множину, множину з воротами та чебишов-
ську множину,– а також сформульовано та доведено деякi їхнi властивостi.

У Роздiлi 2 розглянуто поняття модулярного та медiанного графiв.

У Пiдроздiлi 2.1 розглянуто загальнi властивостi модулярних та ме-
дiанних графiв. Доведено, що клас модулярних графiв є пiдкласом двочас-
ткових графiв, а класи дерев та гiперкубiв – пiдкласами медiанних графiв.
Описано медiаннi графи, в яких медiана кожної трiйки вершин є однiєю з
цих вершин.

У Пiдроздiлi 2.2 розглянуто згаданi вище типи множин i їхнi вла-
стивостi у модулярних та медiанних графах. Доведено, що в медiанному
графi кожен метричний вiдрiзок опуклий. Доведено, що в модулярному
графi множина вершин є опуклою тодi i лише тодi, коли вона є множиною
з воротами. Розглянуто поняття пiвпростору, доведено, що в медiанному
графi пiвпростiр – опукла множина. Доведено, що будь-яка опукла мно-
жина в медiанному графi є перетином пiвпросторiв. У Пiдроздiлi 2.2.1
сформульовано i доведено перший критерiй медiанностi графа в термiнах
властивостi Хеллi: сукупнiсть усiх його метричних вiдрiзкiв має задоволь-
няти властивостi Хеллi. У Пiдроздiлi 2.2.2 сформульовано та доведено
другий критерiй медiанностi графа в термiнах чебишовських множин: ко-
жен його метричний вiдрiзок має бути чебишовською множиною.

У Пiдроздiлi 2.3 розглянуто рiзнi типи вiдображень мiж графами, а
саме: гомоморфiзм, метричне, лiнiйне, неперервне та монотонне вiдображен-
ня,– а також сформульовано та доведено деякi їхнi властивостi в довiльних
та медiанних графах. Зокрема, доведено, що вiдображення мiж медiанними
графами зберiгає медiани тодi i лише тодi, коли воно є лiнiйним.
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[5] P. Hell and J. Nešetřil (2004), Graphs and Homomorphisms, Oxford Uni-
versity Press Inc.

[6] F.R. McMorris, H.M. Mulder and F.S. Roberts, The median procedure on
median graphs, Discrete Applied Mathematics, 84 (1998), 165—181.

[7] H.M. Mulder, The structure of median graphs, Discrete Mathematics, 24
(1978), 197—204.

[8] H. M. Mulder and A. Schrijver, Median graphs and Helly hypergraphs,
Discrete Math, 25 (1979) 41–50.

[9] H.M. Mulder (1980), Chapter 3. Median graphs, in M. Mulder, The interval
function of a graph, Mathematisch Centrum, 64—96.

[10] H.M. Mulder (2010), Chapter 5. Median Graphs: A Structure Theory, in
H. Kaul and M. Mulder, Advances in Interdisciplinary Applied Discrete
Mathematics, World Scientific, 93—125.
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