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1 Вступ

Цифровi iнтегральнi мiкросхеми є ключовими компонентами усiх суча-

сних електронних пристроїв, починаючи вiд простих годинникiв i до скла-

дних комп’ютерних систем. Висока конкуренцiя в галузi електронiки змушує

компанiї постiйно вдосконалювати технологiї виробництва та створює вели-

кий попит на все бiльш компактнi, потужнi та енергоефективнi мiкросхеми.

Що, у свою чергу, перетворює задачу проектування ефективних цифрових

мiкросхем на ключове завдання у розробцi сучасних електронних систем.

Розвиток технологiй в областi виробництва напiвпровiдникiв дозволив

створювати мiнiатюрнi транзистори, що, у свою чергу, дозволило розмiщу-

вати велику кiлькiсть транзисторiв на компактних кремнiєвих пластинах i,

в результатi, проектувати набагато бiльш ефективнi мiкросхеми. У 1965 роцi

спiвзасновник компанiї Intel Гордон Мур сформулював статистичне припу-

щення, так званий «Закон Мура», який полягає у тому, що кiлькiсть тран-

зисторiв, якi можна розмiстити на мiкрочiпi, подвоюватиметься приблизно

кожнi два роки. Згодом Мур сформулював ще “Другий закон Мура”, який

говорить про те, що вартiсть фабрик з виробництва мiкросхем експоненцiйно

зростає з ускладненням мiкрочiпiв, що виробляються. Як бачимо подолання

фiзичних обмежень стає дедалi складнiшим, а подальше зменшення розмi-

рiв компонентiв, в свою чергу, призводить до значного збiльшення вартостi

виробництва кремнiєвих пластин [11].

Традицiйно процес проектування мiкрочiпiв складається з декiлькох ета-

пiв: дизайн, верифiкацiя дизайну, логiчний синтез, фiзичне проектування та

розмiщення, виробництво та тестування мiкрочiпiв. На етапi дизайну зада-

ється необхiдна функцiональнiсть мiкросхеми, визначаються основнi компо-

ненти майбутнiх мiкрочiпiв та розробляється їх специфiкацiя. Далi вiдбуває-

ться верифiкацiя змодельованого мiкрочiпу - перевiрка на вiдповiднiсть всiм
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вимогам та обмеженням. Наступний крок, логiчний синтез, є одним з найва-

жливiших етапiв в проектуваннi мiкрочiпiв. Це процес перетворення абстра-

ктного опису бажаної поведiнки цифрової схеми, у схему з логiчних вентилiв,

яка задовольняє певним обмеженням щодо продуктивностi, цiни, площi схе-

ми та споживання електроенергiї. Схему логiчних вентилiв легко перетвори-

ти у сукупнiсть булевих функцiй, якi задають вiдповiднi булевi схеми. I тому

центральною задачею логiчного синтезу є оптимiзацiя булевих схем, а саме

мiнiмiзацiя їх площi або затримки. Наступний етап фiзичного проектування

передбачає ефективне розмiщення транзисторiв на кремнiєвiй пластинi та їх

з’єднання мiж собою. Останнiй етап - виробництво мiкрочiпiв та їх тестува-

ння, полягає у безпосередньому отриманнi фiзичного продукту та перевiрцi

його на вiдповiднiсть всiм вимогам.

Ця курсова робота присвячена основнiй задачi логiчного синтезу - опти-

мiзацiї булевих схем, а саме мiнiмiзацiї їх площi.

Метою цiєї роботи є дослiдження та розв’язок задачi оптимiзацiї булевих

схем.

В ходi роботи були запрограмовано алгоритми оптимiзацiї булевих схем

на базi розкладу Шеннона з використанням перестановок змiнних та без них,

алгоритм iз сумiсним використанням розкладiв Шеннона i Давiо, а також по-

будовано новий алгоритм, який одночасно використовує розклади Шеннона

i Давiо для кожної перестановки змiнних у булевiй функцiї. В дослiдженнi

також порiвнюються результати роботи запропонованого нового алгоритму

iз iншими реалiзованими алгоритмами та найкращими результатими пред-

ставленими на всесвiтньовiдомiй конференцiї International Workshop on Logic

and Synthesis 2022 [15] (в якостi вхiдних даних для дослiджуваних алгоритмiв

використовувались тестовi приклади з вищезгаданої конференцiї).

Новизна цiєї роботи полягає в розробцi та дослiдженнi нового методу змен-
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шення площi булевих схем, що мiнiмiзує кiлькiсть їх двох-входових вершин.

Предметом дослiдження в курсовiй роботi виступають булевi схеми.

Об’єктом дослiдження в цiй роботi є оптимiзацiя булевих схем.

Структурно курсова робота побудована наступним чином.

Другий роздiл курсової роботи присвячений теоретичнiй частинi: понят-

тям булевої функцiї, булевої мережi, орiєнтованого ациклiчного графа, And-

Inverter та Xor-And-Inverter графiв, структурного та функцiонального хешу-

вання, розкладам Шеннона та Давiо.

В третьому роздiлi розглянуто приклад для демонстрацiї роботи алго-

ритмiв оптимiзацiї та наведене графiчне представлення схем, отриманих в

результатi роботи дослiджуваних алгоритмiв.

В четвертому роздiлi описано способи вводу/виводу булевих функцiй,

представлено псевдокоди чотирьох алгоритмiв оптимiзацiї булевих схем: ал-

горитм на основi розкладу Шеннона з фiкованим порядком змiнних, алго-

ритм на основi розкладу Шеннона з перебором всiх перестановок змiнних,

алгоритм на основi розкладiв Шеннона i Давiо з фiкованим порядком змiн-

них та новий алгоритм, на основi розкладiв Шеннона i Давiо з перебором

всiх перестановок змiнних. Також представлена реалiзацiя структурного та

функцiонального хешування.

П’ятий роздiл цiєї курсової роботи присвячений експериментальним ре-

зультатам, якi були отриманi при тестуваннi алгоритмiв на функцiях зi зма-

гань IWLS 2022 Programming Contest [15]. Було виконано порiвняння резуль-

татiв роботи запропонованого нового алгоритму та iнших дослiджуваних ал-

горитмiв iз найкращими результатими змагань, а також зроблено висновки

за результатами даних тестiв та порiвнянь.

Шостий роздiл завершує роботу i мiстить висновки.



7

2 Теоретична частина

Будь-яка електронна схема – це набiр з’єднаних мiж собою окремих еле-

ктронних компонент, таких як транзистори, резистори, конденсатори та дiо-

ди. Електроннi схеми подiляються на два класи – аналоговi та цифровi. В

аналогових електронних схемах напруга i струм можуть змiнюватися безпе-

рервно в часi. В цифрових схемах сигнал може приймати тiльки декiлька

рiзних дискретних станiв, якi зазвичай кодують логiчнi або числовi значен-

ня. У переважнiй бiльшостi випадкiв у цифрових схемах використовується

бiнарна (двiйкова) логiка, коли одному певному рiвню напруги вiдповiдає

логiчна одиниця, а iншому — нуль. Базовим елементом будь-якої цифрової

схеми є логiчний вентиль, зазвичай побудований на базi декiлькох транзи-

сторiв. Логiчний вентиль перетворює один або декiлька вхiдних бiнарних

сигналiв у вихiдний бiнарний сигнал, таким чином виконує деяку булеву опе-

рацiю. Операцiї, якi зазвичай виконують логiчнi вентилi, вiдомi нам ще з

курсу дискретної математики. Це кон’юнкцiя (AND), диз’юнкцiя (OR), ви-

ключна диз’юнкцiя (XOR), заперечення (NOT) i т. д.

Для того, щоб далi в цiй роботi ефективно працювати з алгоритмами

оптимiзацiї булевих схем, нагадаємо деякi базовi поняття булевої алгебри.

2.1 Базовi поняття булевої алгебри

Означення 2.1. Булева змiнна – це змiнна, що приймає значення з множини

B “ t0, 1u, “0” зазвичай позначає “хибу”, а “1” – “iстину”.

В булевiй алгебрi визначенi наступнi базовi операцiї: кон’юнкцiя (логiчне

i, ^), диз’юнкцiя (логiчне або, _) та заперечення (логiчне нi, ␣). Ми також

будемо використовувати операцiю виключної диз’юнкцiї (виключне або, ‘).
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Означення 2.2. Булева функцiя – це вiдображення f : Bn Ñ B, де B “ t0, 1u –

множина булевих значень.

Булева функцiя може бути повнiстю задана, тобто для @x P Bn Dfpxq,

або не повнiстю задана, в такому випадку функцiя f задана тiльки для пев-

ної множини значень з Bn. В данiй курсовiй роботi ми будемо працювати з

повнiстю заданими функцiями.

Означення 2.3. Булевою алгеброю називається множина B, яка мiстить еле-

менти 0 та 1, i на якiй заданi бiнарнi операцiї ` та ¨ й унарна операцiя ␣, i

при цьому для @x, y, z P B виконуються наступнi аксiоми:

x` 0 “ x i x ¨ 1 “ x (iдентичнiсть)

x` y “ y ` x i x ¨ y “ y ¨ x (комутативнiсть)

px` yq ` z “ x` py ` zq i px ¨ yq ¨ z “ x ¨ py ¨ zq (асоцiативнiсть)

x`py ¨ zq “ px` yq ¨ px` zq i x ¨ py` zq “ px ¨ yq` px ¨ zq (дистрибутивнiсть)

x` x̄ “ 1 i x ¨ x̄ “ 0 (доповнення)

Ми будемо розглядати бiнарну булеву алгебру, визначену на множинi

B “ t0, 1u, де операцiї `̀̀ вiдповiдатиме диз’юнкцiя, операцiї ¨̈̈ вiдповiдати-

ме кон’юнкцiя, а операцiї ␣␣␣ вiдповiдатиме заперечення.

Означення 2.4. Лiтерал – булева змiнна або її заперечення. Для змiнної x

маємо позитивний лiтерал x i негативний лiтерал x̄.

Означення 2.5. Логiчний добуток будь-якої кiлькостi рiзних незалежних

змiнних (лiтералiв), що входять iз запереченням або без нього, називається

елементарною кон’юнкцiєю.

Означення 2.6. Якщо функцiю задано формулою у виглядi диз’юнкцiї еле-

ментарних кон’юнкцiй, то її задано диз’юнктивною нормальною формою (ДНФ).

Наприклад: fpxq “ x1x2x3 ` x1x̄2x̄3 ` x2x̄3.
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Означення 2.7. Кофактором fxi
функцiї f вiдносно лiтералу xi називається

значення функцiї fpx0, . . . xi´1, 1, xi`1, . . . xnq. Цей кофактор також називають

позитивним кофактором змiнної xi i позначають f 1
i .

Означення 2.8. Негативним кофактором f 0
i функцiї f вiдносно лiтералу

x̄i називається значення функцiї fpx0, . . . xi´1, 0, xi`1, . . . xnq.

Вище були наведенi базовi поняття булевої алгебри, що знадобляться нам

в подальшому.

В наступних пiдроздiлах сформульовано основну задачу логiчного син-

тезу, розглянуто структури даних, якi використовуються для представлення

булевих схем у програмному забезпеченнi, а також наведенi теореми, що ви-

користанi для реалiзацiї алгоритмiв оптимiзацiї.

2.2 Основна задача логiчного синтезу.

Поняття про графи

Як нам уже вiдомо, основною задачею логiчного синтезу є задача опти-

мiзацiя булевих схем. У математичному виглядi її можна сформулювати на-

ступним чином:

Дано булеву функцiю f : Bn Ñ B, де B “ t0, 1u, сконструювати булеву

схему, яка задає функцiю f з мiнiмальною кiлькiстю логiчних вентилiв.

У програмному забезпеченнi булевi схеми зручно представляти у виглядi

графiв, тому згадаємо деякi поняття з теорiї графiв.

Означення 2.9. Неорiєнтований граф – це пара G “ pV,Eq, де

V “ V pGq – множина вершин,

E “ EpGq Ă V p2q “ tta, bu | a, b P V u – множина ребер.

Означення 2.10. Орiєнтований граф – це пара G “ pV,Eq, де
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V “ V pGq – множина вершин,

E “ EpGq – множина впорядкованих пар елементiв множини V (дуг,

петель).

Зауваження 2.1. В данiй роботi розглядаються графи без петель та кратних

ребер.

Означення 2.11. Орiєнтованим ациклiчним графом (Directed acyclic graph,

DAG) називається орiєнтований граф, в якому вiдсутнi орiєнтованi цикли.

Означення 2.12. Булева мережа (Boolean network) – це орiєнтований аци-

клiчний граф, в якому вершинам вiдповiдають логiчнi вентилi, а ребрам –

з’єднання мiж вентилями.

В данiй роботi термiни булева мережа, список з’єднань i логiчна схема,

є взаємозамiнними.

Означення 2.13. Комбiнацiйними булевими мережами називають такi ме-

режi, в яких вихiднi сигнали залежать лише вiд поточних значень вхiдних

сигналiв i не зберiгають жодної iнформацiї про попереднi вхiднi сигнали.

В цiй роботi ми будемо розглядати тiльки комбiнацiйнi булевi мережi.

Означення 2.14. Входами (fanins) вершини n називаються вершини, з яких

виходять стрiлки, якi входять до вершини n.

Означення 2.15. Виходами (fanouts) вершини n називаються вершини, в

якi входять стрiлки, що виходять з вершини n.

Кожна вершина n може мати нуль або бiльше входiв та виходiв.

Означення 2.16. Основнi входи (primary inputs, PIs) – вершини, у яких

немає входiв в данiй булевiй мережi.
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Означення 2.17. Основнi виходи (primary outputs, POs) – пiдмножина вер-

шин мережi, якi забезпечують функцiональнiсть мережi в її середовищi. Основ-

нi виходи не мають iнших виходiв в данiй мережi.

Означення 2.18. Розмiр (площа) схеми – кiлькiсть її вершин.

Означення 2.19. Глибина (затримка) – кiлькiсть вершин найдовшого шля-

ху вiд основних входiв до основних виходiв.

Метою оптимiзацiї з використанням локальних перетворень є зменшення

площi та затримки мережi.

2.3 And-Inverter граф

Означення 2.20. Логiчний вентиль – базовий елемент цифрової схеми, що

перетворює один або декiлька вхiдних бiнарних сигналiв у вихiдний бiнарний

сигнал, таким чином виконує деяку булеву операцiю.

Означення 2.21. Комбiнацiйний And-Inverter граф (And-Inverter Graph, AIG)

– це булева мережа, що складається з двох-входових and-вентилiв та iнвер-

торiв.

Для того, щоб отримати And-Inverter граф з ДНФ, необхiдно факторизу-

вати вершини, а потiм and- та or-вентилi факторизованих форм перетворити

у двох-входовi and-вентилi та iнвертори за допомогою закону Де Моргана. Пi-

сля цього цi двох-входовi and-вентилi додаються до менеджера And-Inverter

графу у топологiчному порядку.

Означення 2.22. Локальна функцiя вершини n мережi, що позначається

як fnpxq – це булева функцiя логiчного конусу з коренем у вершинi n, яка

виражена в термiнах кiнцевих вершин, x, розрiзу n.
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Означення 2.23. Глобальна функцiя вершини n – функцiя вершини n, яка

виражена через всi входи мережi (PIs) i описує логiчну операцiю, яку виконує

вершина n в контекстi всього графа.

And-Inverter граф може представляти як локальнi, так i глобальнi фун-

кцiї. Завдяки малому використанню пам’ятi, швидкостi обробки та масшта-

бованостi, And-Inverter графи стали широко використовуваною структурою

даних в областi логiчноно синтезу та верифiкацiї.

Публiкацiї щодо And-Inverter графiв [16] та синтезу на основi And-Inverter

графiв [17][18] мiстять додаткову iнформацiю.

2.4 Xor-And-Inverter граф

Поняття And-Inverter графу може бути розширене, щоб включити двох-

входовi xor-вентилi, i отримати Xor-And-Inverter граф.

Означення 2.24. Xor-And-Inverter граф (Xor-And-Inverter Graph, XAIG) –

булева мережа, що складається з двох-входових and-, xor-вентилiв та iнвер-

торiв.

Xor-And-Inverter граф конструюється аналогiчно до And-Inverter графу.

2.5 Структурне та функцiональне хешування

Структурне хешування And-Inverter графу гарантує, що у всiх верши-

нах мережi наявнi всi константи, а для кожної пари вершин iснує не бiльше

одного двох-входового and-вентиля, для якого данi вершини є входами (з то-

чнiстю до перестановки). Структурне хешування здiйснюється за допомогою

таблиць хешування при створеннi and-вершин та їх додаваннi до менеджера

And-Inverter графу. Структурне хешування може бути застосовано пiд час
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побудови And-Inverter графу на льоту, що дозволяє зменшити розмiр And-

Inverter графу.

Функцiональне хешування And-Inverter графу забезпечує унiкальнiсть бу-

левої функцiї кожної внутрiшньої вершини з точнiстю до доповнення. Фун-

кцiональне хешування дає змогу привести And-Inverter граф до “напiвкано-

нiчного” вигляду (FRAIG [19]), оскiльки в даному випадку функцiя кожної

вершини є унiкальною, проте ця ж сама булева функцiя може бути представ-

лена рiзними FRAIG.

2.6 Розклад Шеннона. Розклад Давiо

Розглянемо основнi теореми, якi будемо використовувати при побудовi

алгоритмiв в роздiлi 4.

Однiєю з найвiдомiших теорем в булевiй алгебрi є розклад Шеннона [23].

Ця теорема є дуже зручною для використання у рекурсивних процедурах та

алгоритмах. Нижче наведено формулювання теореми.

Булеву функцiю fpx1, . . . , xnq вiд n змiнних, будемо позначати як f .

Теорема 2.1. Розклад Шеннона. Нехай f : Bn Ñ B – булева функцiя, тодi
для @xi P Bn виконується наступна тотожнiсть:

f “ xi ¨ f
1
i ` x̄i ¨ f

0
i (1)

Наступна теорема має назву розклад Давiо або розклад Рiда-Мюллера

[12] i дає змогу розкласти булеву функцiю на кофактори, використовуючи

операцiю “виключне або”. Наведемо формулювання даної теореми.

Теорема 2.2. Нехай f : Bn Ñ B – булева функцiя, тодi для @xi P Bn має
мiсце позитивний та негативний розклад Давiо:

позитивний f “ f 0
i ‘ xi ¨ f

2
i (2)

негативний f “ f 1
i ‘ x̄i ¨ f

2
i (3)
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де f 2
i “ f 0

i ‘ f 1
i .
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3 Мотивацiя

В цьому роздiлi розглядається приклад, що демонструє результати роботи

чотирьох алгоритмiв, реалiзацiя та побудова яких наведенi в роздiлi 4.

3.1 Приклад

Цiлочисельне множення вiдiграє центральну роль у багатьох обчисленнях.

Апаратна реалiзацiя схем для множення є ключовим елементом багатьох кон-

струкцiй, в тому числi тих, що використовуються для прискорення обчислень

у машинному навчаннi. Часто використовується конструкцiя схеми для мно-

ження на основi алгоритму Бута [6].

Саме тому для iлюстрацiї розглянемо частковий добуток в алгоритмi Бу-

та з основою 4. Частковий добуток – це булева функцiя з 5-ма входами,

таблиця iстинностi якої, у шiстнадцятковiй системi числення виглядає як

0xF335ACC0.

Вершини графiв на рисунках нижче мають наступну структуру: перший

рядок – номер вершини, наступнi рядки - функцiональне представлення вер-

шини. У функцiональному представлення один рядок позначає and-вентиль,

два рядки – xor-вентиль.
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На рисунку 3.1 показана схема, що отримана в результатi застосування

алгоритму лише на основi розкладу Шеннона з фiксованим порядком змiн-

них. По сутi дана схема є бiнарною дiаграмою рiшень з фiксованим порядком

змiнних [9].

Рисунок 3.1: AI граф, побудований на основi розкладу Шеннона з фiксова-
ним порядком змiнних

Якщо виконати перебiр всiх порядкiв синтезу змiних (фактично перебрати
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всi перестановки змiних, вперше запропоновано у [22]) i для кожної переста-

новки застосувати алгоритм на основi розкладу Шеннона, а в кiнцi вибрати

схему iз найменшою кiлькiстю вершин, то отримаємо схему iз 14 вершинами

наведену на рисунку 3.2.

Рисунок 3.2: AI граф, побудований на основi розкладу Шеннона з перебо-
ром всiх перестановок
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Пiсля використання алгоритму, що базується на трьох канонiчних розкла-

дах для фiксованого порядку змiнних (вперше описаний у [21]), отримаємо

булеву схему, що є Xor-And-Inverter графом з 9-ма вершинами (рисунок 3.3).

Рисунок 3.3: Мiнiмiзований XAI граф, побудований на основi трьох кано-
нiчних розкладiв з фiксованим порядком змiнних
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Алгоритм, що ми побудували, використавши три канонiчнi розклади та

повний перебiр порядкiв синтезу змiнних, дає змогу отримати схему з 8 двох-

входових вершин (рисунок 3.4).

Рисунок 3.4: Мiнiмiзований XAI граф, побудований на основi трьох кано-
нiчних розкладiв з перебором всiх порядкiв змiнних



20

Найменша доведена схема для цiєї функцiї складається з 7 вершин (ри-

сунок 3.5), вона була обчислена з використанням точного синтезу на основi

SAT [14], реалiзованого в командi twoexact в системi ABC [1].

Рисунок 3.5: Доведений мiнiмальний XAI граф, отриманий за допомогою
точного синтезу на основi SAT
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Рисунки 3.1 - 3.5 згенерованi за допомогою команди show з ABC [1].

Хоча для заданого прикладу часткового добутку в алгоритмi Бута з осно-

вою 4 доведену мiнiмальну схему, що складається з 7-ми вершин (рисунок

3.5), не згенерував жоден iз використаних при дослiдженнi чотирьох алгори-

тмiв, однак запропонований новий алгоритм згенерував найменшу схему, що

складається з 8-ми вершин (3.4), серед усiх реалiзованих в роботi алгоритмiв.

При цьому схема з нового алгоритму вiдрiзняєтся вiд доведеної мiнiмальної

всього на одну вершину..

В той же час, час генерацiї схеми за допомогою вказаного нового алго-

ритму склав менше нiж 0.01 секунди, що бiльше нiж в 100 разiв краще в

порiвняннi з однiєю секундою для алгоритму точного синтезу.

Окрiм цього, ймовiрно, за допомогою “ослаблення” порядку синтезу змiн-

них у кофакторах та додавання евристик для цiлеспрямованого пошуку, мо-

дифiкована версiя запропонованого алгоритму зможе згенерувати схему з

мiнiмальною кiлькiстю вершин, витративши на це значно менше часу, нiж

алгоритм точного синтезу.
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4 Алгоритми оптимiзацiї

Цей роздiл присвячений алгоритмам оптимiзацiї. Спочатку розглянуто

способи вводу булевих функцiй та виводу їх схем. Далi розглянуто алгоритм

на основi розкладу Шеннона, запропоновано псевдокод побудованого алгори-

тму, що базується на трьох канонiчних розкладах. Наведено процедуру для

генерування перестановок змiнних. Також представлена реалiзацiя структур-

ного та функцiонального хешування для додаткової оптимiзацiї схем.

4.1 Правила вводу та виводу булевих функцiй

Для початку розглянемо способи задання функцiї в програмнiй реалiзацiї.

Булева функцiя може задаватися таблицею iстинностi у двiйковiй чи шi-

стнадцятковiй системах числення, при цьому таблиця iстинностi буде запи-

сана як стрiчка двiйкових або шiстнадцяткових символiв вiдповiдно.

Приклад 4.1. На вхiд системi подається шiстнадцяткова стрiчка “80”. Зна-

йти таблицю iстинностi в такому випадку.

Двiйковий запис вхiдної стрiчки “80” – 1000 0000. Кiлькiсть змiнних даної

функцiї можна знайти як nV ars “ log2a, де a – кiлькiсть цифр у записi стрi-

чки в двiйковiй системi. Маємо: log28 “ 3 – кiлькiсть змiнних.

Порядок розрядiв в початковiй стрiчцi є зворотним, тобто перша цифра вiдпо-

вiдає варiанту, коли всi змiннi набувають значення 1. Таким чином початковiй

стрiчцi вiдповiдає таблиця iстинностi наведена в таблицi 4.1.
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a b c fpppa, b, cqqq

0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 0

1 0 1 0

0 1 1 0

1 1 1 1

Таблиця 4.1: Значення функцiї f “ 80

На виходi ми будемо отримувати синтезовану схему вiд вхiдної функцiї,

представлену у виглядi And-Inverter графу або Xor-And-Inverter графу, в за-

лежностi вiд використаного алгоритму.

У програмнiй реалiзацiї вентилi xor- та and- вiдображаються парами цi-

лих чисел. Оскiльки обидвi операцiї комутативнi, то входи вершини можна

помiняти мiсцями без змiни функцiї цiєї вершини. Таким чином порядок вхо-

дiв може бути використаний для того, щоб вiдрiзнити and- та xor- вентилi:

якщо перший вхiд менший за другий, то це and-вентиль, а, якщо навпаки, то

xor-вентиль.

4.2 Алгоритм оптимiзацiї на основi розкладу Шеннона

Перш за все розглянемо найпростiший алгоритм оптимiзацiї на основi роз-

кладу Шеннона [9]. Псевдокод рекурсивної процедури обходу графу наведе-

ний нижче в цьому пiдроздiлi. На вхiд процедура приймає граф, номер най-

вищої вершини графу та номер поточної змiнної, вiдносно якої вiдбувається
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розклад. Алгоритм знаходить кофактори для поточної змiнної i за розкла-

дом Шеннона будує вiдповiднi вершини та додає їх лiтерали у масив графу.

Метод mux використовує закон Де Моргана i дозволяє представити операцiю

or через операцiю and.

int synthesis_and_rec(gg *gateGraph, int truthTableId, int varId)

{

int iLit;

if ((iLit = hash_function(gateGraph, truthTableId)) >= 0)

return iLit;

if (!has_var(gateGraph.funcs, truthTableId, varId))

return synthesis_and_rec(gateGraph, truthTableId, varId - 1);

int f0 = cof0(gateGraph.funcs, truthTableId, varId);

int f1 = cof1(gateGraph.funcs, truthTableId, varId);

int lit0 = synthesis_and_rec(gateGraph, f0, varId - 1);

int lit1 = synthesis_and_rec(gateGraph, f1, varId - 1);

kc_vt_shrink(gateGraph.funcs, 2);

return mux(gateGraph, kc_varToLiteral(1 + varId, 0), lit1, lit0);

}

4.3 Алгоритм оптимiзацiї на основi трьох канонiчних

розкладiв

Псевдокод рекурсивної процедури обходу схеми наведений нижче в цьому

пiдроздiлi. На вiдмiну вiд попереднього алгоритму, тут застосованi три ка-

нонiчнi розклади. В даному випадку, замiсть побудови дiаграми рiшень [13]

i подальшого її обходу, наш алгоритм будує Xor-And-Inverter граф (XAIG)

"на ходу". Це досягається тим, що спочатку обраховується розмiр пiдграфу

для кожної функцiї-наступника f 0
i , f 1

i та f 2
i , а потiм окремо для кожного

канонiчного розкладу розраховується площа всього Xor-And-Inverter графу.

Далi алгоритм вирiшує, який канонiчний розклад дасть мiнiмальну площу та

будує тiльки необхiднi двох-входовi вершини для цього розкладу.
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int Synthesis_XAIG_Rec(gg *gateGraph, int truthTableId, int varId) {

int res0, res1, res2, res, n01, n02, n12;

/* a hash table lookup to avoid synthesizing the same function twice */

/* this step also handles the trivial cases of the constant functions */

int iLit;

if ((iLit = hash_function(gateGraph, truthTableId)) >= 0)

return iLit;

int f0 = cofactor0(gateGraph.funcs, truthTableId, varId);

int f1 = cofactor1(gateGraph.funcs, truthTableId, varId);

int f2 = xor(gateGraph.funcs, f0, f1);

/* simplification for equal cofactors */

if (f0 == f1)

return Synthesis_XAIG_Rec(gg, truthTableId, varId - 1);

/* recursive traversal */

int lit0 = Synthesis_XAIG_Rec(gg, f0, varId - 1);

int lit1 = Synthesis_XAIG_Rec(gg, f1, varId - 1);

int lit2 = Synthesis_XAIG_Rec(gg, f2, varId - 1);

kc_vt_shrink(gateGraph.funcs, 3);

/* compute subgraph size */

/* Shannon */

n01 = nodeCount(lit0, lit1) + shannonNodeCount(lit0, lit1);

/* positive Davio */

n02 = nodeCount(lit0, lit2) + davioNodeCount(lit0, lit2);

/* negative Davio */

n12 = nodeCount(lit1, lit2) + davioNodeCount(lit1, lit2);

/* construct nodes for minimal expansion */

int minVal = min(n01, n02, n12);

if (minVal == n01) {

return mux(gateGraph, litPos(varId + 1), lit0, lit1);

} else if (minVal == n02) {

return and_xor(gateGraph, litPos(varId + 1), lit2, lit0);

} else {

return and_xor(gateGraph, litNeg(varId + 1), lit2, lit1);

}

return -1;
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}

4.4 Генерацiя перестановок

Для мiнiмiзацiї отриманого And-Inverter графу з алгоритму на основi роз-

кладу Шеннона та Xor-And-Inverter графу з алгоритму оптимiзацiї на осно-

вi трьох канонiчних розкладiв, використовується рекурсивний алгоритм для

перебору всiх можливих перестановок змiнних. Алгоритм генерування пере-

становок змiнних [5] отримує наступну перестановку на основi поточної, як

показано у псевдокодi нижче:

void get_Next_Permutation(int *currentPerm, int nVars) {

int i = nVars - 1;

while (i ě 0 && currentPerm[i - 1] ě currentPerm[i])

i = i - 1;

if (i ě 0) {

int j = nVars;

while (j > 0 && currentPerm[j - 1] ď currentPerm[i - 1])

j = j - 1;

swapElements(j - 1, i - 1);

i = i + 1;

j = nVars;

while (i < j) {

swapElements(i - 1, j - 1);

i = i + 1;

j = j - 1;

}

}

}
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4.5 Реалiзацiя структурного та функцiонального хешу-

вання

Структурне та функцiональне хешування реалiзовано в операцiях and та

xor i використовується в усiх чотирьох алгоритмах. Псевдокод операцiї and

наведений нижче в цьому пiдроздiлi, для операцiї xor процедура виглядає

аналогiчно.

static inline int gateGraph_and(kc_gg *gateGraph, int lit1, int lit2)

{

// structural hashing

if (lit1 == 0)

return 0;

if (lit2 == 0)

return 0;

if (lit1 == 1)

return lit2;

if (lit2 == 1)

return lit1;

if (lit1 == lit2)

return lit1;

if ((lit1 ‘ lit2) == 1)

return 0;

if (lit1 > lit2)

swap(int, lit1, lit2)

int truthTableId = truthTable_and(&gateGraph ->truthTables, lit1, lit2);

// functional hashing

int lit = hash_node(gateGraph, lit1, lit2, truthTableId);

if (lit == -1)

return append_node(gateGraph, lit1, lit2, truthTableId);

kc_vt_resize(&gateGraphÑtruthTables, truthTableId);

return lit;

}

Структурне хешування реалiзується за рахунок спрощень для елементарних

випадкiв (x та y – лiтерали вершин, у програмнiй реалiзацiї представленi
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булевими таблицями iстинностi):

x “ 0, @y : x ¨ y “ 0 y “ 0, @x : x ¨ y “ 0

x “ 1, @y : x ¨ y “ y y “ 1, @x : x ¨ y “ x

x “ y ñ x ¨ y “ x ¨ x “ x x‘y “ 1,ñ x ¨y “ x ¨ x̄ “ 0

Функцiональне хешування забезпечується за допомогою перевiрки унi-

кальностi булевої функцiї у кожнiй вершинi графу, якщо метод hash_node

повертає -1, то це означає, що у графi немає вершини з такою булевою фун-

кцiєю i тому ми додаємо нову вершину.
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5 Експериментальнi результати

Для реалiзацiї алгоритмiв було створено програму на мовi C++, що ви-

користовує таблицi iстинностi для ефективного представлення булевих фун-

кцiй. На вхiд програма приймає функцiю або список функцiй, що заданi у

двiйковому або шiстнадцятковому виглядi. При заданнi функцiї також за-

дається алгоритм, яким необхiдно мiнiмiзувати схему. Результат роботи ал-

горитмiв виводиться в консоль у виглядi списку вершин iз двома входами i

записується у файл iз розширення .aig, який можна вiзуалiзувати з викори-

станням системи ABC [1].

Запропонованi в данiй роботi алгоритми реалiзованi та перевiренi на 33

тестових прикладах з 9 або менше змiнними з IWLS 2022 Programming Contest

[15]. Коректнiсть роботи алгоритмiв перевiряється шляхом побудови таблиць

iстинностi схем i порiвняння їх iз початковими булевими функцiями.

Таблиця 5.1 мiстить результати роботи алгоритмiв синтезу. Стовпчик “Functi-

on” мiстить назви файлiв iз таблицями iстинностi. Стовпчик “Ins” (“Outs”)

вказує кiлькiсть основних входiв (виходiв). Стовпчики “Shannon”, “Shannon

and variable orders”, “Three expansions”, “Three expansions and variable orders”

представляють площi схем, отриманих за допомогою чотирьох алгоритмiв:

алгоритм на базi розкладу Шеннона з фiксованим порядком змiнних, ал-

горитм на основi розкладу Шеннона з повним перебором всiх перестановок,

алгоритм на базi трьох канонiчних розкладiв з фiксованим порядком змiнних

та новий алгоритм на основi трьох канонiчних розкладiв з повним перебором

всiх перестановок вiдповiдно.

Час роботи варiюється вiд 0.01 секунди до 80 годин (приклад ex31), в

залежностi вiд тестового прикладу. Повiльнiсть роботи пояснюється необхi-

днiстю перебирати всi можливi перестановки змiнних, це також обґрунтовує

вибiр тестових прикладiв, з кiлькiстю входiв не бiльше 9, оскiльки для 10
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змiнних кiлькiсть перестановок буде становити 3628800, що призводить до

дуже великих часових затрат на деяких схемах.

Як бачимо алгоритми, що будують Xor-And-Inverter граф зазвичай дають

менший результат, анiж алгоритми на базi розкладу Шеннона, проте експери-

менти з ex16 – ex20 показали, що схеми, побудованi за допомогою алгоритмiв

на основi розкладу Шеннона, були меншi. Це пояснюється тим, що алгоритми

з трьома канонiчними розкладами вибирають вiдповiдний розклад на основi

розмiрiв пiдграфiв поточної вершини, що не завжди призводить до мiнiмаль-

ного результату загалом. У цих тестових прикладах виявляється, що розклад

Шеннона дає меншу результуючу схему. Тим не менш, загалом новий алго-

ритм з трьома розкладами i повним перебором перестановок залишається

бiльш потужним за три iншi дослiджуванi алгоритми.

Особливiстю булевих схем, що були отриманi згiдно з алгоритмами з трьо-

ма розкладами, є те, що вони не можуть бути безпосередньо порiвнянi зi схе-

мами, що були згенерованi учасниками IWLS 2022 Programming Contest [15],

оскiльки схеми, представленi учасниками змагань використовують лише and-

вершини, в той час як схеми в цiй курсовiй роботi використовують and- та

xor-вершини. Отже, для порiвняння результуючих схем, що були згенерованi

за допомогою дослiджуваних алгоритмiв, в цiй роботi необхiдно спочатку пе-

ретворити Xor-And-Inverter графи на And-Inverter графи. Це було зроблено

за допомогою команди &deepsyn –I 10 –J 1000 в системi ABC [1].

В останнiх двох стовпчиках таблицi 5.1 наведено результати порiвнянь

розмiрiв схем, отриманих новим алгоритмом пiсля перетворення їх на And-

Inverter графи iз розмiрами найкращих схем зi змагань. Висновок полягає в

тому, що пiсля обробки, 14 з 33 схем мають такий самий розмiр (ex10, ex11,

ex12, ex16, ex17, ex28, ex34, ex37, ex41, ex42, ex43, ex49, ex50, ex52), що i

найкращi схеми на конкурсi, а в чотирьох прикладах (ex20, ex29, ex51, ex55)
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результуюча схема є меншою.

Function Ins Outs
Shannon

(AIG)

Shannon and

variable

orders (AIG)

Three

expansions

(XAIG)

Three expansions

and variable orders

(XAIG)

Our result after

post-processing

(AIG)

IWLS’22

contest best

result (AIG)

ex00 6 1 41 36 29 23 25 23

ex01 6 1 42 41 28 24 31 27

ex02 8 1 136 126 96 83 99 88

ex03 8 1 41 37 21 19 27 24

ex08 8 8 787 776 588 554 676 544

ex09 8 8 795 766 579 552 662 555

ex10 5 1 18 18 14 14 10 10

ex11 7 1 36 36 24 24 20 20

ex12 9 1 60 60 45 45 30 30

ex16 5 5 30 30 33 33 18 18

ex17 6 6 45 45 53 53 24 24

ex18 7 7 63 63 76 76 34 32

ex19 8 8 84 84 108 108 44 38

ex20 9 9 108 108 140 140 55 56

ex28 7 10 134 77 65 50 39 39

ex29 9 1 61 61 51 51 37 39

ex31 9 18 2188 1924 1751 1571 1671 1351

ex33 5 28 178 171 154 131 84 77

ex34 9 5 432 160 187 107 46 46

ex35 7 2 34 25 22 19 17 15

ex37 8 63 618 432 533 336 147 147

ex38 8 7 98 56 51 47 31 28

ex41 5 3 37 37 17 17 17 17

ex42 7 3 75 75 31 31 28 28

ex43 8 4 100 100 42 42 37 37

ex46 5 8 74 56 39 34 34 32

ex49 7 10 189 77 106 52 39 39

ex50 8 2 62 24 22 12 18 18

ex51 8 2 91 50 21 19 28 29

ex52 8 2 36 27 27 22 19 19

ex53 8 2 117 66 71 51 42 40

ex54 8 2 25 19 13 13 13 12

ex55 8 7 292 253 189 157 148 156

Total 7127 5916 5226 4510 4250 3658

Таблиця 5.1: Кiлькiсть двох-входових вершин в мiнiмiзованих схемах, що
згенерованi рiзними алгоритмами
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6 Висновки

В данiй курсовiй роботi було розглянуто один з центральних етапiв прое-

ктування мiкрочiпiв – логiчний синтез, i його основну задачу – оптимiзацiю

булевих схем. Ми ознайомились з основними поняттями булевої алгебри, не-

обхiдними для роботи зi схемами. Було розроблено програму [10] для оптимi-

зацiї булевих схем iз 1-16 входами i довiльною кiлькiсть виходiв, що викори-

стовує таблицi iстинностi для представлення булевих функцiй. Використання

таблиць iстинностi дозволило спростити код та прискорити обчислення.

У програмi реалiзовано наступнi алгоритми оптимiзацiї: алгоритм на осно-

вi розкладу Шеннона (4.2), алгоритм на основi розкладу Шеннона (4.2) з

використанням всiх перестановок змiнних (4.4), алгоритм iз використанням

розкладiв Шеннона i Давiо (4.3) та фiксованим порядком змiнних i алгоритм,

що використовує три канонiчнi розклади (4.3) для кожної перестановки змiн-

них (4.4).

Новизною цiєї роботи стала розробка алгоритму, що використовує три

канонiчнi розклади i повний перебiр перестановок змiнних для синтезу.

Подальша робота може включати дослiдження евристичних компромiсiв

мiж якiстю та часом виконання. Наприклад, можливо обмежити вичерпне

перебiр порядкiв синтезу змiнних, зберiгаючи мiнiмальнiсть отриманих схем,

або дозволити довiльний порядок змiнних при кофакторизацiї, як у вiльних

бiнарних дiаграмах рiшень (BDD) [2].

Результати дослiджень, виконаних в рамках цiєї курсової роботи, були

також викладенi у статтi «Area Minimization Using Binary Decision Diagrams

Without Constructing Them», яка була подана й прийнята на конференцiю

RM2023.
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