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У роботi розглядаються лише простi неорiєнтованi скiнченнi графи.
Вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) мiж множинами вершин двох графiв 𝐺,
𝐻 називається гомоморфiзмом, якщо для всiх ребер 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺) виконує-
ться 𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) ∈ 𝐸(𝐻).

Для зв’язного графа 𝐺 через 𝑑𝐺 позначатимемо звичайну вiдстань на
множинi вершин 𝑉 (𝐺), де 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) дорiвнює довжинi найкоротшого лан-
цюга мiж 𝑢 та 𝑣 у𝐺. Вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) мiж двома зв’язними
графами 𝐺 i 𝐻 називається метричним, якщо 𝑑𝐻(𝑓(𝑢), 𝑓(𝑣)) ≤ 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣)
для всiх пар вершин 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺). Наступний результат показує, що гомо-
морфiзми є метричними вiдображеннями.

Твердження 1. [2] Нехай 𝐺 i 𝐻 зв’язнi графи. Тодi 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) є
метричним тодi й тiльки тодi, коли 𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) ∈ 𝐸(𝐻) або 𝑓(𝑢) = 𝑓(𝑣)
для всiх ребер 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺).

Цей критерiй метричних вiдображень можна використати як їхнє озна-
чення на випадок будь-яких (не обов’язково зв’язних) графiв.

Вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) називається когомоморфiзмом [1],
якщо 𝑓−1(𝑒) ∈ 𝐸(𝐺) для всiх ребер 𝑒 ∈ 𝐸(𝐻[Im 𝑓 ]). Наприклад, якщо
образ Im 𝑓 є незалежною множиною, тодi 𝑓 є когомоморфiзмом. Також iз
означення одразу слiдує, що кожен когомоморфiзм мiж𝐺 i𝐻 є метричним
вiдображенням мiж доповненнями 𝐺 i 𝐻. Проте, не навпаки: розглянемо
вiдображення 𝑓 циклу 𝐶4 у 𝐾2, при якому пари протилежних вершин iз
𝐶4 переходять у двi вершини 𝐾2. Тодi 𝑓 є метричним мiж 𝐶4 = 2𝐾2 i 𝐾2,
але не є когомоморфiзмом. Ми покажемо, що цi два класи вiдображень
досить сильно вiдрiзняються навiть у класi гомоморфiзмiв.

Спершу ми наведемо характеризацiю гомоморфiзмiв, якi є метричними
вiдображеннями мiж доповненнями. Нагадаємо, що двi вершини 𝑢, 𝑣 ∈
𝑉 (𝐺) називаються фальшивими близнюками, якщо 𝑁𝐺(𝑢) = 𝑁𝐺(𝑣) (тут
𝑁𝐺(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑉 (𝐺) : 𝑥𝑦 ∈ 𝐸(𝐺)} позначає окiл вершини 𝑥 у графi 𝐺).

Теорема 1. Для 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) наступнi умови еквiвалентнi:

(1) 𝑓 є гомоморфiзмом мiж 𝐺, 𝐻 i метричним мiж 𝐺, 𝐻;
(2) для всiх 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) маємо: 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺) тодi й лише тодi, коли

𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) ∈ 𝐸(𝐻);
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(3) 𝑓 задовольняє двi умови:
∙ для всiх 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) iз 𝑓(𝑢) = 𝑓(𝑣) слiдує 𝑢 = 𝑣 або 𝑢, 𝑣 є
фальшивими близнюками;

∙ 𝑓 iндукує iзоморфiзм 𝐺/𝑅𝑓 ≃ 𝐻[Im 𝑓 ] (тут 𝑅𝑓 = {(𝑢, 𝑣) ∈
𝑉 (𝐺)2 : 𝑓(𝑢) = 𝑓(𝑣)}).

Наслiдок 1. Для графiв 𝐺 i 𝐻 iснує гомоморфiзм 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻),
який є метричним вiдображенням мiж їхнiми доповненнями тодi й
тiльки тодi, коли iснує вiдношення еквiвалентностi 𝑅 на 𝑉 (𝐺) та-
ке, що 𝑅 є подрiбненням вiдношення “бути фальшивими близнюками”
й фактор-граф 𝐺/𝑅 iзоморфний деякому породженому пiдграфу 𝐻.

Для опису когомоморфiзмiв графiв нам знадобляться новi позначення.
Через Iso(𝐺) ми позначаємо множину iзольованих вершин графа 𝐺. Для
вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) покладемо

𝐴(𝑓) = {𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺) : 𝑓(𝑢) /∈ Iso(𝐻[Im 𝑓 ])}.
Теорема 2. Вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) є когомоморфiзмом тодi
й тiльки тодi, коли звуження 𝑓 на 𝐴(𝑓) є iн’єкцiєю, а обернене вiд-
ображення 𝑓−1 : 𝑓(𝐴(𝑓)) → 𝐴(𝑓) є гомоморфiзмом мiж вiдповiдними
породженими пiдграфами.

Наслiдок 2. Вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) є гомоморфiзмом та ко-
гомоморфiзмом тодi й тiльки тодi, коли 𝑓(Iso(𝐺)) = Iso(𝐻[Im 𝑓 ]) та
звуження 𝑓 на 𝑉 (𝐺)∖ Iso(𝐺) є iзоморфiзмом на свiй образ.

Наслiдок 3. Нехай 𝐺 i 𝐻 зв’язнi графи. Вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻)
є одночасно гомоморфiзмом i когомоморфiзмом тодi й тiльки тодi, коли
𝑓 є iзоморфiзмом на свiй образ.
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