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ВІДНОВЛЮЮЧЕ СПЕКТРАЛЬНЕ ЧИСЛО 
ЗВАЖЕНИХ ГРАФІВ-ЦИКЛІВ 

Рiзноманiтнi задачi вiдновлення для графiв посiдають значне мiсце в 
спектральнiй теорiї графiв (див. [1; 2; 3]). 

Наведемо деякі означення з теорії графів та спектральної теорії 
графів. Означення 1. Зваженим графом G називається така пара (𝐺𝐺 , 
𝑤𝑤 ), де 𝐺𝐺  ‒ це простий граф, а 𝑤𝑤 : 𝐸𝐸  → (0, +∞) ‒ вагова функція, 
тобто відображення множини 𝐸𝐸 (𝐺𝐺 ) у множину додатних дійсних 
чисел. 

Означення 2. Спектр графа 𝜎𝜎(𝑮𝑮) ‒ спектр матриці суміжності графа G. 
Означення 3. Підспектром графа G будемо називати спектр деякого 

індукованого підграфа G. 
Означення 4. Відновлююче спектральне число 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝐺𝐺) ‒ мінімальна 

кількість спектрів індукованих підграфів (тобто таких, що утворені 
видаленням деякої множини вершин графа 𝐺𝐺), за якими однозначно 
відновлюються ваги ребр вихідного графа. 

Сформулюємо постановку задачі, яку надалі будемо досліджувати. 
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Постановка задачі. Нехай нам відомий довільний граф G. Ми хочемо 
однозначно відновити ваги кожного ребра зваженого графа G = (𝐺𝐺,𝑤𝑤), 
тобто його вагову функцію 𝑤𝑤, за спектрами деяких його індукованих 
підграфів. 

Лема. Відновлення ваги для кожного ребра зваженого графа G за 
спектрами його підграфів і відновлення за характеристичними 
многочленами цих підграфів є еквівалентними задачами. 

Отже, для графів-циклів розглянемо задачу, що буде мати такі дві 
підзадачі: навести приклад такого набору підспектрів, за яким можна 
відновити усі ваги, та знайти 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝐺𝐺). 

Для зваженого графа, який є циклом, розв'яжемо поставлену задачу. 
Розглянемо три випадки: для циклу на трьох вершинах, на чотирьох 
вершинах та на 𝑆𝑆 вершинах, де 𝑆𝑆 ≥ 5. 

Відновимо ваги зваженого графа 𝑪𝑪𝟑𝟑 (рис. 1), знаючи його структуру і 
підспектри, тобто спектри деяких його індукованих підграфів. 

Рис. 1. С3 

Оскільки для кожного підграфа, що є по суті ребром, 𝑃𝑃(λ) = λ2 − 𝑎𝑎𝑖𝑖2, 
то за трьома підспектрами (рис. 2), можна відновити ваги на ребрах графа 
𝑪𝑪𝟑𝟑, тобто 𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3. 

Рис. 2. Підграфи С3 

Чи можна відновити ваги графа 𝐶𝐶3 тільки за двома підспектрами? 
Для набору з двох підспектрів можна взяти спектр вихідного графа 

σ(𝐶𝐶3) і спектр графа з видаленням однієї вершини: σ(𝐶𝐶3 − 𝑖𝑖), де 𝑖𝑖 − одна 
з трьох вершин. З видаленням вершини отримаємо ребро, за спектром 
якого можна відновити вагу одного ребра графа. Вагу інших двох ребр не 
можна однозначно відновити, тому 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝐶𝐶3) = 3. 
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Знайдемо точне значення 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝐶𝐶4) для циклу на чотирьох вершинах 
(рис. 3). Очевидно, що його ваги можна відновити за чотирма 
підспектрами, що є його ребрами. 

Рис. 3. С4 

Чи достатньо 3 підспектрів для відновлення усіх ваг 𝑪𝑪𝟒𝟒? 
Щоб відповісти на це питання, випишемо усі можливі варіанти з 

3 підграфів: 
1. 𝐶𝐶4 і 2 графи 𝐴𝐴2, що є суміжними ребрами у графі.
2. 𝐶𝐶4 і 2 графи 𝐴𝐴2, що є паралельними ребрами у графі.
3. 𝐶𝐶4 і 2 графи 𝐴𝐴3, що перетинаються.
4. 𝐶𝐶4 і 2 графи 𝐴𝐴3, що не перетинаються.
5. 𝐶𝐶4 і 𝐴𝐴3, 𝐴𝐴2, що перетинаються.
6. 𝐶𝐶4 і 𝐴𝐴3, 𝐴𝐴2, що не перетинаються.
7. 3 графи 𝐴𝐴3.
8. 2 графи 𝐴𝐴3, що перетинаються і 𝐴𝐴2, що не входить у 2 графи 𝐴𝐴3.
9. 2 графи 𝐴𝐴3, що не перетинаються і 𝐴𝐴2.
10. 𝐴𝐴3 і 2 графи 𝐴𝐴2.
Ми довели, що у кожному з десяти варіантів не можна відновити

однозначно усі ваги, тому 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝐶𝐶4) = 4. 
Для зваженого графа 𝑪𝑪𝒏𝒏 = (𝐶𝐶𝑛𝑛,𝑤𝑤), який є циклом (рис. 4), розглянемо 

поставлену задачу. 
Пронумеруємо його вершини від 1 до 𝑆𝑆, тобто 𝑉𝑉(𝐶𝐶𝑛𝑛) = {1,2, … ,𝑆𝑆}, 

вершина 𝑘𝑘 суміжна з вершинами 𝑘𝑘 − 1 і 𝑘𝑘 + 1:  ∀𝑘𝑘 ∈ {2, … ,𝑆𝑆 − 1} і 
вершина 𝑆𝑆 також суміжна з вершиною 1. Вагу ребра, що з'єднує 𝑖𝑖 та 𝑖𝑖 + 1 
вершини ∀ 𝑖𝑖 ∈ {1, … ,𝑆𝑆 − 1}, позначимо через 𝑎𝑎𝑖𝑖 і вагу ребра 
(𝑆𝑆, 1) позначимо через 𝑎𝑎𝑛𝑛. 
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Рис. 4. Сn 

Твердження. Для відновлення 𝑪𝑪𝒏𝒏, 𝑆𝑆 ≥ 5 достатньо таких трьох 
підспектрів: σ(𝑪𝑪𝒏𝒏 − 2), σ(𝑪𝑪𝒏𝒏 − {2,3}), σ(𝑪𝑪𝒏𝒏 − {5, … ,𝑆𝑆}).  
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