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Графова алгебра Лi простого графу

Для векторних просторiв V, W i кососиметричного вiдображення

𝜔 :
2⋀︁
V −→ W

розглянемо алгебру Лi
(V ⊕W, [ , ]𝜔)

[(v1, v2), (w1,w2)] = [0, v1 ∧ v2]

.
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Графова алгебра Лi простого графу

Нехай маємо простий граф Γ = (VΓ,EΓ), де VΓ = {v1, · · · , vn}.

Розглянемо

⟨VΓ⟩.⋀︀2⟨VΓ⟩.
SΓ = ⟨vi ∧ vj | {vi, vj} ̸∈ EΓ⟩ ⊂

⋀︀2⟨VΓ⟩.

Проекцiю prΓ :
⋀︀2⟨VΓ⟩ −→

⋀︀2⟨VΓ⟩
⧸︀
SΓ .
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Графова алгебра Лi простого графу

Означення
Графовою алгеброю Лi простого графу Γ = (VΓ,EΓ) називаємо

Lie(Γ) =
(︁
⟨VΓ⟩ ⊕

(︁⋀︀2⟨VΓ⟩
⧸︀
SΓ

)︁
, [ , ]prΓ

)︁
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Графова алгебра Лi простого графу

Теорема (Dani-Mainkar (2015))

Γ1 ∼= Γ2 ⇐⇒ Lie(Γ1) ∼= Lie(Γ2)
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Графова алгебра Лi орiєнтованого графу

Означення
Орiєнтацiєю простого графу Γ = (VΓ,EΓ) називаємо

or : EΓ −→ ÊΓ = {(vi, vj) | {vi, vj} ∈ EΓ}

or ({vi, vj}) ∈ {(vi, vj), (vj, vi)}
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Графова алгебра Лi орiєнтованого графу

Орiєнтацiя or : EΓ −→ ÊΓ iндукує

or* :
⋀︀2⟨VΓ⟩

⧸︀
SΓ −→ ⟨VΓ⟩⊗2

⧸︁
prΓ

−1(SΓ)

or*(vi ∧ vj) =

{︃
vi ⊗ vj, or ({vi, vj}) = (vi, vj)

−vj ⊗ vi, or ({vi, vj}) = (vj, vi)
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Графова алгебра Лi орiєнтованого графу

Означення
Графовою алгеброю Лi орiєнтованого графу (Γ, or) назвемо алгебру Лi

Lie(Γ, or) =
(︁
⟨VΓ⟩ ⊕ or*

(︁⋀︀2⟨VΓ⟩
⧸︀
SΓ

)︁
, [ , ]or* ∘ prΓ

)︁
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Графова алгебра Лi орiєнтованого графу

Зауваження
Для довiльної орiєнтацiї or

Lie(Γ, or) ∼= Lie(Γ)

Наслiдок

(Γ1, or1) ∼= (Γ2, or2) ⇐⇒ Lie(Γ1, or1) ∼= Lie(Γ2, or2)
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Графова алгебра Лi фарбованого орiєнтованого графу

Означення
Розфарбуванням ребер графу Γ називаємо сюр’єкцiю col : EΓ −→ C.

Означення
Гомоморфiзмом мiж фарбованими орiєнтованими графами

f : (Γ1, or1, col1) −→ (Γ2, col2, or2)

називаємо гомоморфiзм орiєнтованих графiв такий, що

col2(f (v1), f(v2)) = 𝜎(col1(v1, v2))

для перестановки 𝜎 на C.
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Графова алгебра Лi фарбованого орiєнтованого графу

Розфарбування col iндукує вiдображення

col* : ⟨VΓ⟩⊗2
⧸︁
prΓ

−1(SΓ) −→ ⟨C⟩

col* (vi ⊗ vj) = col {vi, vj}

С. Зубко (NaUKMA) Графовi алгебри Лi 11 / 25



D
ra

ft

Графова алгебра Лi фарбованого орiєнтованого графу

Означення
Графовою алгеброю Лi фарбованого орiєнтованого графу (Γ, or)
називаємо алгебру Лi

Lie(Γ, or) =
(︀
⟨VΓ⟩ ⊕ ⟨C⟩, [ , ]col* ∘ or* ∘ prΓ

)︀
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Графова алгебра Лi фарбованого орiєнтованого графу

Зауваження
Нехай C — бiєктивне розфарбування. Тодi для довiльної орiєнтацiї or

Lie(Γ, or, col) ∼= Lie(Γ)

Наслiдок
Для довiльних орiєнтацiй or1,2 i розфарбувань col1,2

(Γ1, or1, col1) ∼= (Γ2, col2, or2) ⇐⇒ Lie(Γ1, or1, col1) ∼= Lie(Γ2, col2, or2)
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Графова алгебра Лi фарбованого орiєнтованого графу

Для довiльного розфарбування неiзоморфнi фарбованi орiєнтованi
графи можуть мати iзоморфнi графовi алегбри Лi.

Приклад
Нехай графи мають розфарбування одним кольором col : EΓ −→ pt

x1 x2

x3

x1 x2

x3
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Графова алгебра Лi фарбованого орiєнтованого графу

Для довiльного розфарбування орiєнтацiя фарбованого простого
графу може змiнювати клас iзоморфiзму графових алгебр Лi.

Приклад
x1 x2

x3x4

x1 x2

x3x4
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Графи, що мають iзоморфнi графовi алгебри Лi

Теорема

Нехай V — скiнченновимiрний простiр, 𝜔 :
⋀︀2 V −→ K —

кососиметрична форма. Тодi iснує базис V такий, що M𝜔 — матриця
𝜔 має вигляд ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1
−1 0

. . .
0 1

−1 0

. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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Графи, що мають iзоморфнi графовi алгебри Лi

Наслiдок
Нехай графи (Γ1, or1, col1) i (Γ2, or2, col2) мають розфарбування ребер
одним кольором

coli : EΓi −→ pt.

M1 та M2 — кососиметричнi матрицi iнцидентностi (Γ1, or1) i (Γ2, or2).

Lie(Γ1, or1, col1) ∼= Lie(Γ2, or2, col2) ⇐⇒ rkM1 = rkM2.
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Графи, що мають iзоморфнi графовi алгебри Лi

Наслiдок
Нехай граф (Γ1, or1, col1) i (Γ2, or2, col2) має розфарбування ребер
одним кольором. Тодi iснує граф Γ, що є об’єднанням орiєнтованих
ребер та iзольованих вершин, такий, що Lie

(︀
Γ, col, or

)︀ ∼= Lie(Γ, col, or).
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Властивостi графiв i ранг кососиметричних матриць
iнцидентностi

Зауваження
Нехай Γ — неорiєнтоване дерево. Для його довiльної орiєнтацiї or i
кососиметричної матрицi iнцидентностi M(Γ,or) = 2𝛽(Γ), де 𝛽(Γ) —
число парування Γ.
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Властивостi графiв i ранг кососиметричних матриць
iнцидентностi

Наслiдок
Нехай Γ = Pn — шлях на n вершинах. Для його довiльної орiєнтацiї or i
кососиметричної матрицi iнцидентностi M(Γ,or)

rk(M(Γ,or)) =

{︃
n, n парне
n − 1, iнакше
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Властивостi графiв i ранг кососиметричних матриць
iнцидентностi

Наслiдок
Нехай Γ — неорiєнтоване дерево. Для його довiльних орiєнтацiй or1,
or2 i розфарбування ребер col одним кольором

Lie(Γ, col, or1) ∼= Lie(Γ, col, or2)
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Властивостi графiв i ранг кососиметричних матриць
iнцидентностi

Зауваження
Нехай Γ = Cn — орiєнтований цикл на n вершинах. Для його довiльної
орiєнтацiї or i кососиметричної матрицi iнцидентностi M(Γ,or)

rk(M(Γ,or)) =

⎧⎪⎨⎪⎩
n, (Cn, or) — парний цикл з парною орiєнтацiєю
n − 2, (Cn, or) — парний цикл з непарною орiєнтацiєю
n − 1, (Cn, or) — непарний цикл
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Властивостi графiв i ранг кососиметричних матриць
iнцидентностi

Зауваження
Нехай Γ — простий граф, v ∈ VΓ — висяча вершина, {v ,w} ∈ EΓ —
єдине ребро, що мiстить v . Для його довiльної орiєнтацiї or i
кососиметричної матрицi iнцидентностi M(Γ,or)

rk(M(Γ,or)) = rk(M(Γ∖{v,w},or))+2

С. Зубко (NaUKMA) Графовi алгебри Лi 23 / 25



D
ra

ft

Список лiтератури

[1] S. G. Dani та M. G. Mainkar. “Anosov automorphisms on compact
nilmanifolds associated with graphs”. В: Transactions of the American
Mathematical Society 357 (2005), с. 2235—2251.

[2] Mauricio Godoy Molina та Diego Lagos. Lie algebras associated with
labeled directed graphs. Preprint. 2023. arXiv: 2308.00272. url:
https://arxiv.org/abs/2308.00272.

[3] Debraj Chakrabarti, Meera Mainkar та Savannah Swiatlowski.
Automorphism Groups of nilpotent Lie algebras associated to certain
graphs. Preprint. 2018. arXiv: 1812.09439. url:
https://arxiv.org/abs/1812.09439.

[4] M. G. Mainkar. “Graphs and Two-Step Nilpotent Lie Algebras”. В:
Groups, Geometry, and Dynamics 9.1 (2015), с. 55—65.

С. Зубко (NaUKMA) Графовi алгебри Лi 24 / 25

https://arxiv.org/abs/2308.00272
https://arxiv.org/abs/2308.00272
https://arxiv.org/abs/1812.09439
https://arxiv.org/abs/1812.09439


D
ra

ftДякую за увагу!

С. Зубко (NaUKMA) Графовi алгебри Лi 25 / 25


	Означення
	Література

