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Про одну задачу багатокритеріального вибору

У статті розглянуто обернену задачу багатокритеріальної оптимізації, яка формалізується 
в класі моделей дискретного програмування. Для розв’язання задачі запропоновано алгоритм, що 
базується на методі послідовного аналізу варіантів.
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Розглядається задача ранжування альтерна-
тив { }∈ = 1 2, ,..., na A A A A  (  A – множина аль-
тернатив) за сукупністю показників 
( ) ( ) ( )…1 2, , , mf a f a f a . Кожна функція 
( )   ∈ = …, {1 }jf a j J m  задає значення j -го кри-

терію [2; 3; 7; 8], яке належить або до наперед ви-
значеної множини, або обраховується відповідно 
до певних математичних правил [3; 6]. У першо-
му випадку можливі варіанти: множина значень за-
дається бальною чи лінгвістичною шкалою [3; 7] 
або у  вигляді числового інтервалу [ , ]min max

j jf f , 
який утворюється з усіх можливих значень функ-
ції (з мінімального до максимального) з  ураху-
ванням точності її обчислення. Прикладом друго-
го випадку є синтез локальних пріоритетів у ме-
тоді аналізу ієрархій [6]. Отже, можна вважати, 
що значення j -го критерію завжди є зліченною 
множиною, позначимо її як jQ :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )−= … 11 2 3{ , , , , , }j jn n

j j j j j jQ f f f f f ,

де ( ) =1 min
j jf f , ( ) =jn max

j jf f , ( ) ( ) ( )< <…<1 2 jn

j j jf f f , 

=j jn Q  – кількість елементів множини jQ .
Зазвичай для встановлення порядку
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для кожного елемента множини A  береться до 
уваги деякий узагальнений показник ( )G a : 
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де значення ( )iG A  обчислюються за певним пра-
вилом (алгоритмом), причому 

( ) ( ) ( )
1 2

... ,
ni i iG A G A G A≥ ≥ ≥             (3)

а W  є нормованим вектором вагових коефіцієн-
тів кожного критерію [3; 7]. Місце альтернативи 

∈'A A  у порядку (1) назвемо її рейтингом.
Після розв’язання задачі (1)–(3) може виник-

нути інша задача: при яких мінімальних змінах 
значень ( )   ∈' ,jf A j J  можна покращити рей-
тинг обраної альтернативи 'A . 

Отже, аналізується певна альтернатива 
∈'A A, яка фігурує в реальній задачі прийняття 

рішень вигляду (1)–(3), а  бажаним результатом 
розв’язання задачі вважається отримання даною 
альтернативою рейтингу r , не нижче від напе-
ред заданого значення p  ( ≤ <1 p n). Не зменшу-
ючи узагальненості, будемо вважати, що для 
кожного показника ( )   ∈,jf a j J  значення тим 
краще, чим воно більше. Нехай після визначення 
вектора вагових коефіцієнтів W  і обрання кон-
кретної функції ( )G a , ∈a A  альтернатива 'A  
посіла в  порядку (1) небажане місце r , тобто 
>r p. Для кожного критерію ∈j J  розглянемо 

впорядковану множину θ θ θ θΘ = …0 1 2{ , , , , }jl

j j j j j :

( ) ( ) ( )θ θ θ
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Множина � jQ  утворена такими значеннями 
показника jf , які є більшими від ( )'jf A , jl   – 
кількість перших таких значень серед усіх мож-
ливих, визначена особою, що приймає рішення 
(ОПР),  ≤ ≤ +

�
0 1j jl Q , 

�
jQ  – множина всіх зна-

чень критерію jf  більших ніж ( )'jf A :
( ) ( ) ( ) = …

�
2 3 '\ { , , , , }min

j j j j j jQ Q f f f f A .

ОПР визначає новий вектор переваг 
= 1 2( , ,..., )mV v v v ,  

=

=∑
1

1
m

j
j

v  з  таких міркувань. 

Чим складніше для альтернативи 'A  по j -му  
показнику досягти покращення значення, тим 
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більший коефіцієнт jv , ∈j J . Зауважимо, що 
в кожному конкретному випадку може існувати 
своя специфіка залежно від типу початкової за-
дачі ранжування, що розглядається. 

Таким чином, математична модель задачі 
має вигляд:

( )θ θ
=

= →∑
1

,
m

j j
j

h V v min                 (4)

( ) ( )  θ ≥'( , ), ( ), ,
piG f A W G f A W         (5)

  θ θ θ= … ∈Θ = Θ ×…×Θ Θ⊂ R1 1( , , ) ( ), ,m
m m (6)

де ( ) ( ) ( ) ( )( )   ' ' ' '
1 1 2 2, , , , , .m mf A f A f A f Aθ θ θ θ θ= + + … + ∈Θ

Наведемо алгоритм розв’язання цієї задачі, що 
базується на ідеології методу послідовного аналі-
зу варіантів (ПАВ) [4]. Відповідно до цього мето-
ду потрібно розробити конструктивні процедури 
відсіву варіантів [1; 5], що дасть змогу покращити 
часову характеристику алгоритму шляхом змен-
шення множини допустимих розв’язків задачі. 

Розглянемо випадок, коли для розв’язання за-
дачі (1)–(3) використовується лінійно-адитивна 
згортка критеріїв [3; 7; 8]. Тоді обмеження (5) ма-
тиме вигляд: 

ω θ ω
∈ ∈

+ ≥∑ ∑'( ( ) ) ( )
pj j j j i

j J j J

f A f A

ω θ ω ω
∈ ∈ ∈

≥ −∑ ∑ ∑ '( ) ( )
pj j j i j j

j J j J j J

f A f A

( ) ( )ω θ
∈

≥ −∑ '

pj j i
j J

G A G A

ω θ
∈

≥∑ *,j j
j J

G

де ( ) ( )= − =* '

piG G A G A const   – це саме той 
бар’єр, який треба подолати альтернативі 'A , 
щоб у підсумку посісти місце не нижче ніж p .

Користуючись термінологією методу ПАВ, 
сформулюємо теореми:

Теорема 1. Величина 
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є допуском для множини Θ j  за обмеженням (5).
Доведення. Нехай для деяких  ≤ <(0 )js s l  

маємо θ <s
j j jw d , і  's  є максимальним з таких ін-

дексів. Тоді 
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Отже, з Θ j  вилучається множина таких еле-
ментів θ θ θ θ…

'0 1 2{ , , , , }s
j j j j , для яких θ <s

j j jw d , 
= '0,s s .
За обмеженням (5) і допусками (7) відсіюван-

ня елементів з  множин Θ Θ … Θ1 2, , , m  відбува-
ється знизу. Якщо в підсумку множина допусти-
мих розв’язків суттєво не зменшилась, потрібно 
розглянути допуски за цільовою функцією (4). 
Нехай на деякому кроці алгоритму розв’язання 
задачі (4)–(6) отримано допустимий розв’язок 
θ *  і  ( )θ=* *,h h V . 

Теорема 2. Величина 

 *

1

min{ | }
m

j k k k k
k

k j

c h v θ θ
=
≠

= − ⋅ Θ∑ ε             (8)

є допуском для множини Θ j  за цільовою функ-
цією (4).

Доведення цього твердження опустимо, 
оскільки воно є аналогічним теоремі 1. 

На відміну від (7), за допуском (8) відбува-
ється відсіювання елементів з  множин 
Θ Θ … Θ1 2, , , m  зверху, тобто з  Θ j  вилучається 
множина всіх таких елементів 

'0 1 2{ , , , , },s
j j j jθ θ θ θ…  

для яких θ >s
j j jv c , = '0,s s .

Таким чином, алгоритм розв’язання задачі 
(4)–(6) полягає в  ітераційному відсіюванні 
елементів множини Θ = Θ ×…×Θ1( )m  за до-
пусками (7), (8) і формально може бути пред-
ставлений так.

Крок 0. Якщо при сформованих ОПР значен-
нях θ θ θ…1 2

1 2, , , mll l
m  справджується нерівність 

ω θ
∈

<∑ *jl

j j
j J

G , задача не має розв’язку. В іншому 
випадку покладемо ( )θ θ θ θ= …1 2*

1 2, , , ,mll l
min m  

θ θ= jlmax
j j ,  θ θ= 0,min

j j     Θ =Θ ∈ =(0) , , 0j j j J t . 
Крок 1. Обчислюємо допуски знизу за обме-

женням (5):
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   ( ) *

1

, .
m

t max
j k j

k

k j

d G w j Jθ
=
≠

= − ⋅ ∈∑

Визначаємо множину елементів, що залиши-
лись:

( ) ( )        θ θ θ+Θ = ≥ ∈Θ ∈� ( 1) { | , }, .t tt
j j j j j j jw d j J

Покладемо ( ){ }    θ θ θ += ∈Θ ∈� 1min | },tmin
j j j j j J .

Крок 2. Знаходимо поточний допустимий 
розв’язок θ * :
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∈ =
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Якщо ( ) ( )θ θ<* *, ,minh V h V , покладемо * *.minθ θ=
Крок 3. Обчислюємо допуски зверху за зна-

ченням цільової функції:

( )    ( ) *
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, , .
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j min k j

k

k j

с h V v j Jθ θ
=
≠

= − ⋅ ∈∑

Визначаємо множину елементів, що зали-
шились:

( ) ( )     1( 1) { | , }, .t tt
j j j j j j jv c j Jθ θ θ ++Θ = ≤ ∈Θ ∈�

Покладемо ( ){ }    1max | }, .tmax
j j j j j Jθ θ θ += ∈Θ ∈

Крок 4. Якщо ∃ ∈ :j J  +Θ ≠ Θ( 1) ( )t t
j j , покладе-

мо = +: 1t t  і  переходимо на крок 1, інакше –  
на крок 5.

Крок 5. Якщо  множина ( ) ( ) ( )( )Θ = Θ ×Θ ×…×Θ( )
1 2
t t tt

m  
не є  об’ємною (з міркувань обчислювальної 
складності здійснення прямого перебору варіан-
тів), знаходимо оптимальний розв’язок задачі, 
інакше переходимо на крок 6. 

Крок 6. Вводимо обмеження на цільову функ-
цію і, ітераційно змінюючи його методом дихо-
томії, за допусками типу (8) здійснюємо відсів 
елементів множини Θ( )t  [5]. 

Якщо множина допустимих розв’язків задачі 
(4)–(6) суттєво не зменшилась, оптимальний 
розв’язок задачі знаходимо спрямованим пере-
бором варіантів.

Роботу алгоритму розглянемо на такому при-
кладі.

Нехай спочатку розглядалася задача ранжуван-
ня 18 альтернатив за чотирма показниками з ваго-
вими коефіцієнтами = (0,5;0,25;0,2;0,05)W . 
У табл. 1 наведено розв’язок цієї задачі. З другого 
по четвертий стовпчики таблиці розміщено зна-
чення критеріїв     1 2 3 4, , ,K K K K  для альтернатив 

   …1 2 18, , ,A A A . Останній стовпчик містить значен-
ня узагальненого показника (2). Так, наприклад, 
( )1G A 98 0,5 91 0,25 87 0,2 83 0,05 93,3.= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

Оберемо альтернативу 12A  і сформулюємо для 
неї задачу (4)–(6) таким чином: за яких міні-
мальних сумарних відхилень від значень 
( ) ( ) ( ) ( )      = = = =1 12 2 12 3 12 4 1250, 60, 35, 64f A f A f A f A  

з новим вектором переваг  = (0,4;0,1;0,45;0,05)V  
можна забезпечити потрапляння 12A  у першу трій-
ку рейтингу – розв’язку початкової задачі (1)–(3)? 
Припустимо, що ОПР сформувала множини від-
хилень    Θ Θ Θ Θ1 2 3 4, , ,  у  вигляді табл. 2. Так, на-
приклад,  3 {0;11;15;22;24;28;29;32;35;37;40;44;48;51;56;65}.Θ =

3 {0;11;15;22;24;28;29;32;35;37;40;44;48;51;56;65}.Θ =
Оскільки альтернатива 12A  повинна випере-

дити 3A , обчислимо бар’єр *G , який потрібно 
подолати, щоб потрапити в  першу трійку: 

( ) ( )= − = − =*
3 12G G A G A 85,2 50,2 35 .

Таблиця 1. Рейтинговий список альтернатив 

К1 К2 К3 К4 G(A)
А1 98 91 87 83 93,3
А2 89 94 90 90 90,5
А3 95 81 79 33 85,2
А4 95 52 77 80 79,9
А5 78 75 73 43 74,5
А6 93 45 47 88 71,55
А7 70 87 64 17 70,4
А8 56 97 70 53 68,9
А9 50 63 93 77 63,2
А10 51 98 51 54 62,9
А11 75 38 33 62 56,7
А12 50 60 35 64 50,2
А13 40 57 56 63 48,6
А14 54 40 37 55 47,15
А15 29 90 41 22 46,3
А16 27 64 26 57 37,55
А17 33 22 67 39 37,35
А18 24 20 42 98 30,3

Таблиця 2. Відхилення значень критеріїв для A12 

  Θ1 Θ2 Θ3 Θ4

15 46 31 65 36
14 42 30 56 33
13 39 29 51 30
12 35 27 48 29
11 31 25 44 27
10 28 24 40 25
9 26 22 37 23
8 24 20 35 21
7 21 18 32 20
6 17 15 29 17
5 12 13 28 15
4 10 11 24 12
3 7 8 22 8
2 5 7 15 5
1 3 4 11 2
0 0 0 0 0
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Отже, в нашому випадку кількість усіх ва-
ріантів 4

1 2 3 4 16 65536Θ = Θ ⋅ Θ ⋅ Θ ⋅ Θ = = , 
оскільки для кожного з  чотирьох критеріїв 
розглядається 16 можливих значень відхи-
лень (включаючи 0).

Крок 0. При сформованих ОПР значеннях 
θ θ θ θ15 15 15 15

1 2 3 4, , ,  справджується нерівність 

ω θ
=

>∑
4

15 *

1
j j

j

G  (46 0,5 31 0,25 65 0,2 36 0,05 45,55 35),⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = >

(46 0,5 31 0,25 65 0,2 36 0,05 45,55 35),⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = >  тому задача має розв’язок. Домно-
жимо кожне відхилення      θ = =, 1,4, 0,15l

j j l  
(табл. 2) на відповідні компоненти векторів пе-
реваг = (0,5;0,25;0,2;0,05)W  і  = (0,4;0,1;0,45;0,05)V . 
У результаті отримаємо табл. 3 і табл. 4. 

Початково покладемо  ( ) ( )   * 15 15 15 15
1 2 3 4, , , 46,31,65,36 ,max

minθ θ θ θ θ θ= = =  

( ) ( )   * 15 15 15 15
1 2 3 4, , , 46,31,65,36 ,max

minθ θ θ θ θ θ= = =  ( ) ( )    θ θ θ θ θ= =0 0 0 0
1 2 3 4, , , 0,0,0,0min , 

 (0) (0) (0) (0)
1 1 2 2 3 3 4 4, , , ,Θ =Θ Θ = Θ Θ = Θ Θ = Θ   = 0t . 

Крок 1. Обчислимо допуски знизу за обме-
женням (5):

     
4

( ) *

1

, {1,2,3,4}.t max
j k j

k

k j

d G w jθ
=
≠

= − ⋅ ∈∑

( ) ( )0
1 35 31 0,25 65 0,2 36 0,05 12,45d = − ⋅ + ⋅ + ⋅ =
( ) ( )0
2 35 46 0,5 65 0,2 36 0,05 2,8d = − ⋅ + ⋅ + ⋅ = −
( ) ( )0
3 35 46 0,5 31 0,25 36 0,05 2,45d = − ⋅ + ⋅ + ⋅ =
( ) ( )0
4 35 46 0,5 31 0,25 65 0,2 8,75d = − ⋅ + ⋅ + ⋅ = −

Визначимо множини елементів, що зали-
шились:

( ) ( )         ( 1) { | , }, {1,2,3,4}.t tt
j j j j j j jw d jθ θ θ+Θ = ≥ ∈Θ ∈�

      Θ =� (1)
1 {26,28,31,35,39,42,46}
( ) { }               Θ =� 1
2 0,4,7,8,11,13,15,18,20,22,24,25,27,29,30,31

             Θ =� (1)
3 {15,22,24,28,29,32,35,37,40,44,48,51,56,65}

               Θ =� (1)
4 {0,2,5,8,12,15,17,20,21,23,25,27,29,30,33,36}
У табл. 3 відсіяні зважені значення відхилень 

зображено на сірому фоні.
Покладемо  ( ){ }       1min | }, {1,2,3, :4}tmin

j j j j jθ θ θ += ∈Θ ∈�  
 θ = (26,0,15,0)min .

Крок 2. Знаходимо поточний допустимий 
розв’язок θ *:

   

4
*

{1, 2, 3, 4}. 1

argmin{ }.min max
j j k j

j k

k j

v vθ θ θ
∈ =

≠

= ⋅ + ⋅∑

У нашому випадку після проведення відпо-
відних обчислень отримаємо:
θ*=argmin{0,4∙26+0,1∙31+0,45∙65+0,05∙36; 0,1∙0+ 
+0,4∙46+0,45∙65+0,05∙36; 0,45∙15+0,4∙46+0,1∙31+ 
+0,05∙36; 0,05∙0+0,4∙46+0,1∙31+0,45∙65}= 
=argmin{44,55;49,45;30,05;50,75}=(46,31,15,36).

Отже,  ( )*, (0,4 46 0,1 31 0,45 15 0,05 36) 30,05,h Vθ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

( )*, (0,4 46 0,1 31 0,45 15 0,05 36) 30,05,h Vθ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ( )* , (46 0,4 31 0,1 65 0,45 36 0,05) 52,55.minh Vθ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = 
( )* , (46 0,4 31 0,1 65 0,45 36 0,05) 52,55.minh Vθ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

Оскільки ( ) ( )θ θ<* *, ,minh V h V , покладемо 
θ θ=* *

min =   (46,31,15,36) .
Крок 3. Обчислимо допуски зверху за значен-

ням цільової функції:

( )       
4

( ) *

1

, , {1,2,3,4}.t min
j min k j

k

k j

с h V v jθ θ
=
≠

= − ⋅ ∈∑

( ) ( )0
1 30,05 0 0,4 0 0,1 15 0,45 0 0,05 23,35с = − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =
( ) ( )0
2 30,05 26 0,4 0 0,1 15 0,45 0 0,05 12,9с = − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =
( ) ( )0
3 30,05 26 0,4 0 0,1 0 0,45 0 0,05 19,65с = − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =
( ) ( )0
4 30,05 26 0,4 0 0,1 15 0,45 0 0,05 12,9с = − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

Таблиця 3. Зважені відхилення для A12  
за вектором  W=(0,5;0,25;0,2;0,05) 

 w1Θ1  w2Θ2  w3Θ3  w4Θ4

15 23 7,75 13 1,8
14 21 7,5 11,2 1,65
13 19,5 7,25 10,2 1,5
12 17,5 6,75 9,6 1,45
11 15,5 6,25 8,8 1,35
10 14 6 8 1,25
9 13 5,5 7,4 1,15
8 12 5 7 1,05
7 10,5 4,5 6,4 1
6 8,5 3,75 5,8 0,85
5 6 3,25 5,6 0,75
4 5 2,75 4,8 0,6
3 3,5 2 4,4 0,4
2 2,5 1,75 3 0,25
1 1,5 1 2,2 0,1
0 0 0 0 0

Таблиця 4. Зважені відхилення для A12  
за вектором  V=(0,4;0,1;0,45;0,05) 

 v1Θ1  v2Θ2 v3Θ3   v4Θ4

15 18,4 3,1 29,25 1,8
14 16,8 3 25,2 1,65
13 15,6 2,9 22,95 1,5
12 14 2,7 21,6 1,45
11 12,4 2,5 19,8 1,35
10 11,2 2,4 18 1,25
9 10,4 2,2 16,65 1,15
8 9,6 2 15,75 1,05
7 8,4 1,8 14,4 1
6 6,8 1,5 13,05 0,85
5 4,8 1,3 12,6 0,75
4 4 1,1 10,8 0,6
3 2,8 0,8 9,9 0,4
2 2 0,7 6,75 0,25
1 1,2 0,4 4,95 0,1
0 0 0 0 0
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Визначимо множини елементів, що залиши-
лись:

( ) ( )          θ θ θ ++Θ = ≤ ∈Θ ∈� 1( 1) { | , }, {1,2,3,4}.t tt
j j j j j j jv c j

      Θ =(1)
1 {26,28,31,35,39,42,46}
( ) { }               Θ =1
2 0,4,7,8,11,13,15,18,20,22,24,25,27,29,30,31

        Θ =(1)
3 {15,22,24,28,29,32,35,37,40}

{ }               Θ =(1)
4 0,2,5,8,12,15,17,20,21,23,25,27,29,30,33,36 .
У табл. 4 додались відсіяні зверху зважені 

значення відхилень за третім критерієм (зобра-
жені на сірому фоні).

Покладемо  ( ){ }       1max | }, {1,2,3,4}:tmax
j j j j jθ θ θ += ∈Θ ∈  

(46,31,40,36).maxθ =   

Таким чином, після першої ітерації вдалося 
відсіяти знизу значення відхилень за першим 
і третім критеріями і зверху – за третім (табл. 5).

Крок 4. Оскільки відсіювання відбулось за 
двома критеріями (достатньо одного)  – 
Θ ≠ Θ(1) (0)

1 1 , Θ ≠ Θ(1) (0)
3 3 , покладемо = +: 1t t  і пе-

реходимо на крок 1 (на наступну ітерацію алго-
ритму).

У нашому прикладі алгоритм відпрацює 
шість ітерацій. У результаті отримаємо множину 
допустимих розв’язків, представлену в табл. 6. 

Якщо спочатку 4
1 2 3 4 16 65536Θ = Θ ⋅ Θ ⋅ Θ ⋅ Θ = =

4
1 2 3 4 16 65536Θ = Θ ⋅ Θ ⋅ Θ ⋅ Θ = = , то після реалізованого алгорит-

мом відсіювання безперспективних варіантів  
отримали 2 7 3 16 672Θ = ⋅ ⋅ ⋅ = , отже, розмірність 
задачі (4)–(6) зменшилася майже на два порядки. 
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ABOUT THE ONE PROBLEM OF MULTI-CRITERIA SELECTION

The inverse problem of multi-criteria optimization, which is formalized in the class of discrete 
programming models, has been considered. The algorithm for solution this problem, based on the ideology 
of the method of sequential analysis of variants, has been proposed.
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Таблиця 5. Відхилення значень критеріїв для A12,  
що залишились після першої ітерації алгоритму

  Θ1 Θ2 Θ3 Θ4

15 46 31 36
14 42 30 33
13 39 29 30
12 35 27 29
11 31 25 27
10 28 24 40 25
9 26 22 37 23
8 20 35 21
7 18 32 20
6 15 29 17
5 13 28 15
4 11 24 12
3 8 22 8
2 7 15 5
1 4 2
0 0 0

Таблиця 6. Остаточні значення відхилень критеріїв 
для A12 після завершення алгоритму 

  Θ1 Θ2 Θ3 Θ4

15 46 31 36
14 42 30 33
13 29 30
12 27 29
11 25 27
10 24 25
9 22 23
8 21
7 20
6 17
5 15
4 24 12
3 22 8
2 15 5
1 2
0 0




