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1 Анотацiя

Метою даної квалiфiкацiйної роботи є класифiкацiя певних класiв графiв

Кокстера, а саме T4
1,n+m+1,∞,T4

2,n+m+1,∞ i графiв Кокстера з пiдпорядковани-

ми T-графами вiдносно значення iндексу у промiжку
(√√

5 + 2; 3√
2

]
.

Мета даної роботи полягає в класифiкацiї певних класiв злiченних графiв

Кокстера, а саме T4
1,n+m+1,∞,T4

2,n+m+1,∞, i графiв Кокстера з пiдпорядковани-

ми Т-графами з мiтками, що не перевищують 4, i зi значенням iндексу в про-

мiжку
(√√

5 + 2; 3√
2

]
. Iснує декiлька пiдходiв для розширення спектральної

теорiї графiв зi скiнченного випадку на злiченний, у роботi прийнято пiдхiд

B. Mohar (див. [1]). Iндекси графiв мають широке коло застосувань, напри-

клад, у теорiї представлень (див. [2]). Обмеження на iндекс графа впливають

на структуру графа, часто можна навести повний перелiк можливих графiв,

що задовольняють їм (див. [3, 4, 5, 6]).
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2 Вступ

Дискретна математика є обширним роздiлом сучасної математики, що за-

ймається вивченням властивостей i закономiрностей, якi мають мiсце у дис-

кретних структурах. Вона знаходить широке застосування у багатьох сферах,

вiд iнформацiйних технологiй до соцiальних наук, забезпечуючи математи-

чнi iнструменти для аналiзу складних систем i мереж. Однiєю з ключових

галузей дискретної математики є теорiя графiв, що дослiджує графи як ма-

тематичнi моделi взаємозв’язкiв мiж рiзними об’єктами або поняттями.

Графи використовуються для моделювання рiзноманiтних структур, та-

ких як транспортнi мережi, комп’ютернi мережi, соцiальнi зв’язки, а та-

кож бiологiчнi взаємодiї на молекулярному рiвнi. Завдяки їхнiй вiзуальнiй

та структурнiй ясностi, графи дозволяють ефективно вирiшувати проблеми,

пов’язанi з оптимiзацiєю, передачею даних, аналiзом складних мереж i бага-

то iншого. Важливою складовою теорiї графiв є спектральна теорiя графiв,

яка поєднує властивостi графiв iз алгебраїчними характеристиками їхнiх ма-

триць, таких як матрицi сумiжностi. Зароджена у серединi 20-го столiття, ця

теорiя знайшла застосування у численних галузях науки, включаючи хiмiю,

фiзику, бiологiю, соцiальнi та економiчнi науки (див. [7, 8, 9, 10]).

Графи Кокстера, якi є одним iз цiкавих i менш дослiджених видiв графiв

у теорiї графiв, зокрема їх спектральна теорiя, займають важливе мiсце в ма-

тематицi, фiзицi та iнших наукових дисциплiнах. Названi на честь видатного

математика Г. Кокстера, цi графи вiдiграють ключову роль у класифiкацiї

скiнченних груп Кокстера.
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3 Основнi теоретичнi вiдомостi

3.1 Основнi означення i твердження

Означення 3.1. Граф визначається як впорядкована пара G = (V,E), де V

є непорожньою множиною, а E — пiдмножиною множини усiх невпорядкова-

них пар деяких елементiв з V . V вiдома як множина вершин графа G, i E

вiдома як множина ребер графа G.

Означення 3.2. Вершини v i w у графi G називаються сумiжними, коли

iснує ребро vw мiж ними.

Означення 3.3. Вершини ребра vw визначаються як iнцидентнi одна однiй.

Означення 3.4. Степiнь вершини v в графi G визначається як кiлькiсть

ребер, що iнцидентнi вершинi v, та позначається як deg(v).

Означення 3.5. Вершина зi степенем рiвним 1 вiдома як висяча вершина.

Означення 3.6. Вершина зi степенем рiвним 0 вiдома як iзольована верши-

на.

Означення 3.7. У графi G = (V,E), порядок графа позначається як |V | i

вiдповiдає кiлькостi вершин у множинi V .

Означення 3.8. Пiдграфом графа G є граф, усi вершини якого входять до

множини вершин V (G) i всi ребра якого належать до множини ребер E(G).

Означення 3.9. Граф Кокстера G визначається як пара (G, f), де G – граф,

f – вiдображення множини ребер графа G у множину, що складається з

натуральних чисел, котрi не меншi за 3 та символа ∞. Граф G називається

пiдпорядкованим графу Кокстера G = (G, f).

Зображення графа Кокстера представляють дiаграмою пiдпорядкованого

графа з позначкою f(e) над кожним ребром e. Число 3 над ребрами не пи-

шеться i такi ребра є непозначеними. Iншi ребра, котрi мають позначку 4 i

вище, називають позначенеми.
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Означення 3.10. Нехай G = (G, f) - граф Костера. Граф G1 = (G1, f1)

називається пiдграфом графа G, якщо G1 пiдграф G, i для всякого ребра e

графа G1: f1(e) ≤ f(e). Позначається як G1 ⊂ G.[3]

Означення 3.11. Матриця сумiжностi графа G має вигляд A(G) = (aij)
n
i,j=1,

де n = |G| — порядок графа G. Елементи матрицi визначаються наступним

чином:

• aij = 2 cos
(
π
k

)
, якщо f(i, j) = k,

• aij = 2, якщо f(i, j) = ∞,

• aij = 0, якщо вершини не з’єднанi ребром.

Матриця сумiжностi A(G) — симетрична, дiйсна та мiстить нулi на го-

ловнiй дiагоналi.

Матриця сумiжностi залежить вiд порядку, в якому розглядаємо верши-

ни. Якщо граф G скiнченний, |V| < ∞, то матриця сумiжностi A(G) буде

квадратною матрицею порядка |V|.

Означення 3.12. Спектр матрицi — це множина усiх її власних значень.

Оскiльки матриця сумiжностi A(G) скiнченного графа G порядку n симе-

трична, то його спектр складається лише з дiйсних чисел. Позначимо власнi

значення матрицi як λi, де (i = 1, ..., n) та розташуємо точки спектру λi в

порядку спадання: λG = λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn.

Означення 3.13. Спектром графа G називають спектр матрицi сумiжностi

A(G). Позначають як σ(G). Вiн не залежить вiд способу нумерацiї вершин,

а тому є iнварiантом.

Означення 3.14. Iндексом графа називають найбiльше власне значення λG

матрицi сумiжностi A графа G.

Означення 3.15. Характеристичним многочленом матрицi сумiжностi на-

зивають PG(λ) = |λI − A(G)|.
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3.2 Злiченнi графи Кокстера

Означення 3.16. Злiченним графом Костера називають граф зi злiченною

множиною вершин.

Позначимо через Fin(G) множину всiх скiнченних пiдграфiв графа G.

Для злiченних графiв Кокстера матриця сумiжностi буде нескiнченною

вправо та вниз.

Означення 3.17. Спектром злiченного графу G називають об’єднання спе-

ктрiв його скiнченних пiдграфiв Fin(G).

Означення 3.18. Iндексом злiченного графа називаємо додатне число або

символ ∞, визначенi рiвнiстю

indG = sup
Г∈Fin(G)

indГ

Операцiї на злiченних графах Кокстера.

Нехай G = (G, f) – зв’язний граф Кокстера. Визначимо операцiї:

1. Операцiя видалення вершини. У графi G оберемо вершину x. Розглянемо

граф G1 = (V1, R1), де визначаємо множину вершин V1 = V \x, множину

ребер, яку отримуємо шляхом видалення з R ребер, що iнцидентнi вер-

шинi x та функцiю f1, яка є обмеженням функцiї f на множину ребер R1.

Тодi граф Кокстера G1 = (G1, f1) – граф Кокстера, отриманий з графа

G видаленням вершини x та позначається G − x.

2. Операцiя видалення ребра. У графi G оберемо ребро e. Розглянемо граф

G1 = (V1, R1), де визначаємо множину вершин V1 = V незмiнною, мно-

жину ребер R1 = R \ {e} та функцiю f1, яка є обмеженням функцiї f на

множину ребер R1. Тодi граф Кокстера G1 = (G1, f1) – граф Кокстера,

отриманий з графа G видаленням ребра e та позначається G − e.

8



3. Операцiя замiщення мiтки на ребрi. У графi G оберемо ребро e. Розгля-

немо функцiю f1, яка тотожно рiвна функцiї f на множинi ребер R \{e},

а на ребрi e визначається f1(e) < f(e). Тодi граф Кокстера G1 = (G, f1)

називається графом Кокстера, отриманий з графа G зменшенням мiтки

на ребрi e.

Введемо ще одну операцiю на незв’язних графах (всi позначки на ре-

брах дорiвнюють 3). Операцiя пiдрозбиття ребра або додавання вершини

на внутрiшнє ребро. [5] У графi G оберемо ребро e = x, y. Розглянемо граф

G1 = (V1, R1), де визначаємо множину вершин V1 = V ∪ z,R1 = (R \ e) ∪ x,

z ∪ z, y. Тодi граф Кокстера G1 = (G, f1) — граф Кокстера, отриманий з гра-

фа G пiдрозбиттям ребра e або додаванням вершини z на внутрiшнє ребро

e.

Означення 3.19. Пiдграф графа G в термiнах операцiй над графами –

граф, отриманий шляхом застосування операцiй видалення вершини, ребра

або зменшення мiтки на ребрi графа G.
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4 Iндекси злiченних графiв Кокстера

4.1 Теореми про iндекс злiченних графiв

Твердження 4.1. [4, 5] G – злiченний зв’язний граф. При видаленнi вер-

шини, або ребра графа G, iндекс не збiльшується. При зменшеннi мiтки на

ребрi графа G, iндекс строго зменшується.

Видалення вершини: Зафiксуємо вершину x графа Г. Так як Fin(Г − x) ⊂

Fin(Г), то

ind(Г − x) = sup
G∈Fin(Г−x)

indG ≤ sup
G∈Fin(Г)

indG = indГ.

Наслiдок 4.1. [4, 5] Нехай G1, G2 – злiченнi графи. G1 ⊂ G2. Тодi ind

G1≤ ind G2.

Видалення ребра: Зафiксуємо ребро e = {u, v} графа Г. Так як Fin(Г −

e) ⊂ Fin(Г), то

ind(Г − e) = sup
G∈Fin(Г−e)

indG ≤ sup
G∈Fin(Г)

indG = indГ.

Твердження 4.2. [4, 5] G – злiченний зв’язний граф. При пiдрозбиттi вну-

трiшнього ребра графа G, iндекс не збiльшується.

Зменшення мiтки на ребрi : Зафiксуємо ребро e = {u, v} графа G, позна-

чимо граф, одержаний з графа G зменшенням мiтки на ребрi e через G1. Так

як Fin(G1) ⊂ Fin(G), то

ind(G1) = sup
G∈Fin(G1)

indG ≤ sup
G∈Fin(G)

indG = indG.

Твердження 4.3. [4, 5] Iндекс злiченного графа рiвен супремуму iндексiв

його компонент зв’язностi.
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Далi графи, якi будемо розглядати, вважатимемо зв’язними.

Твердження 4.4. [4, 5] Нехай G – злiченний граф, {Gn}∞n=1 – послiдовнiсть

його скiнченних пiдграфiв, що задовольняє умовам:

1. Gn ⊂ Gn+1 ∀n ∈ N;

2.
⋃
n∈N

Gn = G.

Тодi ind G = lim
n→∞

ind Gn.

Наслiдок 4.2. [4, 5] Нехай G1, G2 – злiченнi графи, {G1
n}∞n=1, {G2

n}∞n=1 – по-

слiдовностi скiнченних пiдграфiв G1, G2 вiдповiдно. Нехай при цьому вико-

нуються умови:

1. G1
n iзоморфний G2

n ∀n ∈ N;

2. G1
n ⊂ G1

n+1, G2
n ⊂ G2

n+1 ∀n ∈ N;

3.
⋃
n∈N

G1
n = G1,

⋃
n∈N

G2
n = G2.

Тодi ind G1
n = ind G2

n.

4.2 Iндекси графiв, що складаються зi скiнченного гра-

фа на нечкiнченного ланцюга

&%
'$
G s s s sx y s s s

Рис. 4.2.1

Граф такого виду можна задати злiченною кiлькiстю пар (G, x).

Теорема 4.1. [4, 5] Нехай злiченний граф (G, x) буде складатися зi скiнчен-

ного графа G i нескiнченного ланцюга. Маємо, що:

11



• Якщо (G, x) ∈ {A∞,B∞,C∞}, то ind(G, x) = 2;

• Якщо (G, x) /∈ {A∞,B∞,C∞}, то ind(G, x) > 2, а також є максимальним

коренем наступного рiвняння:

PG−x(λ)

PG(λ)
=

λ+
√
λ2 − 4

2

Наступний алгортм допомагає знайти iндекс графа Q, що складається зi

скiнченного графа G i нескiнченного ланцюга, за допомогою попередньої

теореми: [4, 5]

1. Знайти характеристичнi многочлени графiв G i G - x: PG(λ), PG - x(λ).

Отримано рiвняння: PG−x(λ)
PG(λ)

= λ+
√
λ2−4
2 ;

2. Для зручностi зробити замiну λ = µ + 1
µ . Тодi λ+

√
λ2−4
2 = µ. Пiдставити

значення у рiвняння PG−x(λ)
PG(λ)

= µ. Отримано рiвняння з одним невiдомим

µ;

3. У рiвняннi з пункту 2 знайти максимальне значення µ;

4. Знайти λ, пiдставивши µ у замiну з пункту 2. Це значення λ i є шуканим

iндексом графа Q.

Кроки 1 та 2 в даному алгоритмi можна об’єднати.

4.3 Формули Швенка для зважених графiв

Теорема 4.2. [5] Нехай v — вершина графа G, через C(v) позначимо мно-

жину циклiв, що мiстять v. Тодi

PG(x) = xPG−v(x)−
∑

u∼v w
2
uvPG−v−u(x)− 2

∑
Z∈C(v)w(Z)PG−V (Z)(x).

Наслiдок 4.3. [5] (Розклад за висячою вершиною) Якщо v — вершина графа

G та u — вершина сумiжна з v, то
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PG(x) = xPG−v(x)− w2
uvPG−v−u(x).

Теорема 4.3. [5] Нехай uv — ребро графа G, через C(uv) позначимо мно-

жину циклiв, що мiстять uv. Тодi

PG(x) = PG−uv(x)− w(uv)2PG−v−u(x)− 2
∑

Z∈C(uv)w(Z)PG−V (Z)(x).

Наслiдок 4.4. [5] (Розклад за мостом). Нехай ребро e = (v1, v2) — мiст

графа G, який при видаленнi ребра e розпадається на графи G1 та G2, при

цьому вважатимемо, що v1 ∈ V (G1), v2 ∈ V (G2). Характеристичний мно-

гочлен графа G можна знайти за формулою:

PG(x) = PG1
(x)PG2

(x)− w(e)2PG1−v1(x)PG2−v2(x).

13



5 Класифiкацiя обраних класiв злiченних

графiв Кокстера вiдносно значення iндексу

у промiжку
(√√

5 + 2; 3√
2

]
5.1 Твердження про класифiкацiю T4

l,k+1,∞

Твердження 5.1. Нехай G – злiченний зв’язний граф Кокстера з

пiдпорядкованим T4
l,k+1,∞-графом, тодi

• ind T4
l,k+1,∞ ∈

(√√
5 + 2; 3√

2

)
⇐⇒ l ≤ k.

• ind T4
l,k+1,∞ > 3√

2
⇐⇒ l > k.

T4
l,k+1,∞

s s s s s sq q q q q q
s

4

qqq
s
s

l ≥ 1

k ≥ 1

Зважаючи на те, що PG−x

PG
= µ i Pn(µ) =

µn+1− 1
µn+1

µ− 1
µ

покладемо граф PG рiвним

Pl+k+2,4 i граф PG−x рiвним Pk+1,4 · Pl подiлимо i прирiвняємо до µ:

PG−x

PG
=

Pk+1,4 · Pl

Pl+k+2,4

Pk+1,4 · Pl

Pl+k+2,4
=

(
µk+1 + 1

µk+1

)
·
µl+1− 1

µl+1

µ− 1
µ

µl+k+2 + 1
µl+k+2

= µ

(
µk+1 + 1

µk+1

)
·
(
µl+1 − 1

µk+1

)
= µ ·

(
µ− 1

µ

)
·
(
µl+k+2 + 1

µl+k+2

)
;

µk+l+2 − µk−l + µl−k − µ−k−l−2 =
(
µ2 − 1

) (
µl+k+2 + 1

µl+k+2

)
;
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µk+l+2 − µk−l + µl−k − µ−k−l−2 = µk+l+4 + µ−k−l − µk+l+2 − µ−k−l−2;

µk+l+2
(
µ2 − 2

)
+ µk−l − µl−k + µ−k−l = 0;

Маємо рiвносильне рiвняння:

Q(µ) = µ2k+2l+2
(
µ2 − 2

)
+ µ2k − µ2l + 1 = 0

При µ =
√
2 :

Q(
√
2) = 2k − 2l + 1

• При l > k маємо Q(
√
2) ≤ 2k − 2k+1 + 1 = 1− 2k < 0 ⇒ максимальний

корiнь рiвняння µmax >
√
2 ⇒ λmax = ind T4

l,k+1,∞ > 3√
2

• При l ≤ k маємо ∀µ ≥
√
2 :

Q(µ) = µ2k+2l+2
(
µ2 − 2

)
+ µ2k − µ2l + 1 ⩾ 1 > 0 ⇒ максимальний корiнь

рiвняння µmax <
√
2 ⇒λmax = ind T4

l,k+1,∞ < 3√
2

5.2 Твердження про класифiкацiю T4
1,n+m+1,∞

Твердження 5.2. Нехай G – злiченний зв’язний граф Кокстера з

пiдпорядкованим T4
1,n+m+1,∞-графом, тодi

• ind T4
1,n+m+1,∞ ∈

(√√
5 + 2; 3√

2

)
⇐⇒ m ≥ n.

• ind T4
1,n+m+1,∞ > 3√

2
⇐⇒ m < n.

T4
1,n+m+1,∞

s s s s s s sq q q q q q
s

n ≥ 1 m ≥ 1
4 s q q q

Зважаючи на те, що PG−x

PG
= µ i Pn(µ) =

µn+1− 1
µn+1

µ− 1
µ

покладемо граф PG рiвним

PnPm+3 − 2Pn−1Pm+2 i граф PG−x рiвним λ (PnPm+1 − 2Pn−1Pm) подiлимо i
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прирiвняємо до µ :

(µ+
1

µ
)

(
µm+1 − 1

µm+1

µ− 1
µ

− 2
µn − 1

µn

µ− 1
µ

·
µm+1 − 1

µm+1

µ− 1
µ

)
=

= µ ·
µn+1 − 1

µn+1

µ− 1
µ

·
µm+4 − 1

mm+4

µ− 1
µ

− 2
µn − 1

µn

µ− 1
µ

·
µm+3 − 1

µm+3

µ− 1
µ

Домножимо праву i лiву частини на µ− 1
µ :

(µ+
1

µ
)

(
µm+n+3 − 2µm+n+1 + µm−n+1 + µn−m−1 − 2

1

µm+n+1
+

1

µm+n+3

)
=

= µ

(
µm+n+5 − 2µm+n+3 + µm−n+3 + µn−m−3 − 2

1

µm+n+3
+

1

µm+n+5

)
Пiсля деяких перетворень отримаємо рiвносильне рiвняння:

Q(µ) = µ2n+2m+8−3µ2n+2m+6+µ2n+2m+2+µ2m+6−µ2m+4−µ2m+2−µ2n+2+2µ2−1;

Q(µ) = µ2n+2m+2
(
µ6 − 3µ4 + µ2 + 2

)
+ µ2m+2

(
µ4 − µ2 − 1

)
− µ2n+2 + 2µ2 − 1;

При µ =
√
2 :

Q(
√
2) = 2n+m+1

(
23 − 3 · 22 + 2 + 2

)
+ 2m+1

(
22 − 2− 1

)
− 2n+1 + 3 =

=2m+1 − 2n+1 + 3;

• Якщо n > m, тобто n ≥ m+ 1, то

Q(
√
2) < 2m+1 − 2m+2 + 3 = 3− 2m+1 ≤ −1 < 0 ⇒ максимальний корiнь

рiвняння µmax >
√
2 ⇒ λmax = ind T4

1,n+m+1,∞ > 3√
2

• Якщо m ≥ n для ∀µ ≥
√
2 маємо:

Q(µ) ≥ µ2n+2m+2
(
µ4
(
µ2 − 2

)
− µ2

(
µ2 − 2

)
−
(
µ22
))

+

+µ2m+2
(
µ4 − µ2 − 2

)
+ 2µ2 − 1 > 0

Оскiльки кожен доданок з попереднього рiвняння додатнiй, то Q(µ) > 0 ⇒
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максимальний корiнь рiвняння µmax <
√
2 ⇒λmax = ind T4

1,n+m+1,∞ < 3√
2

5.3 Твердження про класифiкацiю T4
2,n+m+1,∞

Твердження 5.3. Нехай G – злiченний зв’язний граф Кокстера з

пiдпорядкованим T4
2,n+m+1,∞-графом, тодi

• ind T4
2,n+m+1,∞ ∈

(√√
5 + 2; 3√

2

)
⇐⇒ n = 1.

• ind T4
2,n+m+1,∞ > 3√

2
⇐⇒ n ≥ 2.

T4
2,n+m+1,∞

s s s s s s sq q q q q q
s
s

n ≥ 1 m ≥ 1
4 s q q q

Покладемо граф PG такий, що PG = PnPm+4 − 2Pn−1Pm+3 i граф PG−x

такий, що PG−x = P2 (PnPm+1 − 2Pn−1Pm), подiлимо i прирiвняємо до µ

PG−x

PG
=

P2 · (Pn · Pm+1 − 2Pn−1Pm)

PnPm+4 − 2Pn−1Pm+3
= µ

Зважаючи на те, що

Pn(µ) =
µn+1 − 1

µn+1

µ− 1
µ

маємо наступне рiвняння:

µ3− 1
µ3

µ− 1
µ

·
(

µn+1− 1
µn+1

µ− 1
µ

·
µm+2− 1

µm+2

µ− 1
µ

− 2
µn− 1

µ− 1
µ

µn ·
µm+1− 1

µm+1

µ− 1
µ

)
µn+1− 1

µn+1

µ− 1
µ

·
µm+5− 1

µm+5

µ− 1
µ

− 2
µn− 1

µn

µ− 1
µ

·
µm+4− 1

µm+4

µ− 1
µ

= µ

Скоротимо спiльний множник 1
µ− 1

µ

:
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µ3− 1
µ3

µ− 1
µ

·
([

µn+1 − 1
µn+1

]
·
[
µm+2 − 1

µm+2

]
− 2

([
µn − 1

µn

]
·
[
µm+1 − 1

µm+1

]))
[
µn+1 − 1

µn+1

]
·
[
µm+5 − 1

µm+5

]
− 2

([
µn − 1

µn

]
·
[
µm+4 − 1

µm+4

]) = µ

Домножимо рiвняння на µ− 1
µ :

(
µ3 − 1

µ3

)
·
([

µn+1 − 1

µn+1

]
·
[
µm+2 − 1

µm+2

]
− 2

([
µn − 1

µn

]
·
[
µm+1 − 1

µm+1

]))
=

=
(
µ2 − 1

)([
µn+1 − 1

µn+1

]
·
[
µm+5 − 1

µm+5

])
− 2

([
µn − 1

µn

]
·
[
µm+4 − 1

µm+4

])

Пiсля деяких перетворень отримуємо рiвносильне рiвняння:

(µ2m+10 − µ2m+4 − µ6 + 1− µ2m+12 + µ2n+10 + µ2 − 1)
(
µ2n+2 − 1

)
=

= 2 µ2
(
µ2n − 1

) (
µ2m+8 − µ2m+2 − µ6 + 1− µ2m+10 + µ2n+9 + µ2 − 1

)
;

Розкриваємо дужки з лiвої сторони:

µ2n+2m+12 − µ2m+10 − µ2n+2m+6 + µ2m+4 − µ2n+8 + µ6 + µ2n+2 − 1− µ2n+2m+14 +

µ2m+12 + µ2n+2m+12 − µ2m+10 + µ2n+4 − µ2 − µ2n+2 + 1 =
(
2µ2n+2 − 2µ2

)
·

·(µ2m+8 − µ2m+2 − µ6 + 1− µ2m+10 + µ2m+8 + µ2 − 1
)
;

Розкриваємо дужки з правої сторони:

−µ2n+2m+14 + 2µ2n+2m+12 − µ2n+2m+6 − µ2n+8 + µ2n+4 + µ2m+12 − 2µ2m+10 +
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+µ2m+4 + µ6 − µ2 = 2µ2n+2m+10 − 2µ2m+10 − 2µ2n+2m+4 + 2µ2m+4 − 2µ2n+8+

+2µ8+2µ2n+2− 2µ2− 2µ2n+2m+12+2µ2m+12+2µ2n+2m+10− 2µ2m+10+2µ2n+4−

- 2µ4 − 2µ2n+2 + 2µ2;

Скорочуємо доданки:

−µ2n+2m+14+2µ2n+2m+12−µ2n+2m+6−µ2n+8+µ2n+4+µ2m+12+µ2m+4+µ6−µ2 =

= 2 µ2n+2m+10 − 2µ2n+2m+4 + 2µ2m+4 − 2µ2n+8 + 2µ8 − 2µ2n+2m+12 + 2µ2m+12+

+ 2 µ2n+2m+10 − 2µ2m+10 + 2µ2n+4 − 2µ4;

Зводимо спiльнi доданки:

µ2n+2m+14− 4µ2n+2m+12+4µ2n+2m+10+µ2n+2m+6− 2µ2n+2m+4−µ2n+8+µ2n+4+

+µ2m+12 − 2µ2m+10 + µ2n+4 + 2µ8 − µ6 − 2µ4 + µ2 = 0

Отож, маємо рiвносильне рiвняння:

Q(µ) = µ2n+2m+14−4µ2n+2m+12+4µ2n+2m+10+µ2n+2m+6−2µ2n+2m+4−µ2n+8+µ2n+4+

+µ2m+12 − 2µ2m+10 + µ2n+4 + 2µ8 − µ6 − 2µ4 + µ2

Пiдставляємо µ =
√
2 :

2n+m+7−4·2n+m+6+4·2n+m+5+2n+m+3−2·2n+m+2−2n+4+2n+2+2m+6−2·2m+5+

+ 2n+2 + 18 V 0

Оскiльки 2n+m+7 − 22 · 2n+m+6 + 22 · 2n+m+5 = 2n+m+8 − 2n+m+8 = 0,
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то маємо: −2n+4 + 2n+3 + 18 = −2n+3 + 18

Зважаючи на те, що 25 = 32 ⇒ n+ 3 ≤ 4

• Якщо n+ 3 ≤ 4 ⇒ n ≤ 1 ⇒ n = 1, тодi Q(
√
2) > 0 ⇒ максимальний

корiнь рiвняння µmax <
√
2 ⇒ λmax = ind T4

2,n+m+1,∞ < 3√
2

• Якщо n+ 3 ≥ 5 ⇒ n ≥ 2, тодi Q(
√
2) < 0 ⇒ максимальний корiнь

рiвняння µmax >
√
2 ⇒ λmax = ind T4

2,n+m+1,∞ > 3√
2

Розглянемо µ >
√
2 :

µ2n+2m+14 − 4µ2n+2m+12 + 4µ2n+2m+10 + µ2n+2m+6 − 2µ2n+2m+4 − µ2n+8 + µ2n+4+

+µ2m+12 − 2µ2m+10 + µ2n+4 + 2µ8 − µ6 − 2µ4 + µ2 = 0;

µ2n+2m+10
(
µ4 − 4µ2 + 4

)
+µ2n+2m+4

(
µ2 − 2

)
−µ2n+4

(
µ4 − 2

)
+µ2m+10

(
µ2 − 2

)
+µ4

(
2µ4 − µ2 − 2

)
+ µ2 V 0;

Якщо n = 1:

µ2m+12
(
µ2 − 2

)2
+µ2m+6

(
µ2 − 2

)
+µ2m+10

(
µ2 − 2

)
−µ6

(
µ4 − 2µ2 + 2µ2 − 2

)
+

+µ4
(
2µ2

(
µ2 − 2

)
+ 3

(
µ2 − 2

)
+ 4
)
+ µ2 =

(
µ2 − 2

)
µ2m+6·

·
(
µ6
(
µ2 − 2

)
− 2 + µ4 + 1

)
−µ6

((
µ2 − 2

) (
µ2 + 2

)
+ 2
)
+µ4

(
µ2 − 2

) (
2µ2 + 3

)
+4µ4 + µ2 =

(
µ2 − 2

) (
µ2m+6

(
µ8 − 2µ6 + µ4 + 1

)
− µ6

(
µ2 + 2

))
+

+
(
2µ8 − µ6 − 2µ4 + µ2 − 2µ6

)
;

Порiвняємо окремi доданки рiвняння, щоб дiзнатися його знак вiдносно

нуля:

a) µ4
(
2µ4 − µ2 − 2

)
+ µ2 V 2µ6;
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2µ8 − µ6 − 2µ4 + µ2 V 2µ6;

2µ6
(
µ2 − 2

)
+ µ4

(
µ2 − 2

)
+ µ2 ≥

√
2.

б)
(
µ2 − 2

)
µ2m+6

(
µ8 − 2µ6 + µ4 + 1) V

(
µ2 − 2

)
µ6
(
µ2 + 2

)
;

µ2m
(
µ8 − 2µ6 + µ4 + 1

)
V µ2 + 2;

µ8 − 2µ6 + µ4 + 1 V 0;

µ6
(
µ2 − 2

)
+ µ2

(
µ2 − 2

)
+ µ2 − 1 ≥ 1.

Отже, знак рiвяння вiдносно нуля:

(
µ2 − 2

) (
µ2m+6

(
µ8 − 2µ6 + µ4 + 1

)
− µ6

(
µ2 + 2

))
+

+
(
2µ8 − µ6 − 2µ4 + µ2 − 2µ6

)
≥ 2

Для n = 1:

∀µ ⩾
√
2, Q(µ) > 0 ⇒ максимальний корiнь рiвняння µmax <

√
2 ⇒ λmax =

= ind T4
2,n+m+1,∞ < 3√

2

Для n ≥ 2:

∀µ ⩾
√
2, Q(

√
2) < 0 ⇒ максимальний корiнь рiвняння µmax >

√
2

⇒ λmax = ind T4
2,n+m+1,∞ > 3√

2

Iз попереднiх тверджень, а також тверджень в роботах [5, 6] випливає насту-

пна теорема:

Теорема 5.1. (про класифiкацiю графiв Кокстера з пiдпорядкова-

ними T-графами з iндексами в промiжку
(√√

5 + 2; 3√
2

]
, мiтки на
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яких не перевищують 4.)

Нехай G – злiченний зв’язний граф Кокстера з пiдпорядкованими незваже-

ними T-графами, то

1. Якщо indG ∈
(√√

5 + 2; 3√
2

)
, то G – граф виду:
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2. Якщо indG = 3√
2
, то G – граф виду: [6]
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6 Висновки

Класифiкацiя графiв Кокстера з пiдпорядкованими Т-графами i мiтками,

що не перевищують 4 вiдносно значення iндексу у промiжку
(√√

5 + 2; 3√
2

]
,

яка була проведена у рамках даної роботи, вiдкриває новi можливостi для

розробки математичних моделей, що можуть бути використанi для вивчен-

ня симетрiй у рiзних природних i соцiальних системах. Основнi результати

полягають у визначеннi та класифiкацiї специфiчних графiв T4
1,n+m+1,∞ та

T4
2,n+m+1,∞, що дає можливiсть кращого розумiння їхньої структури та вза-

ємозв’язкiв з алгебраїчними та геометричними характеристиками. Виявленi

властивостi цих графiв не лише поглиблюють розумiння теорiї графiв Коксте-

ра, але й вiдкривають новi перспективи для подальших дослiджень у галузях

теоретичної фiзики, хiмiї та бiологiї, де такi графи можуть використовува-

тись для моделювання складних мереж.

Завдяки проведенiй роботi було також розширено наявнi теореми про гра-

фи Кокстера, особливо тi, що стосуються їх спектральних характеристик.

Такий пiдхiд сприяє не тiльки академiчному розвитку в областi дискретної

математики, але й знаходженню практичного застосування у вирiшеннi ком-

плексних реальних задач.
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