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Анотація 

 

Робота присвячена прямим та оберненим спектральним задачам для реберно-

зважених графів, тобто графів з заданою додатною функцією на множині ребер. 

Перша частина присвячена вивченню та огляду результатів спектральної теорії 

зважених графів та узагальнень відомих теорем спектральних теорій 

«звичайних» графів, зокрема формул Швенка, теореми Сміта, теореми парності. 

Друга частина має дослідницький характер і містить нові результати, в ній 

вивчаються обернені задачі — відновлення ваги на множині ребер графа за 

спектральними даними графа та його підграфів.  
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Вступ 

 

Спектральна теорія графів – сучасна галузь математики, що активно розвивається 

протягом останніх десятирічь, це пов’язано з обширними можливостями 

застосувань завдяки теоретико-множинним, комбінаторним та топологічним 

аспектам, що складають основу поняття самого графа. Успіх застосувань методів 

теорії графів пояснюється також тим, що вона являє собою зручну мову для 

формулювання задач з досить широкого кола наукових проблем та є ефективним 

інструментом для їх розв’язання. Додатковим імпульсом до вивчення задач 

спектральної теорії графів та її узагальнень стали зв’язки з задачами класифікації 

конфігурацій підпросторів, вивчення зображень інволютивних алгебр типу 

Темперлі-Ліба, а також перспективою застосування до теорії квантових графів. 

Спектральна теорія звичайний графік є досить розвиненою області математики з 

чисельними результатами та викладена в багатьох статтях та монографіях, 

зокрема в класичних монографіях [1]-[4], із застосуванням якої можна 

ознайомитися в [5]. 
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РОЗДІЛ 1: Прямі спектральні задачі на реберно – зважених графах 

 
1.1. Основні означення спектральної теорії реберно – зважених графів 

 

Ми вважаємо, що читач знайомий з термінологією теорії графів. Зокрема з 

термінами: вершини та ребра графа, суміжні вершини, інцидентні вершина та 

ребро, степінь вершини, порядок графа, шлях, зв’язний граф, компоненти 

зв’язності графа, цикл, дерево тощо. Детально ознайомитися з загальною теорією 

графів читач може за книгами [5]-[7]. 

Надалі в цій роботі під терміном “граф” ми розуміємо впорядковану пару 𝐺 =

(𝑉, 𝐸), в якій 𝑉 – деяка непорожня скінченна множина і 𝐸 - множина, що 

складається з невпорядкованих пар різних елементів 𝑉. Множина 	𝑉 при цьому 

називається множиною вершин графа 𝐺, множина 𝐸 називається множиною 

ребер графа 𝐺. У випадку, коли необхідно підкреслити, про вершини та ребра 

якого графа йде мова, ми будемо писати 𝑉(𝐺) та 𝐸(𝐺). Ребро, що з’єднує 

вершини 𝑢 та 𝑣 будемо коротко позначати (𝑢, 𝑣) або 𝑢𝑣. 

Реберно—зваженим графом 𝑮 називаємо пару (𝐺, 𝑤), в якій 𝐺 – граф і 𝑤 - 

вагова функція, тобто відображення множини ребер 𝑅 цього графа 𝐺 в множину 

додатних дійсних чисел 𝑤:𝐸 → (0;+∞). Через 𝑤! будемо позначати число 𝑤(𝑒), 

яке називатимемо вагою ребра 𝑒. Будемо казати, що 𝐺 – граф, підпорядкований 

зваженому графу 𝐆 = (𝐺,𝑤). В літературі можна знайти також такі графи і під 

назвою “зважений граф” без уточнення “ реберно”, надалі для зручності викладу 

подальшого матеріалу ми будемо наслідувати саме такий термін. 

Оскільки ми зазвичай будемо працювати зі зваженими графами, то часто 

будемо опускати слово “зважений”, якщо з контексту зрозуміло про що йде мова. 

Зафіксуємо порядок, в якому будемо розглядати вершини зваженого графа, 

таким чином, якщо кількість вершин графа дорівнює 𝑛, то отожнимо множину 

вершин з множиною натуральних чисел від 1 до 𝑛. 
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Для простоти сприймання зважений граф почасти представляють схемою, що 

зображує підпорядкований граф, приписуючи ще над кожним ребром 𝑒 його вагу 

𝑤!. 

З кожним графом 𝐆 = (𝐺,𝑤)	та порядком вершин пов’язують матрицю 

суміжності 𝐴(𝐆) = (𝑎"#)",#%&' , де 𝑛 = |𝐶| - кількість вершин графа, а елементи 

матриці 𝑎"# = 𝑎#" = 𝑤"# > 0, якщо вершини 𝑖 та 𝑗 сполучені ребром і 𝑎"# = 0 в 

іншому випадку. 

Таким чином, матриця 𝐴(𝐆) – це симетрична матриця з нулями на головній 

діагоналі. Вигляд матриці суміжності залежить від порядку, в якому 

розглядаються вершини. Проте матриці суміжності одного й того ж графа для 

різних порядків пов’язані між собою відношенням подібності.  

Оскільки матриця суміжності 𝐴(𝐆) - симетрична ?𝑎"# = 𝑎#"@, то її спектр 

дійсний. Позначимо точки спектра (власні значення матриці) через 𝜆"	(𝑖 =

1,… , 𝑛) та розташуємо їх в незростаючому порядку 𝜆𝐆 = 𝜆& ≥ 𝜆) ≥ ⋯ ≥ 𝜆'. 

Максимальне власне значення 𝜆𝐆 називають індексом графа та позначають 

також символом 𝑖𝑛𝑑𝐆. Спектр матриці суміжності будемо позначати 𝜎(𝐆) та 

називати спектром графа. Спектр графа не залежить від способу нумерації його 

вершин. Для характеристичного многочлена матриці суміжності скористаємося 

позначенням 𝑃𝐆(𝑥) = |𝑥𝐼 − 𝐴(𝐆)|. 

 

 

 

1.2. Невід’ємні, нерозкладні матриці, теорема Фробеніуса 

 

Даний підрозділ містить відомі твердження та теореми з теорії матриць. 

В якості огляду з теорії матриць ми рекомендуємо книги [8],[9]. Матриця 

називається невід’ємною, якщо всі елементи матриці – невід’ємні числа. 
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Матриця називається додатною, якщо всі елементи матриці - додатні числа. 

Відповідно, вектори з невід’ємними координатами та додатними 

координатами називаються невід’ємними та додатними векторами. Матриця 

суміжності довільного графа, як випливає з попереднього пункту – невід’ємна 

матриця. А тому всі властивості невід’ємних матриць вірні і для матриць 

суміжності. 

Будемо писати 𝐴 ≥ 0, якщо матриця 𝐴 невід’ємна; 𝐴 > 0, якщо матриця 𝐴 

додатна. Для векторів: 𝑥 ≥ 0 буде позначати невід’ємність вектора 𝑥, 𝑥 > 0 – 

його додатність. 

Матриця називається розкладною, якщо перестановкою в деякому порядку 

рядків, а потім в тому самому порядку стовпчиків, можна одержати блочну 

матрицю вигляду K𝐴 𝐵
0 𝐷N де на діагоналі стоять квадратні матриці, і 

нерозкладною в іншому разі. 

Твердження 1. Матриця суміжності графа нерозкладна тоді та лише тоді, 

коли граф – зв’язний.  

Властивості власних векторів та власних значень невід’ємних нерозкладних 

матриць, які нас цікавлять, сформульовані у наступній теоремі. 

Теорема Фробеніуса (див. [8, с.355|) Нерозкладна невід’ємна матриця 𝐴 

завжди має додатне власне значення 𝑟, яке задовольняє наступним властивостям: 

- 𝑟 є простим коренем характеристичного рівняння; 

- модулі всіх інших власних значень не перевищують числа 𝑟; 

- власному значенню 𝑟 відповідає власний додатний вектор. 

Окрім цього, якщо 𝐴 має ℎ власних значень, за модулем рівних 𝑟, то ці числа 

всі різні між собою та є коренями рівняння 𝜆* − 𝑥* = 0, і взагалі, якщо 

розглядати весь спектр матриці 𝐴 як систему точок на комплексній площині, то 
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він відображається на себе при повороті на кут 2𝜋/ℎ. 

Якщо h > 1, то перестановкою рядків і такою ж перестановкою стовпчиків 

можна звести матрицю A до такого “ циклічного” вигляду: 

𝐴 =

⎝

⎜
⎛
0
0
⋮
0
𝐴*&

	

𝐴&)
0
⋮
0
0

	

0
𝐴)+
⋮
0
0

		

⋯
⋯
⋱
⋯
⋯

		

0
0
⋮

𝐴*,&,*
0 ⎠

⎟
⎞
													(∗) 

(вздовж головної діагоналі розташовані квадратні блоки.) 

При h > 1	матриця 𝐴 називається імпримітивною; число h - її індекс 

імпримітивпості. В протилежному випадку матриця 𝐴 – примітивна. 

Нагадаємо, що матриця суміжності зваженого графа є невід’ємною, (тому для 

неї справедливі результат теореми Г.Фробеніуса), а також симетричною. З 

урахуванням того, що всі власні значення симетричної матриці – дійсні числа, з 

теореми Фробеніуса випливає теорема про спектральні властивості зв’язного 

графа. 

Теорема Фробеніуса для матриці суміжності. Нехай 𝐺 – зв’язний граф та 

𝜆𝐆 = 𝜆& ≥ 𝜆) ≥ ⋯ ≥ 𝜆' – власні значення зваженого графа 𝐆 = (𝐺,𝑤) в порядку 

не зростання. Тоді 

(1) індекс графа – додатне число (𝜆𝐆 > 0); 

(2) модуль довільного власного значення не перевищує індексу графа 

(|𝜆"| ≤ 𝜆𝐆); 

(3) алгебрична кратність власного значення 𝜆𝐆 дорівнює 1 (а отже, і 

геометрична кратність дорівнює одиниці); 

(4) існує додатний власний вектор, який відповідає власному значенню 𝜆𝐆 

(цей додатний вектор будемо називати вектором Перрона-Фробеніуса); 

(5) якщо 𝜆𝐆 – власне значення, то його алгебрична кратність дорівнює 

одиниці ( а отже, і геометрична кратність дорівнює одиниці). 
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Твердження 2. При збільшенні ваги на довільному ребрі зваженого зв’язного 

графа індекс строго збільшується. 

Доведення Нехай 𝐆𝟏 – вихідний зважений граф, a 𝐆 – зважений граф, 

одержаний з 𝐆𝟏  збільшенням ваги на деякому ребрі. Не обмежуючи загальності 

будемо вважати, що 𝑒 = {𝑣&, 𝑣)}. Тоді матриця 𝐴𝐆 відрізняється від матриці 𝐴𝐆𝟏  

двома елементам : другим елементом у першому рядку та першим елементом у 

другому рядку. Нехай далі 𝜉 – власний вектор 𝐴𝐆, який відповідає індексу 𝜆𝐆𝟏 . 

Відмітимо, що 𝐴𝐆𝜉 ≥ 𝐴𝐆𝟏𝜉 та при цьому виконуються строгі нерівності   

(𝐴𝐆𝜉)& > (𝐴𝐆𝟏𝜉)& і (𝐴𝐆𝜉)) > (𝐴𝐆𝟏𝜉)). Візьмемо додатний вектор 𝑣, тоді, з 

попередніх нерівностей випливає нерівність ?𝐴𝐆𝟏𝜉, 𝑣@ < (𝐴𝐆𝜉, 𝑣). Отже, 

𝜆𝐆𝟏(𝜉, 𝑣) = ?𝜉, 𝜆𝐆𝟏𝑣@ = ?𝜉, 𝐴𝐆𝟏𝑣@ = ?𝐴𝐆𝟏𝜉, 𝑣@ < (𝐴𝐆𝜉, 𝑣) = (𝜆𝐆𝜉, 𝑣) = 𝜆𝐆(𝜉, 𝑣). 

Скоротивши нерівність на додатне число (𝜉, 𝑣), одержимо 𝜆𝐆 > 𝜆𝐆𝟏 . 

 

 

 

1.3. Графи Кокстера та теорема Сміта 

Введемо означення графів Кокстера, які є підкласом зважених графів із 

ваговою функцією певного вигляду, а саме: графом Кокстера називаємо 

зважений граф 𝐆 = (𝐆,𝐰), вагова функція 𝑤 якого діє в множину, гцо 

складається з чисел 2 та 2cos .
'
, 𝑛 ≥ 3. Разом з ваговою функцією будемо 

розглядати функцію позначок 𝑤*, що діє з множини ребер графа 𝐺 в множину, 

що складається з символа ∞ і натуральних чисел, більших за 2 та 𝑤,𝑤*  

пов’язані наступним співвідношенням 𝑤*(𝑒) = 𝑘, якщо 𝑤(𝑒) = 2cos .
'
 та 

𝑤*(𝑒) = ∞, якщо 𝑤(𝑒) = 2. 

Для простоти сприйняття граф Кокстера почасти представляють схемою, 

що зображує підпорядкований граф, приписуючи ще над кожним ребром 𝑒 
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число 𝑤*(𝑒), яке ми будемо для зручності називати “позначкою” на ребрі. 

Прийнято опускати приписування на ребрах числа 3, і такі ребра будемо ще 

називати непозначеними, а ребра з позначкою білвшою або рівною 4 будемо 

називати позначеними. 

Зауваження: Звичайні графи є підмножиною графів Кокстера, для них 

функція – це відображення в число 3. Ми будемо називати граф Кокстера 

просто графом, якщо з контексту зрозуміло, що мова йде про графи Кокстера. 

Графи 𝐴'(𝑛 ≥ 1), 𝐷'(𝑛 ≥ 4), 𝐸/, 𝐸0, 𝐸1, 𝐵'(𝑛 ≥ 2), 𝐹2, 𝐺), 𝐻+, 𝐻2,

𝐼)(𝑝), (𝑝 = 5	або	𝑝 ≥ 7), зображені на рис. 1, називаються графами Динкіна-

Коскстера. Для кожного з цих графів індекс в позначеннях дорівнює 

кількості вершин графа. 

 

 
Рис. 1. Графи Динкіна-Кокстера 𝐴', 𝐷', 𝐸/, 𝐸0, 𝐸1, 𝐵', 	𝐹2, 𝐺), 𝐻+, 𝐻2, 𝐼)(𝑝).  

  

На рис. 2 зображені графи, які називаються евклідовими графами: 

𝐴's(𝑛 ≥ 1), 𝐷's(𝑛 ≥ 4), 𝐸/s, 𝐸0s, 𝐸1s, 𝐵's(𝑛 ≥ 3), 𝐶's(𝑛 ≥ 2), 𝐹2t , 𝐺)s. Порядки 

евклідових графів на одиницю більше за індекс в позначеннях.  
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Рис. 2. Евклідові	графи	𝐴's, 𝐷's, 𝐸/s, 𝐸0s, 𝐸1s, 𝐵's, 𝐶's, 𝐹2t , 𝐺)s. 

 

Наступна теорема встановлює зв’язок між структурою та індексом графа 

Кокстера. 

Теорема 2. Узагальнена теорема Сміта 

1. Нерівність 𝜆𝐆 < 2 має місце тоді і тільки тоді, коли 𝐆 є графом Динкіна-

Кокстера; 

2. Рівність 𝜆𝐆 = 2 віконується тоді і тільки тоді, коли 𝐆 є одним із 

евклідових графів; 

3. Для інших графів справедлива рівність 𝜆𝐆 > 2. 

Доведення можна знайти в наступних матеріалах: [11, с. 20-22],[13, рр.15-

16],[14]. 
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1.4. Зв'язки між спектральними та структурними властивостими графів 

 

В цьому підрозділі ми наведемо декілька відомих теорем з відповідними 

посиланнями на літературу, які встановлюють зв’язок між спектром та 

структурою графа. Добре відомо, що деякі структурні властивості не 

визначаються однозначно спектром, проте навіть в таких випадках можна, 

використовуючи спектральні дані, уточнити область зміни цих властивостей. 

Теорема 1 (про сплетення) [10, с. 119] Нехай 𝐆 має спектр 𝜆𝐆 = 𝜆& ≥ 𝜆) ≥

⋯ ≥ 𝜆', 𝑖 – вершина 𝐆, 𝜇& ≥ 𝜇) ≥ ⋯ ≥ 𝜇',& – спектр 𝐆 − 𝑖, тоді 

𝜆& ≥ 𝜇& ≥ 𝜆) ≥ 𝜇) ≥ ⋯ ≥ 𝜇',& ≥ 𝜆' 

Теорема 2 (Нозаля) [15] Якщо 𝜆𝐆 = 𝜆& ≥ 𝜆) ≥ ⋯ ≥ 𝜆' – спектр графа 𝐆, то 

з нерівності 𝜆&) > 𝜆)) +⋯+ 𝜆')  випливає, що граф 𝐆 містить хоча б один 

трикутник. 

Покладемо 𝑤" = ∑ 𝑤"##:#~" . Якщо множину вершин 𝑉 можна розбити на дві 

непорожні множини 𝑉& та 𝑉), такі що для довільних вершини 𝑖, 𝑗 з 𝑉&  𝑤" = 𝑤# і те 

саме виконується для довільних вершин 𝑖, 𝑗 з 𝑉) , то граф 𝐆 називається зважено-

напіврегулярним. Якщо ж всі 𝑤" рівні між собою, то граф 𝐆 називається 

зважено-регулярним.  

Позначимо через 𝑤567 = 𝑚𝑎𝑥𝑤" , 𝑤5"' = 𝑚𝑖𝑛𝑤" , 𝑤� =
&
'
∑ 𝑤"'
"%& . 

Наступна теорема перенесена з відповідної теореми теорії матриць. 

Теорема 3 [8, с. 362-363] Для зваженого графа 𝐆 має місце нерівність 

𝑤5"' ≤ 𝑤� ≤ 𝜆𝐆 ≤ 𝑤567, причому рівність досягається в деякій нерівності 

тоді та лише тоді, коли граф 𝐆 – зважено-регулярний. 

Теорема 4 [16] Для зв’язного графа 𝐆 виконується нерівність 𝜆𝐆 ≤

𝑚𝑎𝑥"~#{�𝑤"𝑤#}, причому рівність досягається тоді і лише тоді, коли 𝐆 – 
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зважено-регулярний граф або зважено-напіврегулярний дводольний граф. 

Також в роботі Kindar Ch. Das, Barat R. B. [16] можна знайти більш 

загальний результат для графів, що реберно-зважені додатно-визначеними 

квадратними матрицями однакового розміру. 

 

 

1.5. Теорема парності для реберно-зважених графів 

 

В цьому пункті ми доведемо аналог відомої теореми спектральної теорії 

звичайних графів – теорему про парність для зважених графів. 

Нагадаємо, що граф називається дводольним, якщо існує розбиття 

множини його вершин на дві частини (долі) таке, що кінці кожного ребра 

належать різним частинам. 

Доведемо відоме твердження теорії графів. 

Твердження 1. Граф дводольний тоді та лише тоді, коли він не містить 

циклів непарної довжини. 

Доведення.  ⟹ Необхідність. Нехай 𝐆 – дводольний граф, 𝐶 –. один з 

його циклів довжини 𝑘. Пройдемо всі ребра цього цикла в тій послідовності, 

в якій вони розташовані, починаючи з деякої вершини 𝑣. Зробивши 𝑘 кроків, 

повернемося в 𝑣. Оскільки кінці кожного ребра лежать в різних долях, то 𝑘 

– парне число. 

⟸ Достатність. Не обмежуючи загальності, можна розглядати тільки зв’язні 

графи, бо диз’юктивне об’єднання дводольних графів також дводольне. Нехай 

зв’язний граф 𝐆 порядку n > 1 не має циклів непарної довжини, 𝑣 ∈ 𝑉𝐺. 

Побудуємо розбиття 𝑉𝐺 = 𝐴 ∪ 𝐵 наступним чином: довільну вершину 𝑢 графа 𝐆 
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віднесемо до класу𝐴, якщо відстань 𝑑(𝑢, 𝑣) – парне число, і до класу 𝐵, якщо ця 

відстань непарна. Залишається довести, що це розбиття задовольняє вказаній в 

означенні умові дводольності графа. Нехай, навпаки, існують дві суміжні 

вершини 𝑢 та 𝑤, що входять до одного класу. Тоді жодна з них не збігається з 𝑣, 

оскільки 𝑣 ∈ 𝐴, а суміжні вершини до вершини 𝑣 належать класу 𝐵 за 

визначенням розбиття. Нехай, далі, 𝑈 – найкоротший (𝑢, 𝑣) ланцюг, 𝑊 – 

найкоротший (𝑤, 𝑣) ланцюг 𝑣",  остання, рахуючи від 𝑣, зі спільних вершин цих 

ланцюгів, що лежить на ланцюгу 𝑈. Позначимо через 𝑋8 та 𝑌8 відповідно (𝑣, 𝑣&) 

і (𝑣&, 𝑢) – підланцюги ланцюга 𝑈, а через 𝑋9 та 𝑌9 – відповідно (𝑣, 𝑣&) і (𝑣&, 𝑤) – 

підланцюги ланцюга 𝑊. Очевидно, що довжини ланцюгів 𝑋8 та 𝑋9 збігаються, а, 

отже, довжини ланцюгів 𝑌8 та 𝑌9 однієї парності. Але тоді об’єднання ланцюгів 

𝑌8 та 𝑌9 та ребpa 𝑢𝑤 є циклом непарної довжини.  

Теорема 1 (парності). Граф 𝐆, який містить хоча б одне ребро, є дводольним 

тоді й лише тоді, коли його спектр симетричний відносно нуля. 

Доведення. ⟹ Доведемо, що якщо граф дводольний, то його спектр 

симетричний відносно нуля. Розглянемо значення (−1)):;&С):;&, для 

коефіцієнтів С):;& характеристичного многочлена з непарними індексами. Вираз 

(−1)):;&С):;& дорівнює сумі визначників матриць суміжностей підграфів, 

породжених відповідними 2𝑙 + 1	вершинами. Серед (2𝑙 + 1	)! доданків для 

кожного визначника розглянемо відмінні від нуля доданки. Оскільки дводольний 

граф і кожен підграф дводольного графа не містять циклів непарної довжини, то 

відмінними від нуля доданками будуть доданки  

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜋)𝑎&.(&)𝑎).())…𝑎):;&.():;&), де 𝜋 – добуток незалежних транспозицій та 

циклів парної довжини, але таких 𝜋 не існує. Отже, (−1)):;&С):;& = 0. Таким 

чином, характеристичний многочлен графа 𝐆 має вигляд: 𝑃𝐆(𝜆) = 𝜆' + 𝑐)𝜆',) +

𝑐2𝜆',2 +⋯+ 𝑐',)𝜆) + 𝑐', якщо 𝑛 парне чи 𝑃𝐆(𝜆) = 𝜆(𝜆',& + 𝑐)𝜆',+ + 𝑐2𝜆',> +

⋯+ 𝑐',+𝜆) + 𝑐',&), якщо 𝑛 непарне. Пара чисел −𝛼; 𝛼 буде (або не буде) 
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коренями цього многочлена одночасно. Отже, його спектр симетричний відносно 

нуля. 

⟸ Доведемо, що коли спектр графа симетричний відносно нуля, то граф 

є дводольним. Позначимо через 𝑟 індекс графа, тоді −𝑟 також належить 

спектру, тоді матриця суміжності 𝐀 графа 𝐆 імпримітивна. 

З теореми Фробеніуса випливає, що індекс імпримітивності 𝑛 може бути 

лише парним числом та існує матриця перестановок 𝐏 така, що 𝐏,𝟏𝐀𝐏 має 

вигляд 

𝐴 =

⎝

⎜
⎛
0
0
⋮
0
𝐴*&

	

𝐴&)
0
⋮
0
0

	

0
𝐴)+
⋮
0
0

		

⋯
⋯
⋱
⋯
⋯

		

0
0
⋮

𝐴*,&,*
0 ⎠

⎟
⎞
	 

А оскільки 𝑛 – парне, то 𝐆, очевидно не містить циклів непарної 

довжини. 

Наслідок 1 (про парність для дерева). Нехай граф 𝐆 є деревом. 

Тоді його спектр симетричний відносно нуля. 

    Доведення. Дерево є дводольним графом, тому це твердження є наслідком 

попередньої теореми.  

 

 
1.6. Обчислення характеристичного многочлена 

 

Формула визначника матриці суміжності 𝐆 = (𝐺,𝑤). Нехай кількість 

вершин графа 𝐆 дорівнює 𝑛. Позначимо через 𝐻? підграф 𝐆 з 𝑘 вершинами, 

компонентами зв’язності якого є лише цикли та ребра. Будемо називати такі 

підграфи лінійними. Якщо підграф лінійний та містить всі вершини вихідного 

графа, то будемо називати його каркасним. Для лінійного підграфа 𝐻? 



 

 

17 
позначимо через 𝑝(𝐻?) кількість компонент зв’язності, що містять парну 

кількість вершин, через 𝑟(𝐻?) загальну кількість компонент зв’язності та через 

𝑐(𝐻?) множину компонент зв’язності, що є циклами. Через 𝑤(𝐻?) позначимо 

вагу 𝐻?, яка дорівнює добутку ваг його компонент зв’язності: вага компоненти 

зв’язності, що є ребром (𝑖, 𝑗) дорівнює 𝑤"#)  а вага компоненти зв’язності, що є 

циклом дорівнює добутку значень 𝑤"# по всім його ребрам (𝑖, 𝑗). 

Теорема 1 (Харарі). [17] Визначник матриці суміжності довільного 

зваженого графа 𝐆 = (𝐺,𝑤) може бути порахований за наступною формулою 

detA(G) 	= 	∑ (−1)@(A")2B(A")𝑤(𝐻'){A"}  

Доведення. За означенням, визначник матриці 𝐴(G) = (𝑎"#)",#%&'  

дорівнює сумі 𝑛! доданків, кожний з яких є добутком 

вигляду	𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜋)𝑎&.(&)𝑎).())…𝑎'.('), де 𝜋 — відповідна підстановка 

індексів. Множник 𝑎".(") не дорівнює нулю тоді і тільки тоді, коли вершини 

𝑖 та 𝜋(𝑖) з’єднані ребром у графі G. Оскільки в простих графах, які ми 

розглядаємо, немає петель, то доданки 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜋)𝑎&.(&)𝑎).())…𝑎'.('), де 𝜋 

має нерухому точку, дорівнюють нулеві. Отже, кожен ненульовий доданок 

відповідає існуванню в графі каркасного підграфа, кількість компонент 

зв’язності якого дорівнює кількості незалежних циклів підстановки 𝜋, а 

підлеглі графи самих компонент зв’язності є ребрами для транспозицій та 

циклами довжини 𝑙 для незалежних циклів підстановки п довжини 𝑙, 𝑙 ≥ 3. 

Тепер ненульові доданки потрібно просумувати. На 𝑠𝑔𝑛(𝜋) (знак дорівнює 

(−1)?, де 𝑘 — кількість транспозицій в розкладі підстановки в добуток 

транспозицій) впливають тільки незалежні цикли 𝜋 парної довжини, а це 

якраз компоненти зв’язності G вигляду 𝐴),' при непарному 𝑛 (𝐶' – простий 

цикл довжини 𝑛). Ще потрібно врахувати, що кожній компоненті зв’язності 

вигляду 𝐶'  відповідають два незалежних цикла (обхід за годинниковою 
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стрілкою проти неї). 

Теорема Захса. Якщо 𝑃𝐆(𝑥) = ∑ 𝑐?𝑥',?'
?%E = 𝑥' + 𝑐&𝑥',& + 𝑐)𝑥',) +

⋯+ 𝑐' – характеристичний многочлен 𝐆 = (𝐺,𝑤), то  

(1)  𝑐& = 0; 

(2)  𝑐) = −∑ 𝑤(𝑒))!∈G(H)  

(3)  𝑐? = ∑ (−1)@(A")2B(A")𝑤(𝐻'){A"}  для 𝑘 = 1,… , 𝑛. 

Доведення. З курсу лінійної алгебри відомо, що добуток (−1)"𝑐" 

дорівнює сумі головних мінорів матриці суміжності 𝐴𝐆 розміру 𝑖 × 𝑖. Кожен 

головний мінор матриці суміжності – це визначник матриці суміжності 

підграфа, породженого відповідними 𝑖 вершинами. А тоді це твердження 

випливає  з попереднього з урахуванням того, що (−1)I(A(?)) =

(−1)?(−1)@(A(?)). 
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РОЗДІЛ 2: Обернені спектральні задачі на реберно-зважених графах 

 

Різноманітні задачі відновлення для звичайних графів посідають 

значне місце в спектральній теорії графів, з оглядом різноманітних задач 

читач може ознайомитися в літературі [19]-[21]. 

Розглянемо наступну задачу відновлення для зважених графів: нехай нам 

відомий граф 𝐺, ми хочемо відновити вагову функцію 𝑤 зваженого графа 𝐆 =

(𝐺,𝑤) за спектрами певних його підграфів (зважених). Спектр підграфа будемо 

називати підспектром. Мінімальну кількість таких підспектрів будемо називати 

відновлюючим спектральним числом графа 𝐆 = (𝐺,𝑤), позначення: Srn(G). Для 

кожного зваженого графа 𝐆 виникає дві задачі: навести приклад підспектрів, за 

якими можна здійснити відновлення та знайти відновлююче спектральне число. 

Будемо називати піграф власним, якщо він одержується із вихідного графу 

видаленням деяких вершин. Можна накласти додаткове обмеження на задачу 

відновлення, а саме відновлення вагової функції за спектрами власних підграфів. 

Ми будемо розглядати ці задачі паралельно. 

В усіх наступних твердженнях ми припускаємо, що розглядувані алгебраїчні 

та чисельні задачі мають розв’язки. 

Лема. Задача відновлення ваг за спектрами підграфів еквівалентна задачі 

відновлення за характеристичними многочленами цих підграфів. 

Доведення. За спектром зваженого графа 𝐆 однозначно відновлюється 

характеристичний многочлен 𝑃𝐆 І навпаки, оскільки многочлен зі старшим 

коефіцієнтом 1 однозначно відновлюється за своїми коренями.  

Також можна розглядати наступну задачу: відомий порядок зваженого графу 

𝐆 = (𝐺,𝑤), проте невідомий ні сам граф 𝐺, ні його вагова функція 𝑤, за якими 

підспектрами в цьому випадку можна відновити повністю зважений граф 𝐆? 



 

 

20 
2.1. Задача відновлення ваг для реберно-зважених графів Динкіна та 

розширених графів Динкіна 

𝐀𝐧 

Спочатку розглянемо поставлену задачу для зваженого ланцюжка 𝐀𝐧 =

(𝐴', 𝑤). Для зручності вважатимемо, що  𝑉(𝐴') = 1,2, … , 𝑛. Вершина 2 ≤ 𝑘 ≤

𝑛 − 1 інцидентна з вершинами 𝑘 − 1 та 𝑘 + 1. Введемо для зручності наступні 

позначення: 𝑎?,& ≡ 𝑤({𝑘 − 1, 𝑘}), числа 𝑎" будемо називати вагами, 𝐀𝐤 = 𝐀𝐧 −

{𝒌 + 𝟏,… , 𝒏}, 𝑃? ≡ 𝑃𝐀𝐤. 

 

Твердження 1. Для відновлення ваг графа 𝐀𝟐 достатньо одного 

спектру для 𝐀𝟐 та двох підспектрів для 𝐀𝒏, 𝑛 ≥ 3, а саме 𝜎(𝐀𝐧), 𝜎(𝐀𝐧,𝟏). 

Доведення. Твердження для 𝐀𝟐 очевидне, адже 𝑃)(𝑥) = 𝑥) − 𝑎&), 

𝜎(𝐀𝟐) = {−𝑎&, 𝑎&}. 

Доведемо індукцією за 𝑛, що для відновлення ваг графа 𝐀𝒏, 𝑛 ≥ 3 достатньо 

двох підспектрів: 𝜎(𝐀𝐧), 𝜎(𝐀𝐧,𝟏). 

База, індукції: n = 3. Маємо за формулою Швенка 𝑃+(𝑥) = 𝑥𝑃)(𝑥) − 𝑎))𝑥, 

оскільки старший коефіцієнт 𝑃) дорівнює 1, то за його коренями однозначно 

відновлюється і многочлен, отже, однозначно знаходитися 𝑎), а знаючи спектр 

𝐀𝟐 ми можемо відновити і 𝑎&. 

Індукційний перехід: n − 1 → 	n. За формулою Швенка 𝑃'(𝑥) = 𝑥𝑃',&(𝑥) −

𝑎',&)𝑃',)(𝑥), прирівнюючи коефіцієнти при 𝑥',) в обох частинах, знаходимо 

𝑎',&, далі можемо виразити многочлен 𝑃',)(𝑥) =
&

6"$%&
(𝑥𝑃',&(𝑥) − 𝑃'(𝑥)). 

Отже, нам відомі 𝑃',&тa 𝑃',), за індукційним припущенням, ми можемо 

відновити решту ваг 𝑎&, … , 𝑎',). 
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𝐃𝐧, 𝒏 ≥ 𝟒 

Розглянемо поставлену задачу для зваженого графа 𝐃𝐧 = (𝐷', 𝑤). Для 

зручності вважатимемо, що 𝑉(𝐴') = {1,2, … , 𝑛}. Вершина 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 3 

інцидентна з вершинами 𝑘 − 1 та 𝑘 + 1, а вершина 𝑛 − 2 інцидентна з вершинами 

𝑛 − 3,	𝑛 − 1, 𝑛 вершини 1, 𝑛 − 1, 𝑛 – висячі, як вказано на малюнку. Введемо для 

зручності наступні позначення: 𝑎?,& ≡ 𝑤({𝑘 − 1, 𝑘}) для 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1 та 𝑎',& ≡

𝑤({𝑛 − 2, 𝑛}), числа 𝑎" будемо називати вагами, 𝐀𝐧,𝟏𝟏 = 𝐃𝐧 − {𝑛}, 𝐀𝐧,𝟏𝟐 = 𝐃𝐧 −

{𝑛 − 1}, 	𝐀𝐧,𝟐 = 𝐃𝐧 − {𝑛, 𝑛 − 1}, 	𝐀𝐧,𝟑 = 𝐃𝐧 − {𝑛, 𝑛 − 1, 𝑛 − 2}. 

 

Твердження 2. Для відновлення ваг графа 𝐃𝐧 достатньо трьох 

спектрів, а саме 𝜎(𝑫𝐧), 𝜎?𝐀𝐧,𝟏𝟏 @, 𝜎?𝐀𝐧,𝟏𝟐 @. Для непарних 𝑛 достатньо двох 

спектрів 𝜎(𝑫𝐧), 𝜎?𝐀𝐧,𝟏𝟏 @. 

Доведення. Маємо за формулою Швенка 𝑃𝐃𝐧(𝑥) = 𝑥(𝑃𝐀𝐧$𝟏𝟏 (𝑥) −

𝑎',&) 𝑃	𝐀𝐧$𝟑(𝑥)) (1), прирівнюючи коефіцієнти при 𝑥',) в обох частинах, 

знаходимо 𝑎',&, далі можемо виразити многочлен 𝑃𝐀𝐧$𝟑(𝑥) =
&

	76"$%&
(𝑥𝑃𝐀𝐧$𝟏𝟏 (𝑥) − 𝑃𝐃𝐧(𝑥)). 

Аналогічно застосовуємо формулу Швенка для графа 𝐃𝐧 та вершини 

𝑛 − 1. 

Отже, нам відомі 𝑃𝐀𝐧$𝟑 , а також 𝑎',) та 𝑎',&. 

Далі застосуємо формулу Швенка до графа 𝐀𝐧,𝟏𝟏  та вершини 𝑛 − 1. 

Одержуємо наступне співвідношення: 

𝑃𝐀𝐧$𝟏𝟏 (𝑥) = 𝑥𝑃𝐀𝐧$𝟐(𝑥) − 𝑎',)
) 𝑃𝐀𝐧$𝟑(𝑥). (2)  



 

 

22 
З цього ми можемо виразити многочлен 𝑃𝐀𝐧$𝟐(𝑥)через вже відомі: 

𝑃𝐀𝐧$𝟐(𝑥) =
&
7
¤𝑃𝐀𝐧$𝟏𝟏 (𝑥) + 𝑎',)) 𝑃𝐀𝐧$𝟑(𝑥)¥.  

А отже, ми знаємо 𝑃𝐀𝐧$𝟑 ,  та 𝑃𝐀𝐧$𝟐 , і за Твердженням 1 ми можемо знайти 

{𝑎&, 𝑎), … , 𝑎',+}, оскільки ми вже знайшли {𝑎',), 𝑎',&}, то ми можемо повністю 

відновити ваги графа 𝐃𝐧. Якщо 𝑛 – непарне, то лише за (1) та (2) можна знайти 

𝑎',&, 𝑎',), 𝑃𝐀𝐧$𝟐 	та	𝑃𝐀𝐧$𝟑 , оскільки 𝑑𝑒𝑡𝐴(𝐀𝐧,𝟐) = 𝑑𝑒𝑡𝐴(−𝑎',)) 𝐀𝐧,𝟐). 

 

𝐄𝟔, 𝐄𝟕, 𝐄𝟖 

Розглянемо поставлену задачу для зважених графів 𝐄𝐧, 𝐧 ≥ 𝟔. Введемо 

позначення за аналогією до попередніх пунктів, на рисунках зображено 

відповідні позначення для вершин та ваг на ребрах. 

 

Твердження 3. Для відновлення ваг графа 𝐄𝐧, 𝐧 ≥ 𝟔 достатньо двох 

спектрів, а саме 𝜎(𝑬𝐧), 𝜎(𝑬𝐧 − {𝒏}). 

Доведення. Доведемо твердження індукцією за 𝑛. 

База індукції n = 6 Маємо за формулою Швенка 𝑃𝐄𝟔(𝑥) = 𝑥𝑃𝐄𝟓(𝑥) −

𝑎>)𝑃𝐄𝟒(𝑥), прирівнюючи коефіцієнти при 𝑥2 в обох частинах, знаходимо 𝑎>, і далі 

можемо знайти многочлен 𝑃𝐄𝟒(𝑥). 

Застосовуємо формулу Швенка для графа 𝐄𝟓 та вершини 5: 𝑃𝐄𝟓(𝑥) =

𝑥(𝑃𝐄𝟒(𝑥) − 𝑎2
)𝑃𝐄𝟑(𝑥)), з цього співвідношення можемо знайти 𝑎2 та 𝑎& (𝑃𝐄𝟐(𝑥) =

𝑥) − 𝑎&)). 

Далі застосуємо формулу Швенка до графа 𝐄𝟒 та вершини 4:	𝑃𝐄𝟒(𝑥) =
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𝑥𝑃𝐄𝟑(𝑥) − 𝑎+

)𝑃𝐄𝟐(𝑥),  розписуємо праву частину 𝑃𝐄𝟒(𝑥) = 𝑥2 − (𝑎&) + 𝑎)) +

𝑎+))𝑥) + 𝑎&)𝑎+). 

Оскільки ліва частина відома, то відомі і всі коефіцієнти з правої частини, 

також відомо 𝑎&, а тоді ми також можемо знайти 𝑎), 𝑎+. 

Отже, ми можемо повністю відновити ваги графа 𝐄𝟔. 

Індукційний перехід: 𝑛 − 1 → n. Маємо за формулою Швенка 𝑃𝐄𝐧(𝑥) =

𝑥𝑃𝐄𝐧$𝟏(𝑥) − 𝑎',&
) 𝑃𝐄𝐧$𝟐(𝑥) прирівнюючи коефіцієнти при 𝑥',) в обох частинах, 

знаходимо 𝑎',&, і далі можемо знайти многочлен 𝑃𝐄𝐧$𝟐(𝑥). Оскільки 

нам відомі 𝑃𝐄𝐧$𝟏(𝑥),	𝑃𝐄𝐧$𝟐(𝑥)), то за припущенням індукції ми можемо повністю 

відновити ваги 𝑎" , 𝑖 = 1, … , 𝑛 − 1, які разом з 𝑎 складають всі ваги графа 𝐄𝐧. 

 

Розширені діаграми Динкіна 

𝐀𝐧s, 𝐧 ≥ 𝟐 

 
 Введемо позначення за аналогією до попередніх пунктів, на рисунках 

зображено відповідні позначення для вершин та ваг на ребрах. 

 Твердження 4.  Для відновлення ваг графа 𝐀𝐧s  достатньо чотирьох 

головних підспектрів: 𝜎?𝐀𝐧s − 𝟏@, 𝜎?𝐀𝐧s − 𝟐@, 𝜎?𝐀𝐧s − 𝟏, 𝟐@, 𝜎({𝟏, 𝟐}). 

 Доведення. Випливає з простого застосування Твердження 1. 
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𝑫𝐧s  

 
 Твердження 5.  Для відновлення ваг графа 𝑫𝐧s  достатньо чотирьох 

підспектрів. 

 

𝑬𝟔s,𝑬𝟕s,𝑬𝟖s  

 

 

 
Твердження 6.  Для відновлення ваг графа 𝑬𝟔s,𝑬𝟕s  достатньо трьох спектрів, 

а для відновлення ваг графа 	𝑬𝟖s  достатньо двох спектрів. 
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Висновки 

 

Перша частина присвячена вивченню та огляду результатів спектральної 

теорії зважених графів та узагальненню відомих теорем спектральної теорії 

"звичайних" графів, зокрема формул Швенка, теореми Сміта, теореми парності. 

Друга частина має дослідницький характер і містить нові результати, в ній 

вивчаються обернені задачі — відновлення ваги на множині ребер графа за 

спектральними даними графа та його підграфів.  

В 1 розділі роботи зроблений огляд різноманітних результатів з спектральної 

теорії реберно-зважених графів, зокрема, теореми Фробеніуса для зважених 

графів (підрозідл 1.2), теореми Сміта для графів Кокстера (підрозділ 1.3), 

наведені повні доведення теореми парності (підрозділ 1.5) і теорем Харарі та 

Захса (підрозділ 1.6) та узагальнені відомі формули Швенка для звичайних графів 

на зважені графи (підрозділ 1.6) . 

В 2 розділі роботи досліджені обернені спектральні задачі на зважених графах, 

зокрема проведена оцінка необхідної кількісті спектрів підграфів, за якими 

однозначно визначається вагова функція зваженого графа для графів Динкіна, 

розширених графів Динкіна 
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