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Проведено аналіз однієї з перших публікацій з теорії Ґалуа на теренах України – мемуарів 
професора Київського університету св. Володимира Василя Єрмакова про розв’язування алгебраїч-
них рівнянь у радикалах та порівняльний аналіз з іншими тогочасними працями відомих мате-
матиків, присвяченими теорії Ґалуа. 

1. Вступ 
лень стоять великі статті [3–5], опубліковані на 

Видатний український математик, член-корес- межі ХІХ і ХХ століть в «Університетських відо-
пондент Петербурзької академії наук, професор мостях», присвячені теорії Ґалуа. Проте, якщо 
Київського університету св. Володимира і Київ- помітити, що перед цим вийшли друком праці 
ського політехнічного інституту Василь Петрович щодо розв’язання диференціальних рівнянь 
Єрмаков (1845–1922) залишив після себе поваж- у квадратурах, які використовують апарат непе-
ну наукову і науково-педагогічну спадщину. Ма- рервних груп перетворень, розвинутих Софусом 
буть, найбільш відомим із його наукових резуль- Лі, то зрозумілою стає закономірність зацікав-
татів є ознака збіжності й розбіжності знакоста- лень В. П. Єрмакова новими досягненнями то-
лих рядів, відкрита ним у 26-річному віці. Це один гочасної алгебри. 
з потужних засобів дослідження рядів, який ши- У даній роботі ми проводимо докладний ана-
роко використовувався в працях багатьох мате- ліз праць В. П. Єрмакова [3], [4], присвячених 
матиків. Науковий інтерес до цього результату розв’язуванню алгебраїчних рівнянь у радика-
незмінно залишається на високому рівні, про що лах. Основну увагу при цьому буде звернено на 
свідчать численні дослідження математиків різних оригінальність підходів В. П. Єрмакова, ті нові 
країн, в яких використовується зазначена ознака. факти та ідеї, які запропоновано автором у цих 
Найбільш цитованою на даний момент працею працях. Крім того, ми хочемо показати, як саме 
В. П. Єрмакова є стаття [1], результати і методи вкладаються дослідження В. П. Єрмакова в кон-
якої, а також уведені до неї поняття знайшли ши- текст сучасної теорії Ґалуа. Тісно пов’язана з ви-
роке застосування у різних галузях теоретичної щеназваними працями також праця В. П. Єрма-
фізики: теорії узагальненої симетрії, теорії граві- кова [5], де досліджується загальний вигляд ра-
тації, теорії узагальнених осциляторів. Нині дикальних виразів, які при перестановках 
загальновживаними є такі поняття, як система ди- змінних набувають фіксованого числа значень. 
ференціальних рівнянь Єрмакова (або Єрмакова – Проте цю працю ми не аналізуємо, оскільки ос-
Кеплера), процедура Єрмакова – Левіса, інварі- новні її ідеї вже зустрічаються в [4]. 
анти Єрмакова – Левіса, кути Єрмакова, які впер-
ше було впроваджено в [1]. § 1. Теорія Ґалуа як вчення про від-

повідності між частково впорядко-
Більшість робіт В. П. Єрмакова стосується 

ваними множинами 
аналізу, теорії спеціальних функцій, теорії дифе-
ренціальних рівнянь, варіаційного числення. Відо- З точки зору сучасної математики теорія 
мий він також своїми працями в галузі педаго- Ґалуа – це дисципліна, яка вивчає відповідності 
гіки математики, діяльністю на ниві популяризації Ґалуа і їх застосування. Відповідність Ґалуа в 
математичних знань (див. [2]). Дещо осторонь, найширшому розумінні цього слова визначається 
на перший погляд, від основних його зацікав- таким чином [6]. 
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вувати при побудові загальної теорії, воно дає 
більші можливості для обчислень при розгляді 
конкретних рівнянь і успішно використовується 
й понині. Відповідні дослідження в цьому на­
прямі спираються на монографію С. О. Шату-
новського [12] і праці П. Мертенса (див., напр. 
[13]). 

§ 2. Загальна характеристика праці 

В. П. Єрмакова 

Стаття «Алгебраические уравнения, решае­
мые в радикалах» розбита на 55 параграфів. 
Перші два параграфи - вступні. У § 1, який за-
титуловано «В чому суть математики», автор 
коротко характеризує власні філософські погля­
ди на природу математики, описує свій метод 
освоєння нових результатів, звертає увагу на 
важливість продуманого й опрацьованого ви­
кладу результатів досліджень, що не містив би 
в собі нічого зайвого. У другому параграфі «Пе­
редмова» автор характеризує основний об’єкт 
дослідження. Він пише: «В даному дослідженні 
подаються три поняття: перше - корінь рівняння, 
друге - незвідність рівняння, третє - радикал. 
Потрібно на підставі цих понять дати відповідь на 
питання: за яких умов корені алгебраїчного рів­
няння виражаються в радикалах. Задача по суті 
проста, а тому повинна мати просте розв’язання. 
Але, з іншого боку, ця задача є складною, тому 
що для свого розв’язання вимагає впроваджен­
ня багатьох нових понять і визначень». Далі ав­
тор подає коротку історію розв’язування рівнянь 
у радикалах, згадуючи при цьому імена Лагран-
жа, Абеля, Ґауса. Особливо підкреслюється ви­
датна роль у цих дослідженнях Евариста Ґалуа. 
В. П. Єрмаков пише, що посмертні мемуари Ґа­
луа було надруковано в «Journal de mathéma-
tique» тільки в 1846 р. З того часу дослідження 
Ґалуа постійно були предметом захоплення, і ба­
гато математиків працювали в цій галузі. «Про­
те в ясні ідеї Ґалуа пізніші дослідники внесли 
багато плутанини, багато непотрібного, так що 
питання до цього часу залишається в тумані і да­
леко не повністю розв’язане». Автор ставить пе­
ред собою такі шість завдань, дослідженню яких 
і присвячено праці [3], [4]: 

1. Які умови є необхідними і достатніми для 
того, щоб алгебраїчне рівняння розв’язувалось 
у радикалах? 

2. Пересвідчитись, що ці умови виконуються 
для рівнянь степеня <4. 

3. Довести, що загальне рівняння степеня >5 
не розв’язується у радикалах. 

4. Як дізнатися, чи розв’язується дане рів­
няння у радикалах, чи ні? 

5. Як знаходити корені рівнянь, які розв’язу-
ються у радикалах? 

6. Як описати загальний вигляд рівняння да-
ного степеня, яке розв’язується у радикалах? 

Автор вважає, що на час написання статті на 
перші три питання вже було дано задовільні від-
повіді. Що стосується останніх трьох питань, то 
задовільні відповіді на них було отримано тільки 
для рівнянь простого степеня. Виходячи з цього, 
В. П. Єрмаков ставить мету в своєму дослі-
дженні дати відповіді на них, причому в якомога 
простішій формі та з використанням по можли-
вості меншої кількості нових понять. Зміст праці, 
хоча й дещо умовно, можна розбити на такі час-
тини: 

(і) Елементарна теорія підстановок і груп 
підстановок; 

(іі) Симетрії радикальних виразів; 
(ііі) Резольвенти Ґалуа і раціональні функції 

коренів рівняння; 
(іv) Проблема розв’язності рівнянь в радика-

лах, загальний вигляд розв’язного в радикалах 
рівняння n-го степеня. 

Насправді, чіткого поділу зробити не вдаєть-
ся, оскільки окремі параграфи, що належать до 
тієї чи іншої частини (і-іv), розташовано згідно 
з авторським задумом побудови дослідження в 
цілому, а він відображає фактичну послідовність 
міркувань автора. 

§ 3. Коротка характеризація 

змісту основних частин 

3.1. Теорія груп 

У §§ 4–8 розглядається елементарна теорія 
підстановок: розклад підстановки на добуток 
циклів (які називаються круговими підстановка-
ми), порядок підстановки, обернена підстановка, 
спряжені підстановки та централізатор підста-
новки. В §§ 9–10 вводиться поняття групи під-
становок, ізоморфізму груп, розкладу групи на 
класи суміжності за підгрупою та доводиться 
теорема Лагранжа. Всі інші теоретико-групові 
поняття і твердження вводяться далі в міру не-
обхідності. Так, формулюючи критерій розв’яз-
ності алгебраїчного рівняння в радикалах, автор 
вводить поняття розв’язної групи (не викорис-
товуючи самого терміна «розв’язне»). 

Здійснюється це в дуже оригінальний спосіб, 
який увійшов у теоретико-групову практику ли-
ше в середині 60-х років минулого століття 
у зв’язку з комп’ютерними застосуваннями 
в теоретико-групових дослідженнях. Звичайно, 
розв’язні групи визначаються як такі, що містять 
скінченний субнормальний ряд з абелевими фак-
торами [14]. Еквівалентне визначення – це такі 
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званні циклічні функції – спеціальні многочлени, 
які не змінюються при циклічних перестановках 
змінних, та метациклічні функції – многочлени, 
які інваріантні щодо метациклічної групи. У § 52 
доведено таку важливу теорему: Корені даного 
рівняння прімарного степеня виражаються 
у радикалах через корені рівняння нижчого 
степеня тоді й лише тоді, коли яка-небудь ме-
тациклічна функція коренів цього рівняння ви-
ражається раціонально через його коефіцієнти. 

У результаті дістаємо певну загальну схему 
дослідження рівнянь із числовими коефіцієнта-
ми на предмет їх розв’язності чи нерозв’язності 
в радикалах. У деяких ситуаціях ця схема «спра-
цьовує» досить добре, але при аналізі різних 
класів рівнянь можуть виникати значні труднощі. 

§ 4. Праця В. П. Єрмакова в контексті 
тогочасної літератури з теорії Ґалуа 

На час виходу друком праці В. П. Єрмакова 
теорія Ґалуа була розвинутою математичною дис-
ципліною, яка вже вийшла з рамок, намічених її 
творцем. Проблема розв’язності рівнянь у ради-
калах поступово перестала бути центральною в 
алгебрі, але методи теорії Ґалуа ще довго відігра-
вали в ній головну роль. Ідеї теорії Ґалуа не лише 
використовувались для розв’язання інших алгеб-
раїчних проблем, але й проникли в інші розділи 
математики, як-от диференціальні рівняння, тео-
рію автоморфних функцій, алгебраїчну теорію 
чисел тощо. Відповідно до нових сфер застосу-
вань змінюється сама термінологія теорії Ґалуа: 
основними її об’єктами стають уведені Кронеке-
ром поняття поля, розширення полів і автомор-
фізмів поля. Дослідженням з теорії Ґалуа на той 
час уже було присвячено десятки статей різних 
авторів, кілька відомих монографій. Вона ввій-
шла також як один з основних розділів до ряду 
університетських підручників з алгебри, най-
більш відомими з яких були фундаментальний 
тритомник Г. Вебера [16] та підручник Е. Нетто 
[17], а серед російськомовних видань – підруч-
ник професора Київського університету М. Є. Ва-
щенка-Захарченка [18]. А тому на перший по-
гляд праця В. П. Єрмакова може здатися просто 
епігонською спробою автора заявити про себе, 
та ще й у такій важливій ділянці математики. 
Насправді це не так. Швидкий розвиток науко-
вої дисципліни далеко не завжди супроводжуєть-
ся упорядкуванням її початкових засад, вони 
можуть ще досить довгий час не викликати заці-
кавлення дослідників. Розвиток теорії Ґалуа 
йшов шляхом можливих узагальнень. В. П. Єр-
маков поставив собі задачу – максимально спро-

стити виклад теорії в її початковому варіанті. 
Хоча завдання це більше науково-методичного 
характеру, але при написанні праці автору дове-
лося розв’язати кілька суто математичних про-
блем, найцікавішою з яких, на наш погляд, є нова 
характеризація скінченних розв’язних груп у тер-
мінах спеціальних систем твірних. У цілому ж 
робіт такого типу на той час було порівняно не-
багато. Серед них – ряд дисертацій, зокрема 
магістерська дисертація харківського математи-
ка, пізніше професора Харківського університету 
Д. М. Деларю (1839–1905) під назвою «Загаль-
на теорія алгебраїчного розв’язування рівнянь» 
(Харків, 1864). У цій дисертації (обсягом 114 
сторінок, тобто вона задовольняла б навіть ви-
моги ВАК України, хоча тоді ще нікому не при-
ходило в голову оцінювати дисертації «на вагу») 
було розглянуто історію проблеми розв’язуван-
ня рівнянь у радикалах, наведено найважливіші 
твердження теорії Ґалуа і розглянуто теорію абе-
левих (в сучасній термінології – циклічних) 
рівнянь. У цій праці ставилася задача лише ви-
класти основи на той час ще зовсім нової теорії. 
Ніяких новацій немає також у відповідному 
розділі цитованого вище підручника Ващенка-
Захарченка. Проведений нами аналіз інших ана-
логічних публікацій [19], [20] дає підстави ствер-
джувати, що підхід В. П. Єрмакова, де основну 
роль відіграють спеціальні системи твірних у 
скінченних розв’язних групах, є цілком новим 
і оригінальним. 

Це не означає, що праця В. П. Єрмакова по-
збавлена недоліків. Найголовнішим із них є те, 
що симетрійний аналіз радикальних виразів здій-
снюється не на належному рівні строгості. У де-
яких випадках загальні положення лише ілюст-
руються відповідними (гарно підібраними) при-
кладами, а їх доведення залишається за кадром. 
Хоч а насправді такі доведення не є простими, а їх 
формалізація вимагає чималих зусиль. Незважа-
ючи на це, праця В. П. Єрмакова має неперехід-
не наукове значення, тим більше, що ряд цікавих 
ідей, які в ній висвітлено, так і не дістали про-
довження в подальших працях фахівців із теорії 
Ґалуа. На жаль, пройшла ця праця практично не 
поміченою. Систематичні дослідження з теорії 
Ґалуа розпочато в Київському університеті на 
десятиліття пізніше в школі професора Д. Гра-
ве. На свого попередника представники цієї 
школи не посилалися. Єдине цитування праці 
В. П. Єрмакова з дуже побіжним оглядом її 
змісту автори знайшли у великому історичному 
огляді розвитку алгебраїчних досліджень у Росії 
професора А. К. Сушкевича [21]. 
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§ 5. Деякі висновки але досить змістовно охарактеризовано також 
Праця В. П. Єрмакова «Алгебраїчні рівняння, процедуру зведення рівнянь довільного степеня 

що розв’язуються в радикалах» є цілісним нау- до розгляду рівнянь прімарних степенів. Описа-
ковим дослідженням, в якому запропоновано но також схему побудови загального рівняння 
нові підходи до побудови теорії Ґалуа. Підходи довільного степеня, яке розв’язується в радика-
В. П. Єрмакова вигідно вирізняються своєю еле- лах. В такому рівнянні існує велика кількість 
ментарністю й економністю в сеансі запроваджу- залежностей між його коефіцієнтами, і побудо-
ваних понять. Їх особливістю є також цілком ва рівняння зводиться до характеризації таких 
алгоритмізований підхід до викладення теорії: залежностей. У праці воно повністю реалізова-
значну увагу автор звертає на характеризацію не для рівнянь п’ятого степеня: виписано загаль-
редукційних процедур, на основі яких порівня- ний вигляд такого рівняння, наведений нами 
но легко можуть бути укладені відповідні алго- вище. Таким чином, праця В. П. Єрмакова ви-
ритми. Так, у праці докладно описано процедуру явилася значною мірою скерованою в напрямі, 
зведення процесу розв’язування (в радикалах) який нині розвинувся у велику самостійну 
алгебраїчних рівнянь з імпримітивною групою галузь досліджень, що дістала назву алгорит-
Ґалуа до примітивних рівнянь. Менш докладно, мічної теорії Ґалуа. 
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O. Bezushchak, O. Ryabukho, V. Sushchanskii 

GALOIS THEORY IN MONOGRAPH OF PROFESSOR V. P. ERMAKOV 
«ALGEBRAIC EQUATIONS, WHICH IS PROVED IN RADICALS» 

One of the first papers of Galois theory in Ukraine, the monograph on decision of algebraic equations 
in radicals by Vasil Ermakov, professor of Kiev St. Vladimir University, is analyzed. We also perform 
the comparison this monograph with others papers of that time famous mathematicians which is devoted 
Galois theory. 


