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1 Вступ

1.1 Актуальнiсть

Керованi марковськi поля (КМП) є потужним математичним iнструмен-
том для моделювання та аналiзу рiзних процесiв. Вони дозволяють описувати
стохастичнi процеси з урахуванням впливу випадкових факторiв та рiшень,
якi приймає людина або комп’ютерна програма.

КМП є розширенням теорiї марковських процесiв, якi зазвичай викори-
стовуються для аналiзу систем з управлiнням. Найголовнiша особливiсть в
КМП в порiвняннi з конвенцiйними марковським процесом це впровадження
механiзму прийняття рiшень для кожного елементу поля в кожнiй одиницi
часу. Внаслiдок цього, наступний стан КМП залежить не тiльки вiд поточно-
го стану, але i вiд рiшень, якi приймає кожний елемент в поточнiй одиницi
часу. Прийняття рiшень в кожному елементi залежить вiд поточного стану
системи, включаючи стан самого елементу, в якому приймається рiшення.

𝜉𝑡−1,Δ𝑡−1 𝜉𝑡 Δ𝑡 𝜉𝑡+1,Δ𝑡+1
𝑞𝜉𝑡−1,𝜉𝑡(Δ

𝑡−1) 𝐷𝜉𝑡,Δ𝑡 𝑞𝜉𝑡,𝜉𝑡+1(Δ𝑡)

Рис. 1: Схема роботи КМП. 𝜉𝑡 - випадкова величина, яка вiдображає стан
системи в момент часу 𝑡. Δ𝑡 - випадкова величина, яка вiдображає прийнятi

рiшення в системi в момент часу 𝑡. 𝑞𝜉𝑡−1=𝑦,𝜉𝑡=𝑥(𝑘) - ймовiрнiсть того, що
вiдбудеться перехiд системи в стан 𝑥, при тому що поточний стан системи є
𝑦 та прийнятi рiшення є 𝑘. 𝐷𝜉𝑡=𝑦,∆𝑡=𝑘 - ймовiрнiсть того, що будуть прийнятi

рiшення 𝑘, коли стан системи дорiвнює 𝑦.

Керованi марковськi поля (КМП) можуть бути застосованi в багатьох га-
лузях економiки, включаючи фiнансовий аналiз, управлiння ризиками та iн-
вестицiйнi стратегiї. Одним з прикладiв використання КМП в економiцi є
моделювання портфеля iнвестицiй.

Допустимо, що iнвестор має портфель, який складається з акцiй двох ком-
панiй. Кожна компанiя може перейти в один з трьох станiв: зростання, ста-
бiльностi або падiння. Iнвестор може приймати рiшення про купiвлю, продаж
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або утримання акцiй кожної компанiї.
Для розв’язання цiєї задачi можна використовувати КМП, де стани ком-

панiй та рiшення iнвестора є станами та дiями вiдповiдно. Залежно вiд того,
який стан переходить в який пiсля прийняття рiшення, розраховується фун-
кцiя виграшу. Iнвестор може використовувати КМП для визначення опти-
мальної стратегiї iнвестування в залежностi вiд ймовiрностi переходiв компа-
нiй мiж станами та ризикiв, пов’язаних з купiвлею або продажем акцiй.

Iнший приклад застосування КМП в економiцi полягає в моделюваннi про-
цесу цiноутворення на ринку. КМП можуть допомогти управляти динамiкою
цiн на ринку шляхом визначення оптимальної стратегiї продажу або купiвлi
товарiв, в залежностi вiд ризикiв та ймовiрностi змiн цiн.

КМП є потужним iнструментом, але для того, щоб його використати, по-
трiбно декiлька передумов. По-перше, потрiбно мати ймовiрностi переходiв
мiж станами в залежностi вiд прийнятих рiшень Δ та поточного стану 𝜉.
По-друге, треба визначити керування для того, щоб рiшення, якi приймаю-
ться в кожний момент часу, були оптимальнi. Оптимальнiсть визначається
певною функцiєю витрат, параметрами якої є поточний стан та поточнi рiше-
ння. Оптимальне керування повинно мiнiмiзовувати функцiю витрат, тобто
щоб в кожен момент часу приймалося таке рiшення, яке мало б найменшi
витрати або максимiзувало прибуток.

1.2 Мета дослiдження та постановка задачi

Мета цiєї курсової роботи є дослiдженням проблеми знаходження оптималь-
ного керування при вiдомих ймовiрностях 𝑞𝜉𝑡−1,𝜉𝑡(Δ

𝑡−1). Об’єктом дослiдже-
ння є КМП та предметом дослiдження є глобальне та локальне керування.
Робота складається з трьох роздiлiв.

Перший роздiл присвячено формальнiй постановцi задачi, визначення ха-
рактеристик оптимального керування та визначення задачi в контекстi лiнiй-
ного програмування.

В другому роздiлi буде дослiджено недолiки та переваги задачi знаходже-
ння оптимального керування та перехiд вiд початкової глобальної задачi до
локальної задля зменшення складностi.
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Третiй роздiл буде присвячено визначенню експериментiв для порiвняння
глобальних та локальних керувань, дослiдженню результатiв та визначенню
переваг та недолiкiв обох стратегiй.

В результатi цiєї курсової роботи, створено код мовою програмування
Python задля вирiшення задачi знаходження глобального оптимального ке-
рування, локального оптимального керування та проведення експериментiв
для порiвняння глобального та локального керувань на рiзних випадкових
полях.

Постановка задачi:
1. Виконати аналiз задачi знаходження оптимального керування.
2. Дослiдити обмеження початкової задачi, яка знаходить глобальне ке-

рування.
3. Зробити перехiд вiд задачi по знаходженню глобального керування до

задачi по знаходженню локального керування для кожного елементу.
4. Виконати порiвняльний аналiз двох видiв керувань та зробити висновки

стосовно їх застосування. ;

2 Аналiз задачi знаходження оптимального ке-

рування

2.1 Формулювання задачi

Для того, щоб сформулювати задачу про знаходження оптимального керу-
вання, треба визначити випадкове поле, марковську властивiсть в контекс-
тi випадкового поля, керування, ймовiрнiснi позначення, функцiю витрат та
оптимальнiсть керування. Визначення випадкового поля, керування, власти-
востi Маркова для випадкового поля та керувань, ймовiрнiснi позначення,
оптимальнiсть керування та постановка задачi взятi з [1]. Додатково додана
iнтерпретацiя та уточнення деяких вищевказаних елементiв для формулюва-
ння задачi.
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2.1.1 Випадкове поле

Випадкове поле [1] являє собою набiр випадкових величин, якi взаємодiють
певним чином одна з одним. Випадкове поле часто репрезентують графом та
визначають за допомогою пари (𝑉,𝐵), де 𝑉 - множина вершин та 𝐵 - мно-
жина ребер. Кожна з вершин є дискретною випадковою величиною, стани
або ж область значень для кожної вершини 𝑖 є 𝑋𝑖 = {𝑥1𝑖 , ..., 𝑥

𝑛𝑖

𝑖 }. Випадкова
величина на всiх вершинах називається випадковим полем, позначається як
𝜉, та всi стани якого позначаються як 𝑋 =

∏︀
𝑖∈𝑉 𝑋𝑖. Окрiм цього, в рам-

ках випадкового поля є поняття околу деякої вершини 𝑖, яке позначають як
𝑁(𝑖) = {𝑗 : (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐵} або ж як 𝑁̄(𝑖) = {𝑗 : (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐵} якщо 𝑖 ∈ 𝑁(𝑖).
Оскiльки, в цьому випадку розглядається дискретний випадковий процес,
який позначається як 𝜉𝑡 - значення системи в час t. 𝜉𝑡𝑖 є значення вершини 𝑖

в час 𝑡.

2.1.2 Властивiсть Маркова на випадковому полi

В рамках випадкового процесу на випадковому полi можна визначити вла-
стивiсть Маркова [1]. Конвенцiйно, марковський процес є такий випадковий
процес, для якого правдиве наступне:

𝑃 (𝑋𝑛 = 𝑥𝑛|𝑋𝑛−1 = 𝑥𝑛−1, ..., 𝑋0 = 𝑥0) = 𝑃 (𝑋𝑛 = 𝑥𝑛|𝑋𝑛−1 = 𝑥𝑛−1)

Тобто, поточний стан залежить суто вiд попереднього i не залежить вiд бiльш
вiддалених станiв. Для випадкового поля марковська властивiсть працює так
само, тобто 𝑃 (𝜉𝑛 = 𝑥𝑛|𝜉𝑛−1 = 𝑥𝑛−1, ..., 𝜉0 = 𝑥0) = 𝑃 (𝜉𝑛 = 𝑥𝑛|𝜉𝑛−1 = 𝑥𝑛−1).
Але, розбиваючи цю властивiсть до кожного окремого елементу системи, в
рамках випадкового поля отримується наступне:

𝑃 (𝜉𝑛𝑖 = 𝑥𝑛𝑖 |𝜉𝑛−1 = 𝑥𝑛−1, ..., 𝜉0 = 𝑥0) = 𝑃 (𝜉𝑛𝑖 = 𝑥𝑛𝑖 |𝜉𝑛−1
𝑁̄(𝑖)

= 𝑥𝑛−1
𝑁̄(𝑖)

)

До початкової властивостi додається залежнiсть на стан зв’язаних з верши-
ною iнших вершин випадкового поля.

2.1.3 Визначення керування

Нехай для кожної окремої вершини 𝑖 визначена деяка множина рiшень 𝑈𝑖

розмiрнiстю 𝐾, якi можуть прийматися в кожнiй одиницi часу 𝑡, та для всi-
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єї системи нехай сукупнiсть рiшень кожної вершини буде позначатись як
𝑈 = ×𝑖∈𝑉𝑈𝑖. В теорiї, рiшення в кожнiй вершинi 𝑖 в час 𝑡 приймаються
на основi станiв 𝜉𝑡

𝑁̄(𝑖)
всiх вершин в околi 𝑖 в усi одиницi часу 𝑡 = 0, ..., 𝑇 .

Тобто керування [1] в час 𝑡 для вершини 𝑖 можна представити як функцiю
Δ𝑡

𝑖 : 𝑥𝑁̄(𝑖) −→ 𝑈𝑖, тому просто керування 𝛿 для вершини 𝑖 дорiвнює {Δ𝑡
𝑖 : 𝑡 ≥ 0}.

Керування може бути марковським, однорiдним та допустимим. Керування 𝛿𝑖
називається марковським [1], якщо Δ𝑡

𝑖(𝜉
0
𝑁̄(𝑖)

, ..., 𝜉𝑡−1
𝑁̄(𝑖)

) = Δ𝑡
𝑖(𝜉

𝑡−1
𝑁̄(𝑖)

), тобто зале-
жить лише вiд попереднього стану системи. Однорiднe марковське керування
[1] не має залежностi вiд 𝑡 i. e. Δ𝑡′

𝑖 (𝑋𝑁̄(𝑖)) = Δ𝑡′′

𝑖 (𝑋𝑁̄(𝑖))∀𝑡′, 𝑡′′ = 0, ..., 𝑇 . 𝛿𝑖 є
допустимим [1], якщо ∀𝑡 = 0, ..., 𝑇 всi можливi значення, якi може прийма-
ти Δ𝑡

𝑖,⊆ 𝑈𝑖. Множина таких керувань позначається як 𝐷′. Окремо важливо
позначити множину керувань 𝐷′′ [1], для яких ∀𝑡 = 0, ..., 𝑇 всi можливi зна-
чення, якi може приймати Δ𝑡

𝑖 ≡ 𝑈𝑖.

1 2

3

4

Рис. 2: Приклад випадкового поля. 𝑋1 = {1, 2, 3}, 𝑋2 = {1, 2, 3, 4},
𝑋3 = 𝑋4 = {1, 2}. 𝑈𝑗 = {1, 2}∀𝑗 = 1, ..4. 𝜉𝑡 = [𝑥𝑡1, 𝑥

𝑡
2, 𝑥

𝑡
3, 𝑥

𝑡
4].

2.1.4 Ймовiрнiснi позначення

В рамках випадкового поля треба визначити декiлька ймовiрнiсних позна-
чень. За схемою 1 роботи КМП треба визначити ймовiрнiсть переходу мiж
станами у часi при заданих рiшеннях, ймовiрнiсть рiшення при заданому ста-
нi та вiдособлена ймовiрнiсть переходу мiж станами.
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Розглядаючи випадкове поле з властивiстю Маркова, ймовiрнiсть перехо-
ду мiж станами всiєї системи в залежностi вiд рiшення позначається як 𝑞𝑦𝑥(𝑘)

[1], де 𝑦 - поточний стан системи, 𝑘 - прийнятi рiшення в системi зi стану 𝜉𝑡,
𝑥 - наступний стан системи.

𝑃 (𝜉𝑡+1|𝜉0,Δ0, ..., 𝜉𝑡,Δ𝑡)
Markovian property

≡ 𝑃 (𝜉𝑡+1|𝜉𝑡,Δ𝑡) ⇒

⇒ 𝑃 (𝜉𝑡+1 = 𝑥|𝜉𝑡 = 𝑦,Δ𝑡 = 𝑘) = 𝑞𝑦𝑥(𝑘)

Переходи для кожної вершини окремо не залежать один вiд одного, тобто:

𝑃 (𝜉𝑡+1 = 𝑥|𝜉𝑡 = 𝑦,Δ𝑡 = 𝑘) =
∏︁
𝑖∈𝑉

𝑃 (𝜉𝑡+1
𝑖 = 𝑥𝑖|𝜉𝑡𝑖 = 𝑦𝑖,Δ

𝑡
𝑖 = 𝑘𝑖)

=
∏︁
𝑖∈𝑉

𝑞𝑦𝑖𝑥𝑖
(𝑘𝑖)

За аксiомою нормування ймовiрностi
∑︀

𝑥∈𝑋 𝑃 (𝜉𝑡+1 = 𝑥|𝜉𝑡 = 𝑦,Δ𝑡 = 𝑘) = 1.
Розглядаючи випадкове поле з властивiстю Маркова, ймовiрнiсть прийня-

ття рiшення при заданому станi всiєї системи позначається як 𝐷𝑥𝑘 [1], де 𝑥 -
поточний стан системи, 𝑘 - прийнятi рiшення в системi зi стану 𝜉𝑡 = 𝑥.

𝑃 (Δ𝑡|𝜉0,Δ0, ..., 𝜉𝑡)
Markovian property

≡ 𝑃 (Δ𝑡|𝜉𝑡) ⇒

⇒ 𝑃 (Δ𝑡 = 𝑘|𝜉𝑡 = 𝑥) = 𝐷𝑥𝑘

За аксiомою нормування ймовiрностi
∑︀

𝑘∈𝑈 𝑃 (Δ𝑡 = 𝑘|𝜉𝑡 = 𝑥) = 1.
Розглядаючи випадкове поле, вiдособлена ймовiрнiсть переходу мiж ста-

нами позначається як 𝑃𝑦𝑥 [1], де 𝑦 - поточний стан системи, 𝑥 - наступний
стан системи. Використавши властивiсть Маркова, 𝑃𝑦𝑥 можна розкласти на-
ступним чином:

𝑃𝑦𝑥 = 𝑃 (𝜉𝑡+1 = 𝑥|𝜉𝑡 = 𝑦)

=
∑︁
𝑘∈𝑈

𝑃 (𝜉𝑡+1 = 𝑥,Δ𝑡 = 𝑘|𝜉𝑡 = 𝑦)

=
∑︁
𝑘∈𝑈

𝑃 (𝜉𝑡+1 = 𝑥|𝜉𝑡 = 𝑦,Δ𝑡 = 𝑘) * 𝑃 (Δ𝑡 = 𝑘|𝜉𝑡 = 𝑦)

=
∑︁
𝑘∈𝑈

𝑞𝑦𝑥(𝑘) *𝐷𝑦𝑘
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Окрiм цих трьох основних позначень, треба ввести позначення 𝜙𝑇𝑥𝑘
(𝑦) [1],

яке визначає частку часу в якiй система дорiвнює 𝑥 та приймається рiшення
𝑘.

𝜙𝑇𝑥𝑘
(𝑦) =

1

𝑇 + 1
*

𝑇∑︁
0

𝑃 (𝜉𝑡 = 𝑥, 𝛿𝑡 = 𝑘|𝜉0 = 𝑦)

Позначення 𝑞𝑦𝑥(𝑘), 𝐷𝑦𝑘, 𝑃𝑦𝑥 та 𝜙𝑇𝑥𝑘
(𝑦) будуть надалi використовуватись

в формулюваннi теореми про оптимальне керування, в задачi лiнiйного про-
грамування в глобальному та локальному контекстi.

2.1.5 Функцiя витрат та оптимальнiсть керування

Функцiя витрат [2] в контекстi знаходження оптимального керування описує
витрати або ж цiну пов’язану iз прийнятими рiшеннями та знаходженням в
певному станi. Знання даної функцiї дозволяє знайти оптимальне керування
за системою, тобто таке керування, яке забезпечить найкращу ефективнiсть
при найменших витратах. Приклад функцiї витрат для випадкового поля з
трьома вершинами з [2]:

𝑟(𝑥, 𝑢) =
∑︁
𝑗∈𝑉

(𝑐𝑗 − 𝑢𝑗) * 𝑥𝑗 + 𝑢𝑗 * 𝑏𝑗

𝑐 = [1, 2, 3], 𝑏 = [3, 1, 2]

де 𝑥𝑗 - стан вершини 𝑗 та 𝑢𝑗 - рiшення вершини 𝑗. 𝑐 та 𝑏 є внутрiшнi параметри
та надалi вони будуть вважатися визначеними.

Оскiльки в данiй задачi процес є випадковим, то для оцiнки певної страте-
гiї треба розглянути очiкувану середнi витрати за крок. Якщо робити оцiнку
емпiрично, проводячи експерименти з багатьох iтерацiй у КМП, то резуль-
тати будуть вiдрiзнятись та не будуть достатньо репрезентативнi. Водночас
очiкуване середнє буде мати меншу дисперсiю як мiра того, на скiльки ви-
тратна та ефективна є стратегiя.

Нехай 𝑊 𝑡
𝑥𝑘(𝑖) - витрата у вершинi 𝑖 при станi 𝑥, рiшеннi 𝑘 в час 𝑡. Тодi

очiкувана середня витрата [1] за крок за час 𝑇 для вершини 𝑖 визначається
наступним чином:

𝑄𝑇𝑖
(𝑦) =

∑︀
𝑡=0,...,𝑇

∑︀
𝑥∈𝑋

∑︀
𝑘∈𝑈𝑖

𝑊 𝑡
𝑥𝑘(𝑖) * 𝑃 (𝜉𝑡 = 𝑥,Δ𝑡

𝑖 = 𝑘|𝜉0 = 𝑦)

𝑇 + 1
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= 𝐸[

∑︀
𝑡=0,...,𝑇 𝑊

𝑡
𝑥𝑘(𝑖)

𝑇 + 1
|𝜉0 = 𝑦] =

∑︀
𝑡=0,...,𝑇 𝐸[𝑊 𝑡

𝑥𝑘(𝑖)|𝜉0 = 𝑦]

𝑇 + 1

Потрiбно додати, що 𝑇 −→ ∞, тому що чим бiльше iтерацiй в часi, тим
менша дисперсiя оцiнки середньої цiни за крок. Склавши цi умови, можна
формально сформулювати задачу [1] та вивести оптимальнiсть для керування
𝛿𝑖∀𝑖 ∈ 𝑉 .

Задача: ∀𝑖 ∈ 𝑉 треба знайти таке керування 𝛿𝑖, щоб мiнiмiзовувалась
наступна функцiя:

𝑅𝛿𝑖
𝑦 = lim

𝑇−→∞
sup

1

𝑇 + 1
*

∑︁
𝑡=0,...,𝑇

𝐸[𝑊 𝑡
𝑥𝑘(𝑖)|𝜉0 = 𝑦]

Тобто, 𝛿*𝑖 є оптимальним [1], якщо ∀𝑦 ∈ 𝑋 : inf𝛿𝑖∈𝐷′ 𝑅𝛿𝑖
𝑦 > 𝑅

𝛿*𝑖
𝑦

2.2 Теорема про оптимальне керування та задача лiнiй-

ного програмування

2.2.1 Теорема про оптимальне керування

Перед тим, як прийти до задачi пошуку такого керування, потрiбно визна-
чити, чи iснує взагалi таке оптимальне керування, для яких випадкiв та якi
в нього характеристики. Теорема про iснування оптимального керування iн-
терпретована з [1] та є наступною:

Теорема: Якщо простори 𝑋 i 𝑈𝑖 складаються зi скiнченної кiлькостi то-
чок, 0 < 𝑊 𝑡

𝑥𝑘(𝑖) < 𝐶 < ∞, то iснує оптимальне, однорiдне, марковське керу-
вання в 𝐷′′ таке, що:

lim
𝑇−→∞

𝜙𝑇𝑥𝑘
(𝑦) = 𝜋𝑥 *𝐷𝑥𝑘

де 𝜋𝑥 - ергодичнi ймовiрностi 𝑃 (𝜉 = 𝑥), якi задовольняють наступним умовам:∑︁
𝑦∈𝑋

𝜋𝑦𝑃𝑦𝑥 = 𝜋𝑥,
∑︁
𝑦∈𝑋

𝜋𝑦 = 1

В [1] наведено доведення цiєї теореми та в рамках цiєї курсової роботи
воно не буде розглянуто. Наслiдки цiєї теореми дозволяють звести задачу з
пошуку оптимального керування до задачi лiнiйного програмування.
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2.2.2 Задача лiнiйного програмування

Зведення до проблеми мiнiмiзацiї з теореми про iснування оптимального кон-
тролю було взято та iнтерпретовано з [1]. Початково, ми маємо 𝑞𝑦𝑥(𝑘). Допу-
стимо, що в нас є оптимальне, однорiдне, марковське керування 𝛿*𝑖 . Розгля-
немо:

𝑅𝛿*𝑖
𝑦 = lim

𝑇−→∞
sup

1

𝑇 + 1
*

∑︁
𝑡=0,...,𝑇

𝐸[𝑊 𝑡
𝑥𝑘(𝑖)|𝜉0 = 𝑦]

= lim
𝑇−→∞

sup
1

𝑇 + 1
*

∑︁
𝑡=0,...,𝑇

∑︁
𝑥∈𝑋

∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑊 𝑡
𝑥𝑘(𝑖) * 𝑃 (𝜉𝑡 = 𝑥,Δ𝑡

𝑖 = 𝑘|𝜉0 = 𝑦)

Homogeneous property
≡ lim

𝑇−→∞
sup

∑︁
𝑥∈𝑋

∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑊𝑥𝑘(𝑖) *
∑︁

𝑡=0,...,𝑇

𝑃 (𝜉𝑡 = 𝑥,Δ𝑡
𝑖 = 𝑘|𝜉0 = 𝑦)

= lim
𝑇−→∞

sup
∑︁
𝑥∈𝑋

∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑊𝑥𝑘(𝑖) * 𝜙𝑇𝑥𝑘
(𝑦)

Теорема стверджує, що при керуваннi 𝛿*𝑖 , отримується наступне lim𝑇−→∞ 𝜙𝑇𝑥𝑘
(𝑦) =

𝜋𝑥*𝐷𝑥𝑘. Можна зробити замiну, i лiмiт зникне, оскiльки нiщо у виразi не буде
залежати вiд часу:

= sup
∑︁
𝑥∈𝑋

∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑊𝑥𝑘(𝑖) * 𝜋𝑥 *𝐷𝑥𝑘

В умовах однорiдного керування та однорiдного марковського поля 𝜋𝑥*𝐷𝑥𝑘 =

𝑃 (𝜉 = 𝑥) * 𝑃 (Δ𝑖 = 𝑘|𝜉 = 𝑥) = 𝑃 (𝜉 = 𝑥,Δ𝑖 = 𝑘). Оскiльки 𝑅
𝛿*𝑖
𝑦 було необхi-

дно для того, щоб сформулювати теорему та довести її, з бiльш практичних
мiркувань ми можемо подивитися на очiкувану середню вартiсть i зробити
подiбне перетворення, як для 𝑅

𝛿*𝑖
𝑦 :

𝑄𝑇𝑖
(𝑦) =

∑︁
𝑥∈𝑋

∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑊𝑥𝑘(𝑖) * 𝜋𝑥 *𝐷𝑥𝑘

За визначенням, оптимальне керування повинно мiнiмiзовувати 𝑄𝑇𝑖
(𝑦). Роз-

глянемо замiну 𝜋𝑥 *𝐷𝑥𝑘 = 𝑧𝑥𝑘. Тепер спiльнi ймовiрностi 𝑧𝑥𝑘 є параметрами,
якi можна оцiнити, i з них ергодичнi ймовiрностi 𝜋𝑥 та ймовiрностi керування
𝐷𝑥𝑘 може бути отримано наступним чином:

𝜋𝑥 =
∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑧𝑥𝑘, 𝐷𝑥𝑘 =
𝑧𝑥𝑘
𝜋𝑥
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До того ж необхiдно розглянути умови, якi були в теоремi. Перш за все, за
аксiомою нормованих ймовiрностей,

∑︀
𝑥∈𝑋

∑︀
𝑘∈𝑈𝑖

𝑧𝑥𝑘 = 1 що є еквiвалентним
умовi

∑︀
𝑦∈𝑋 𝜋𝑦 = 1. Остання умова є

∑︀
𝑦∈𝑋 𝜋𝑦𝑃𝑦𝑥 = 𝜋𝑥 i для того, щоб її

виконати, треба вивести її через 𝑧𝑥𝑘 та 𝑞𝑦𝑥(𝑘):

∀𝑥 ∈ 𝑋 :
∑︁
𝑦∈𝑋

𝜋𝑦𝑃𝑦𝑥 = 𝜋𝑥

∑︁
𝑦∈𝑋

𝑃 (𝜉𝑡 = 𝑦, 𝜉𝑡+1 = 𝑥) =
∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑧𝑥𝑘

∑︁
𝑦∈𝑋

∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑃 (𝜉𝑡 = 𝑦,Δ𝑡
𝑖 = 𝑘) * 𝑃 (𝜉𝑡+1 = 𝑥|𝜉𝑡 = 𝑦,Δ𝑡

𝑖 = 𝑘) =
∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑧𝑥𝑘

∑︁
𝑦∈𝑋

∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑧𝑦𝑘 * 𝑞𝑦𝑥(𝑘) =
∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑧𝑥𝑘

Оскiльки ця умова виражається лише за допомогою вiдомих змiнних i цi-
льових параметрiв, ми можемо додати її до задачi. Однiєю з найважливiших
умов є те, що 𝑧𝑥𝑘 повиннi бути позитивними оскiльки ймовiрностi не можуть
бути негативнi. Також важливо вiдзначити, що у формулюваннях i теоремi
керування 𝛿 розглядалося лише для однiєї вершини випадкового поля, але
всi наведенi вище поняття можна розширити до 𝛿 на всьому випадковому по-
лi. Простiше працювати з 𝛿 на всьому випадковому полi в контекстi функцiї
вартостi. Нарештi, проблему мiнiмiзацiї [1] можна сформулювати, оскiльки
всi умови були врахованi:

minimize
𝑥

∑︀
𝑥∈𝑋

∑︀
𝑘∈𝑈 𝑊𝑥𝑘 * 𝑧𝑥𝑘∑︀

𝑦∈𝑋
∑︀

𝑘∈𝑈 𝑧𝑦𝑘 * 𝑞𝑦𝑥(𝑘) =
∑︀

𝑘∈𝑈 𝑧𝑥𝑘 ∀𝑥 ∈ 𝑋∑︀
𝑥∈𝑋

∑︀
𝑘∈𝑈 𝑧𝑥𝑘 = 1

𝑧𝑥𝑘 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑘 ∈ 𝑈

;

12



3 Глобальне та локальне керування

3.1 Приклад визначення глобального керування за до-

помогою 𝐷𝑥𝑘

Сформульована задача лiнiйного програмування знаходить оптимальне керу-
вання через 𝐷𝑥𝑘. За 𝐷𝑥𝑘 певний стан системи призводить до певного набору
рiшень у кожному вузлi. Зазвичай𝐷𝑥𝑘 є розрiдженим, тому легко вiдстежити,
якi рiшення є найвигiднiшими для кожного стану. У додатковому матерiалi
[2] є приклад циклiчної системи черги з визначеним 𝑞𝑦𝑥(𝑘). В цiлому система
представлена наступним чином: 3.

1 2

3

Рис. 3: Випадкове поле циклiчної черги.
𝑋𝑗 = {0, 1, 2}, 𝑈𝑗 = {0, 1}∀𝑗 = 1, 2, 3.

𝑋 = {(0, 0, 2), (2, 0, 0), (0, 2, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1)}.
𝑈 = {(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1)}

У цьому випадку розглядалися лише вибранi значення системи 𝑋, оскiль-
ки система репрезентує циклiчну чергу i не може приймати деякi конкретнi
значення. Пiсля розв’язання цiєї задачi лiнiйного програмування за допомо-
гою симплексного методу отримано матрицю 𝑧𝑥𝑘 розмiрностi шiсть на вiсiм.

В такому випадку, з матрицi керування 1 для кожного стану 𝑥𝑖 вiдповiдає
набiр рiшень 𝑢𝑖. Ця задача має бiльш глобальний контекст, тобто стани та
рiшення визначались для всiєї системи одночасно, керування для окремих
вершин не розглядалося.
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(0, 0, 0) (0, 0, 1) (0, 1, 0) (0, 1, 1) (1, 0, 0) (1, 0, 1) (1, 1, 0) (1, 1, 1)

(0, 0, 2) 0 1 0 0 0 0 0 0
(0, 1, 1) 0 1 0 0 0 0 0 0
(0, 2, 0) 0 0 1 0 0 0 0 0
(1, 0, 1) 0 1 0 0 0 0 0 0
(1, 1, 0) 1 0 0 0 0 0 0 0
(2, 0, 0) 1 0 0 0 0 0 0 0

Табл. 1: 𝐷𝑥𝑘 - control matrix

Розв’язанням задачi пошуку оптимального керування дивлячись на всю
систему загалом в наступному буде називатись пошуком глобального керува-
ння.

3.2 Обмеження глобального керування

В прикладi 3 ми знаходили глобальне розв’язання задачi, а саме ми не розгля-
дали окремо керування для кожної вершини, а знаходили керування для всiєї
системи одночасно. Такий пiдхiд до розв’язання задачi пошуку оптимального
керування має свої переваги та недолiки.

Перевагою глобального керування є те, що набагато легше використову-
вати саме глобальну стратегiю, бо розв’язуючи одну задачу утворюється унi-
версальний розв’язок для всiєї системи, виведений за допомогою урахування
всiх можливих варiантiв. Але водночас це є i недолiком глобального розв’язку,
бо в такому випадку задача має велику часову складнiсть та при розширеннi
випадкового поля дуже швидко стає складно розв’язати цю задачу.

Наприклад, розв’язати задачу по знаходженню глобального оптимального
контролю для випадкового поля 4 вже не є можливим, бо кiлькiсть параме-
трiв сягає бiльше шестидесяти тисяч, хоча в даному випадку представлене
випадкове поле лише з шести вершин. Глобальне оптимальне керування буде
дуже складно знайти для великих випадкових полiв, тому потрiбно розгля-
нути iншi варiанти.
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Рис. 4: Випадкове поле, для якого вже неможливо визначити глобальне
керування. 𝑋𝑗 = {0, 1, 2}∀𝑗 = 1, . . . , 5, 𝑋6 = {0, 1, 2, 3}.

𝑈𝑗 = {0, 1}∀𝑗 = 1, . . . , 6

Окрiм проблем зi складнiстю, глобальне керування не можна розкласти
в бiльш локальнi випадки, тобто розглядати окремо керування для кожної
вершини. Саме тому треба зробити декомпозицiю глобальної, великої задачi
на декiлька локальних, тим самим набагато зменшивши розмiрнiсть кожної з
локальних задач та отримавши локальнi керування, якi можна буде об’єднати
в глобальне керування.

3.3 Перехiд до задачi локального керування

Для того, щоб виконати перехiд до локального керування кожної окремої
вершини 𝑖 ∈ 𝑉 , треба адаптувати початкову задачу лiнiйного програмування
та використати властивостi оптимального керування з теореми про iснування
оптимального керування.

3.3.1 Використання властивостi Маркова

Оскiльки треба адаптувати задачу пiд локальне керування, то можна це
зробити через властивiсть Маркова, а саме 𝑃 (𝜉𝑡+1

𝑖 = 𝑥|𝜉𝑡 = 𝑦,Δ𝑡
𝑖 = 𝑘) ≡

𝑃 (𝜉𝑡+1
𝑖 = 𝑥|𝜉𝑡

𝑁̄(𝑖)
= 𝑦𝑁̄(𝑖),Δ

𝑡
𝑖 = 𝑘). В рамках локального оптимального керува-

ння, розглянемо 𝑧𝑥𝑘 = 𝑃 (𝜉𝑡𝑖 = 𝑥,Δ𝑡
𝑖 = 𝑘). Тодi функцiю очiкуваних витрат за
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крок для мiнiмiзацiї можна представити як:∑︁
𝑥∈𝑋𝑖

∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑊𝑥𝑘(𝑖) * 𝑧𝑥𝑘

Обмеження
∑︀

𝑥∈𝑋𝑖

∑︀
𝑘∈𝑈𝑖

𝑧𝑥𝑘 = 1 та 𝑧𝑥𝑘 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝑋𝑖, 𝑘 ∈ 𝑈𝑖 зберiгаються.

3.3.2 Адаптацiя обмеження про перехiднi ймовiрностi

Залишається адаптувати останнє обмеження:∑︁
𝑦∈𝑋

∑︁
𝑘∈𝑈

𝑧𝑦𝑘 * 𝑞𝑦𝑥(𝑘) =
∑︁
𝑘∈𝑈

𝑧𝑥𝑘, ∀𝑥 ∈ 𝑋

Достатньо його просто переписати в контекстi умови зазначенiй в теоремi про
оптимальне керування:

∀𝑥 ∈ 𝑋 :
∑︁
𝑦∈𝑋

𝜋𝑦𝑃𝑦𝑥 = 𝜋𝑥 =⇒ ∀𝑥 ∈ 𝑋𝑖 :
∑︁
𝑦∈𝑋𝑖

𝜋𝑦𝑃𝑦𝑥 = 𝜋𝑥

∑︁
𝑦∈𝑋𝑖

𝑃 (𝜉𝑡𝑖 = 𝑦, 𝜉𝑡+1
𝑖 = 𝑥) =

∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑧𝑥𝑘

∑︁
𝑦∈𝑋𝑖

∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑃 (𝜉𝑡𝑖 = 𝑦,Δ𝑡
𝑖 = 𝑘) * 𝑃 (𝜉𝑡+1

𝑖 = 𝑥|𝜉𝑡𝑖 = 𝑦,Δ𝑡
𝑖 = 𝑘) =

∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑧𝑥𝑘

∑︁
𝑦∈𝑋𝑁̄(𝑖)

∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑃 (𝜉𝑡𝑁̄(𝑖) = 𝑦,Δ𝑡
𝑖 = 𝑘) * 𝑃 (𝜉𝑡+1

𝑖 = 𝑥|𝜉𝑡𝑁̄(𝑖) = 𝑦,Δ𝑡
𝑖 = 𝑘) =

∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑧𝑥𝑘

Змiна 𝜉𝑡 на 𝜉𝑡
𝑁̄(𝑖)

дає можливiсть розглядати окiл тiльки для вершини 𝑖 на
випадковому полi i за властивiстю Маркова цей перехiд можливо зробити та
не втратити точнiсть.∑︁

𝑦∈𝑋𝑁̄(𝑖)

∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑃 (𝜉𝑡𝑁̄(𝑖) = 𝑦,Δ𝑡
𝑖 = 𝑘) * 𝑞𝑦𝑥(𝑘) =

∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑧𝑥𝑘

Переписавши умову в ймовiрнiсних позначеннях, видно, що неможливо пара-
лельно визначити 𝑃 (𝜉𝑡

𝑁̄(𝑖)
= 𝑦,Δ𝑡

𝑖 = 𝑘), тому потрiбно зробити деяку оцiнку
цiєї величини злiва, яка б була максимально наближена до справжньої. Пе-
реписавши лiву частину умови отримуємо:∑︁

𝑦∈𝑋𝑁̄(𝑖)

∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑃 (𝜉𝑡𝑁̄(𝑖) = 𝑦,Δ𝑡
𝑖 = 𝑘) * 𝑞𝑦𝑥(𝑘) = E𝜉𝑡

𝑁̄(𝑖)
,∆𝑡

𝑖
𝑞𝑦𝑥(𝑘)
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З емпiричної точки зору, очiкуване значення 𝑞𝑦𝑥(𝑘) буде дорiвнювати сере-
дньому мiж всiма 𝑞𝑦𝑥(𝑘)∀𝑦 ∈ 𝑋𝑁̄(𝑖), 𝑘 ∈ 𝜉𝑡

𝑁̄(𝑖)
. Отож була отримана iдентична

задача лiнiйного програмування:

minimize
𝑥

∑︀
𝑥∈𝑋𝑖

∑︀
𝑘∈𝑈𝑖

𝑊𝑥𝑘(𝑖) * 𝑧𝑥𝑘∑︀
𝑦∈𝑋𝑁̄(𝑖)

∑︀
𝑘∈𝑈𝑖

𝑞𝑦𝑥(𝑘)

|𝑋𝑁̄(𝑖)|*|𝑈𝑖| =
∑︀

𝑘∈𝑈𝑖
𝑧𝑥𝑘, ∀𝑥 ∈ 𝑋𝑖∑︀

𝑥∈𝑋𝑖

∑︀
𝑘∈𝑈𝑖

𝑧𝑥𝑘 = 1

𝑧𝑥𝑘 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝑋𝑖, 𝑘 ∈ 𝑈𝑖

3.3.3 Переваги та недолiки локального керування

Локальне оптимальне керування має свої переваги та недолiки. По-перше,
за допомогою задачi локального оптимального керування можна набагато
швидше отримати результати для великих випадкових полiв, в той час, як
глобальний випадок може вирiшуватись дуже довго або ж взагалi не буде
знайдений. По-друге, переваги локального випадку в тому, що з нього можна
утворити глобальний випадок, водночас глобальний випадок неможливо роз-
класти до кожного елементу випадкового поля. Однак, оскiльки для локаль-
ного випадку довелося робити деяку замiну в однiй з умов, то рiшення, дане
в результатi локального випадку, не буде найоптимальнiшим та буде давати
гiршi результати по мiнiмiзацiї, нiж в глобальному випадку.

3.3.4 Iншi варiанти декомпозицiї

Також необхiдно зазначити, що можна було зробити бiльш промiжну деком-
позицiю глобальної задачi та розглядати окремо 𝑧𝑥𝑘 = 𝑃 (𝜉𝑡 = 𝑥,Δ𝑡

𝑖 = 𝑘)

замiсть глобального випадку, де 𝑧𝑥𝑘 = 𝑃 (𝜉𝑡 = 𝑥,Δ𝑡 = 𝑘). Але така декомпози-
цiя не є дуже ефективною, бо при розширеннi випадкового поля в вершинах,
кiлькiсть параметрiв буде зростати степенево. Iдеальний варiант декомпози-
цiї мiг би бути при 𝑧𝑥𝑘 = 𝑃 (𝜉𝑡

𝑁̄(𝑖)
= 𝑥,Δ𝑡

𝑖 = 𝑘), таким чином можна було б
залучити Марковську властивiсть ще бiльше та отримати:∑︁

𝑦∈𝑋

∑︁
𝑘∈𝑈

𝑧𝑦𝑘 * 𝑞𝑦𝑥(𝑘) =
∑︁
𝑘∈𝑈

𝑧𝑥𝑘, ∀𝑥 ∈ 𝑋𝑁̄(𝑖) =⇒

∑︁
𝑦∈𝑋𝑁̄(𝑖)

∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑃 (𝜉𝑡𝑁̄(𝑖) = 𝑦,Δ𝑡
𝑖 = 𝑘) * 𝑃 (𝜉𝑡+1

𝑁̄(𝑖)
= 𝑥|𝜉𝑡𝑁̄(𝑖) = 𝑦,Δ𝑡

𝑖 = 𝑘) =
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=
∑︁
𝑘∈𝑈𝑖

𝑃 (𝜉𝑡𝑁̄(𝑖) = 𝑥,Δ𝑡
𝑖 = 𝑘) ∀𝑥 ∈ 𝑋𝑁̄(𝑖)

Але обрахунок 𝑃 (𝜉𝑡+1
𝑁̄(𝑖)

= 𝑥|𝜉𝑡
𝑁̄(𝑖)

= 𝑦,Δ𝑡
𝑖 = 𝑘) є нетривiальною задачею та роз-

класти цей вираз на щось бiльш здiйснене для оцiнки/розкладу неможливо.
;

4 Емпiричне порiвняння глобального та локаль-

ного керувань

Наразi, для того щоб пiдтвердити деякi твердження в минулiй секцiї та по-
рiвняти глобальну та локальнi задачi було виконано ряд експериментiв на
рiзних випадкових полях.

4.1 Постановка експериментiв

Для кожного експерименту визначено випадкове поле, тобто множина вер-
шин 𝑉 , ребер 𝐸, станiв 𝑋𝑖 та рiшень 𝑈𝑖 для кожної вершини 𝑖 ∈ 𝑉 . Експери-
ментом вважається наступна послiдовнiсть дiй:

1. Визначення локальної матрицi 𝑄local
𝑦𝑥 (𝑘) випадковим чином та глобаль-

ної матрицi𝑄global
𝑦𝑥 (𝑘) використовуючи локальну матрицю.𝑄local

𝑦𝑥 (𝑘) ∼ 𝐷𝑖𝑟(.., 𝑛𝑥𝑗
, ..),

де 𝑛𝑖 - випадкове число, яке вiдповiдає за параметр для визначення ймовiр-
ностей значення 𝑥𝑗 в вершинi 𝑖 при попередньому станi сусiдiв 𝑦 та рiшенi 𝑘.
𝑄global

𝑦𝑥 (𝑘) =

=
∏︀

𝑖∈𝑉 𝑄local
𝑦𝑁̄(𝑖)𝑥𝑖

(𝑘𝑖).
2. Знаходження локального та глобального оптимального керувань.
3. Переведення локального керування у глобальне задля того, щоб порiв-

няти глобальну очiкувану витрату за крок та локальну. Переведення зробити
доволi просто, оскiльки 𝑃 (𝜉 = 𝑥,Δ = 𝑘) =

∏︀
𝑖∈𝑉 𝑃 (𝜉𝑖 = 𝑥𝑖,Δ𝑖 = 𝑘𝑖).

Оцiнюватись в такому випадку буде швидкiсть знаходження кожного з
виду керувань та наскiльки мала очiкувана витрата за кожний крок. Для
ефективного порiвняння було використано декiлька рiзних випадкових полiв
та для кожного з них експеримент проводився десять разiв. Випадковi поля,
використанi для експериментiв:
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Рис. 5: 3 вершини з максимальною кiлькiстю ребер.
𝑉 = (1, 2, 3), 𝐸 = ((1, 2), (2, 3), (1, 3)). ∀𝑖 ∈ 𝑉 : 𝑋𝑖 = (1, 2, 3), 𝑈𝑖 = (1, 2)
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Рис. 6: 4 вершини, випадкове поле з невеликою кiлькiстю зв’зкiв.
𝑉 = (1, 2, 3, 4), 𝐸 = ((1, 2), (2, 3), (3, 4)). ∀𝑖 ∈ 𝑉 : 𝑋𝑖 = (1, 2, 3), 𝑈𝑖 = (1, 2)
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Рис. 7: 4 вершини, випадкове поле з великою кiлькiстю зв’зкiв.
𝑉 = (1, 2, 3, 4), 𝐸 = ((1, 2), (2, 3), (3, 4), (1, 3), (1, 4), (2, 4)).

∀𝑖 ∈ 𝑉 : 𝑋𝑖 = (1, 2, 3), 𝑈𝑖 = (1, 2)

1 2

34

5

Рис. 8: 5 вершин, випадкове поле з невеликою кiлькiстю зв’зкiв.
𝑉 = (1, 2, 3, 4, 5), 𝐸 = ((1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5)).

∀𝑖 ∈ 𝑉 : 𝑋𝑖 = (1, 2, 3), 𝑈𝑖 = (1, 2)
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34
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Рис. 9: 5 вершин, випадкове поле з великою кiлькiстю зв’зкiв.
𝑉 = (1, 2, 3, 4, 5)

𝐸 = ((1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 4), (2, 5), (3, 5)).
∀𝑖 ∈ 𝑉 : 𝑋𝑖 = (1, 2, 3), 𝑈𝑖 = (1, 2)

Для кращої репрезентативностi я додав випадковi поля, якi мають багато
зв’язкiв, та тi, якi навпаки їх мають мало. Випадковi поля з шiстьма та бiльше
вершинами не розглядались, бо пошук глобального керування потребує дуже
багато ресурсiв.
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4.2 Аналiз результатiв

Табл. 2: Результати експериментiв для випадкового поля з трьома вершинами

Sim.
№

Global
Strategy
Time

Local
Strategy
Loss

Global
Strategy
Time

Local
Strategy
Time

1 10.516 10.86 0.02605 0.00747
2 10.456 10.61 0.025 0.007576
3 10.56 10.77 0.02498 0.007366
4 10.516 10.68 0.02454 0.0074
5 10.555 10.78 0.02592 0.00778

Результати експериментiв 2 пiдтверджують наведенi в минулому секторi твер-
дження стосовно теоретичної рiзницi локального та глобального керувань. З
результатiв видно, що глобальне керування краще мiнiмiзує витрати, в се-
редньому на два вiдсотки менше у вiдношеннi до локального. Тобто якщо
брати очiкувану цiну за крок у глобальному керуваннi як 100 вiдсоткiв, то
в середньому очiкувана цiна за крок у локальному керуваннi буде в пропор-
цiї складати 102 вiдсотки. Окрiм загальної картини, можна подивитись на
окремi значення для рiзних випадкових полiв 3.

Табл. 3: Середнi значення вiдношень у вiдсотках для кожного з випадкових
полiв

Random Field
Local to

Global ratio
Percentage

Global to
Local ratio
Percentage

RandomField 5 1.87 98.17
RandomField 6 2.95 97.16
RandomField 7 1.84 98.19
RandomField 8 1.87 98.17
RandomField 9 1.29 98.73

Виходить, що в середньому найменша рiзниця мiж локальним та глобаль-
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ним керуванням була у випадкового поля з п’ятьма вершинами та найбiль-
шою кiлькiстю ребер. В той самий час, найбiльш вiдчутна надбавка витрат
за крок у випадкового поля з чотирма вершинами, де рiзниця сягає в три
вiдсотки.

Табл. 4: Середня кiлькiсть часу, який займає пошук кожної зi стратегiй

Random Field
Global
strategy
time(sec.)

Local strategy
time(sec.)

RandomField 5 0.024996 0.007485
RandomField 6 0.185354 0.020206
RandomField 7 0.184221 0.021178
RandomField 8 66.141925 0.092156
RandomField 9 94.671790 0.101406

З часових показникiв 4 очевидно, що локальне керування є набагато бiльш
ефективним в планi часу нiж глобальне. З прогресiєю за кiлькiстю вершин
помiтно, що час для пошуку глобальної стратегiї змiнюється в набагато швид-
шому темпi, нiж для локальної.

Оскiльки аналiз експериментiв завершено, можна зробити вiдповiднi пiд-
сумки. ;

5 Висновки

В данiй курсовiй роботi була дослiджена проблематика знаходження опти-
мального керування. Було виведено формально задачу, огляд теореми про
iснування оптимального керування та перенесено цю задачу в контекст лi-
нiйного програмування. Вже в цьому контекстi, було розглянуто рiзнi варi-
анти того, як можна знаходити оптимальне керування, було визначено недо-
лiки початкової задачi та проведено її декомпозицiю на меншi задачi пошуку
локального керування. В заключенi, було проведено порiвняння обох видiв
керувань та пiдтверджено деякi теоретичнi допущення вище стосовно швид-
костi знаходження та очiкуваних витрат.
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Отже, в цiй курсовiй роботi було проведено аналiз заданої задачi, визна-
чено спосiб для декомпозицiї початкової задачi та отриманню потенцiально
кращих результатiв.
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7 Додаток

class MarkovianRFWithGlobalControl ( ) :

def __init__( s e l f , X: L i s t [ Tuple [ int ] ] , U: L i s t [ L i s t [ int ] ] , \\
Q: d e f au l t d i c t , C: np . array , B: np . array ) −> None :
s e l f .X = X
s e l f .U = U
s e l f .Q = Q
s e l f .C = C
s e l f .B = B
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s e l f . Z = None
s e l f .minW = None

def W( s e l f , x : Tuple [ int ] , u : L i s t [ int ] ) :
return np .sum( ( s e l f .C − np . array (u ) ) ∗ np . array (x ) \\

+ np . array (u) ∗ s e l f .B)

def f ind_optimal_contro l ( s e l f ) :
r e s = l i np r og ( c=s e l f . c , A_eq=s e l f .A_eq , b_eq=s e l f . b_eq , \\

method = ’ s implex ’ )
s e l f . Z = np . reshape ( r e s . x , (−1 , len ( s e l f .U) ) )
s e l f .minW = 0
for i , x in enumerate( s e l f .X) :

for j , u in enumerate( s e l f .U) :
s e l f .minW += s e l f . Z [ i , j ] ∗ s e l f .W(x , u)

def __a_eq( s e l f , x ) :
c o e f s = l i s t ( )
for y in s e l f .X:

i f y == x :
[

c o e f s . append ( s e l f .Q[ x ] [ x ] [ u ] − 1)
for u in s e l f .U

]
continue

for u in s e l f .U:
c o e f s . append ( s e l f .Q[ y ] [ x ] [ u ] )

return np . array ( c o e f s )

def __prob_constr ( s e l f ) :
return np . array ( [ 1 for _ in range ( len ( s e l f .X) ∗ \\

len ( s e l f .U) ) ] )
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@property
def b_eq( s e l f ) :

return np . array ( [ 0 for _ in range ( len ( s e l f .X) ) ] + [ 1 ] )

@property
def A_eq( s e l f ) :

c o e f s = l i s t ( )
for x in s e l f .X:

c o e f s . append ( s e l f .__a_eq(x ) )
c o e f s . append ( s e l f . __prob_constr ( ) )
return np . array ( c o e f s )

@property
def c ( s e l f ) :

c o e f s = l i s t ( )
for x in s e l f .X:

for u in s e l f .U:
c o e f s . append ( s e l f .W(x , u ) )

return np . array ( c o e f s )

@property
def e rgod i c ( s e l f ) :

p i = np .sum( s e l f . Z , ax i s = 1)
return pd . S e r i e s ( pi , index = s e l f .X)

@property
def c on t r o l ( s e l f ) :

D = ( s e l f . Z .T / np .sum( s e l f . Z , ax i s = 1 ) ) .T
return pd . DataFrame ( data = D, index = s e l f .X, \\

columns = s e l f .U)

class MarkovianRFWithLocalControl ( ) :

def __init__( s e l f , V: Tuple [ int ] , Vk : Tuple [ int ] , \\
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Uk: Tuple [ int ] , E : Tuple [ Tuple [ int , int ] ] , \\
Q: d e f au l t d i c t , C: np . array , B: np . array ) −> None :
s e l f .V = V
s e l f .Vk = Vk
s e l f .Uk = Uk
s e l f .E = E
s e l f .Q = Q
s e l f .C = C
s e l f .B = B
s e l f .minW = None
s e l f . Z = None

def Wlocal ( s e l f , v : int , x : int , u : int ) :
return ( s e l f .C[ v ] − u) ∗ x + u ∗ s e l f .B[ v ]

def W( s e l f , x : Tuple [ int ] , u : L i s t [ int ] ) :
return np .sum( ( s e l f .C − np . array (u ) ) ∗ np . array (x ) \\

+ np . array (u) ∗ s e l f .B)

def f ind_optimal_contro l ( s e l f ) :
Z l o ca l = dict ( )
l o c a l_ s t r a t e g i e s = l i s t ( product ( s e l f .Vk , s e l f .Uk) )
for v in s e l f .V:

r e s = l i np r og ( c=s e l f . c ( v ) , A_eq=s e l f .A_eq , \\
b_eq=s e l f . b_eq(v ) , method = ’ s implex ’ )

Z l o ca l [ v ] = r e s . x
U = [∗ product ( ∗ [Uk for _ in range ( len ( s e l f .V ) ) ] ) ]
X = [∗ product ( ∗ [Vk for _ in range ( len ( s e l f .V ) ) ] ) ]
Z = l i s t ( )
minW = 0
for x in X:

Zx = l i s t ( )
for u in U:

26



proba = 1
for v , x_v , u_v in zip ( s e l f .V, x , u ) :

i = l o c a l_ s t r a t e g i e s . index ( (x_v , u_v) )
proba ∗= Z lo ca l [ v ] [ i ]

Zx . append ( proba )
minW += proba ∗ s e l f .W(x , u)

Z . append (np . array (Zx ) )
s e l f . Z = np . array (Z)
s e l f .minW = minW
s e l f .X = X
s e l f .U = U

def c ( s e l f , v : int ) :
c o e f s = l i s t ( )
for x in s e l f .Vk :

for u in s e l f .Uk :
c o e f s . append ( s e l f . Wlocal ( v − 1 , x , u ) )

return np . array ( c o e f s )

def b_eq( s e l f , v ) :
adj_v = [ ver tex for e in s e l f .E i f v in e for ver tex \\

in e i f ver tex != v ]
Y = [ tuple ( zip ( adj_v , y ) ) for y in [ ∗ product ( ∗ [ s e l f .Vk \\

for _ in adj_v ] ) ] ]
c o n s t r a i n t s = l i s t ( )
for x in s e l f .Vk :

mean = sum( [ s e l f .Q[ ( v , x ) ] [ y ] [ u ] for y in Y for u \\
in s e l f .Uk ] ) / ( len (Y) ∗ len ( s e l f .Uk) )

c on s t r a i n t s . append (mean)
return np . array ( c on s t r a i n t s )

@property
def A_eq( s e l f ) :
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c o e f s = l i s t ( )
for i , _ in enumerate( s e l f .Vk ) :

x_coefs = np . z e r o s ( shape = ( len ( s e l f .Vk) ∗ \\
len ( s e l f .Uk) , ) )

x_coefs [ l i s t (range ( i ∗ len ( s e l f .Uk) , ( i + 1) ∗ \\
len ( s e l f .Uk ) ) ) ] = 1

c o e f s . append ( x_coefs )
return np . array ( c o e f s )

@property
def __prob_constr ( s e l f ) :

return np . array ( [ 1 for _ in range ( len ( s e l f .Vk) \\
∗ len ( s e l f .Uk ) ) ] )

@property
def e rgod i c ( s e l f ) :

p i = np .sum( s e l f . Z , ax i s = 1)
return pd . S e r i e s ( pi , index = s e l f .X)

@property
def c on t r o l ( s e l f ) :

D = ( s e l f . Z .T / np .sum( s e l f . Z , ax i s = 1 ) ) .T
D[ np . i snan (D) ] = 0
return pd . DataFrame ( data = D, index = s e l f .X, \\

columns = s e l f .U)

class RandomField ( ) :

def __init__( s e l f , V: Tuple [ int ] , Vk : Tuple [ int ] , \\
Uk : Tuple [ int ] , E : Tuple [ Tuple [ int , int ] ] , \\
rand_int_n : int = 100 , Qloca l : d e f a u l t d i c t = None , \\
g l o b a l l y : bool = False ) :
s e l f .V = V
s e l f .Vk = Vk
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s e l f .Uk = Uk
s e l f .E = E
s e l f . g l o b a l l y = g l o b a l l y
s e l f . rand_int_n = rand_int_n
s e l f . Qloca l = Qloca l i f Qloca l i s not None \\

else s e l f . __generate_local_Q ( )
i f s e l f . g l o b a l l y :

s e l f .X = [∗ product ( ∗ [ s e l f .Vk for _ in \\
range ( len ( s e l f .V ) ) ] ) ]

s e l f .U = [∗ product ( ∗ [ s e l f .Uk for _ in \\
range ( len ( s e l f .V ) ) ] ) ]

s e l f . Qglobal = s e l f . __generate_global_Q ( )

def __generate_local_Q ( s e l f ) :
Qloca l = d e f a u l t d i c t (lambda : d e f a u l t d i c t (\\

lambda : d e f a u l t d i c t ( int ) ) )
for v in s e l f .V:

adj_v = [ ver tex for e in s e l f .E i f v in \\
e for ver tex in e i f ver tex != v ]

Vs = [ tuple ( zip ( adj_v , y ) ) for y in \\
[ ∗ product ( ∗ [ s e l f .Vk for _ in adj_v ] ) ] ]

for y in Vs :
for u in s e l f .Uk :

x_prob = np . random . d i r i c h l e t (\\
np . random . rand int ( low = 1 , \\

high = s e l f . rand_int_n , \\
s i z e=len ( s e l f .Vk) ) , \\
s i z e =1) [0 ]

for i , x in enumerate(Vk ) :
Qloca l [ ( v , x ) ] [ y ] [ u ] = x_prob [ i ]

return Qloca l

def __generate_global_Q ( s e l f ) :
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Qglobal = d e f a u l t d i c t (lambda : d e f a u l t d i c t (\\
lambda : d e f a u l t d i c t ( int ) ) )

for y in s e l f .X:
for u in s e l f .U:

for s t a t e in s e l f .X:
proba = 1
for v , x in zip ( s e l f .V, s t a t e ) :

adj_v = np . array ( [ ve r tex for e \\
in s e l f .E i f v in e for ver tex \\
in e i f ver tex != v ] )

y_v = tuple ( zip ( adj_v , l i s t (\\
np . array (y ) [ adj_v − 1 ] ) ) )

proba ∗= s e l f . Qloca l [ ( v , x ) ] [ y_v ] [ u [ v−1] ]
Qglobal [ s t a t e ] [ y ] [ u ] = proba

return Qglobal

def p lo t ( s e l f ) :
G = nx . Graph ( )
G. add_edges_from ( s e l f .E)
nx . draw (G, with_labe l s=True )
p l t . show ( )

def copy ( s e l f , gen_local = True ) :
a rgs = s e l f .V, s e l f .Vk , s e l f .Uk , s e l f .E
kwargs = {" g l o b a l l y " : s e l f . g l o b a l l y }
i f not gen_local :

kwargs = {"Qloca l " : s e l f . Qloca l }
return s e l f . __class__(∗ args , ∗∗kwargs )

def __str__( s e l f ) :
return f "RandomField (V␣=␣{ s e l f .V} ; ␣Vk␣=␣{ s e l f .Vk} ; ␣\\

␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣Uk␣=␣{ s e l f .Uk} ; ␣E␣=␣{ s e l f .E}) "
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@property
def n_of_vertexes ( s e l f ) :

return len ( s e l f .V)

@property
def n_of_states ( s e l f ) :

return len ( s e l f .Vk)

@staticmethod
def f rom_str ing ( s t r i n g : str ) :

a rgs = l i s t ( )
for var in [ "V" , "Vk" , "Uk" ] :

var_unp , s t r i n g = s t r i n g . s p l i t ( " ; " ) [ 0 ] , \\
s t r i n g . s p l i t ( " ; " ) [ 1 : ]

va lue = eval ( var_unp . s p l i t ( f "{var }␣=␣" ) [ 1 ] )
a rgs . append ( va lue )

va lue = eval ( var_unp . s p l i t ( f "E␣=␣" ) [ 1 ] [ : − 1 ] )
args . append ( va lue )
return RandomField (∗ args )

class ComparisonSimulations ( ) :

def __init__( s e l f , random_fields : L i s t [ RandomField ] , \\
C: np . array , B: np . array , \\
n_of_sim_for_each_field : int = 20 , n_jobs : int = −1):
s e l f . random_fields = random_fields
s e l f .C = C
s e l f .B = B
s e l f . n_of_sim_for_each_field = n_of_sim_for_each_field
s e l f . n_jobs = n_jobs
s e l f . r e s u l t s = l i s t ( )

def run_simulat ions ( s e l f ) :
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p a r a l l e l = Pa r a l l e l ( n_jobs=−1, pre_dispatch="2∗n_jobs" ,\\
backend=" loky " , p r e f e r=" p ro c e s s e s " )

def _fit_and_get_scores ( random_fie ld_origin : \\
RandomField , n_sim : int , C: np . array , \\
B: np . array , worker_random_state : int ) :
import numpy as np
seed (None )

random_field = random_fie ld_origin . copy ( )
C = C [ : random_field . n_of_vertexes ]
B = B [ : random_field . n_of_vertexes ]

l o c a l_ r f = MarkovianRFWithLocalControl ( \\
random_field .V, random_field .Vk, \\
random_field .Uk, random_field .E, \\
random_field . Qlocal , C, B)

s t a r t = time . time ( )
l o c a l_ r f . f ind_optimal_contro l ( )
loca l_rf_time = time . time ( ) − s t a r t

g l oba l_r f = MarkovianRFWithGlobalControl (\\
random_field .X, random_field .U, \\
random_field . Qglobal , C, B)

s t a r t = time . time ( )
g l oba l_r f . f ind_optimal_contro l ( )
global_rf_time = time . time ( ) − s t a r t

return l i s t ( [ str ( random_field ) , n_sim , \\
g loba l_r f .minW, l o c a l_ r f .minW, \\
global_rf_time , loca l_rf_time ] )

s e l f . r e s u l t s = p a r a l l e l (
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delayed ( _fit_and_get_scores ) ( random_field , \\
num_simulation , s e l f .C, s e l f .B, \\
np . random . rand int ( low=1, high=1e9 ) )

for random_field in s e l f . random_fields
for num_simulation in range (1 , \\

s e l f . n_of_sim_for_each_field + 1)
)
return s e l f . r e s u l t s

@property
def r e su l t s_csv ( s e l f ) :

return pd . DataFrame ( data = s e l f . r e s u l t s , \\
columns = [ "Random␣Fie ld " , " S imulat ion " , \\
"Global ␣ s t r a t e gy ␣Loss " , "Local ␣ s t r a t e gy ␣Loss " , \\
"Global ␣ s t r a t e gy ␣Time" , "Local ␣ s t r a t e gy ␣Time" ] )

;
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