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Досліджено програмно-орієнтовні логічні формалізми модального типу — транзиційні компози
ційно-номінативні модальні логіки. В межах цих логік можна виділити мультимодальні, темпо- 
ральні, епістемічні композиційно-номінативні логіки еквітонних предикатів. Для таких логік побу
довано першопорядкові числення секвенційного типу.
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Апарат модальних логік успішно використо
вується для розв’язання різноманітних задач з ін
форматики й програмування [6]. Темпоральні ло
гіки ефективно застосовуються для моделювання 
динамічних систем, специфікації та верифікації 
програм. Для опису інформаційних та експерт
них систем, баз даних і баз знань з неповною ін
формацією використовуються епістемічні логіки. 
Традиційні модальні логіки базуються на класич
ній логіці предикатів. Проте така логіка має низ
ку обмежень, що ускладнює її використання. Це 
мотивує необхідність побудови нових, програм- 
но-орієнтованих класів логічних формалізмів 
модального типу. Такими є композиційно-номі
нативні модальні логіки, які поєднують можли
вості композиційно-номінативних логік част
кових квазіарних предикатів і традиційних мо
дальних логік [1]. Дуже важливим класом 
КНМЛ є транзиційні модальні логіки (ТМЛ), во
ни відбивають аспект зміни й розвитку предмет
них областей, описуючи переходи від одного 
стану світу до іншого. В межах ТМЛ природним 
чином можуть розглядатися традиційні модальні 
логіки -  алетичні, темпоральні, епістемічні, де- 
онтичні тощо. Підкласами ТМЛ є мультимо
дальні (ММЛ) та темпоральні (ТмМЛ) компози
ційно-номінативні логіки. Окремими випадками 
ММЛ є загальні ТМЛ та епістемічні КНМЛ. За
гальні ТМЛ та ТмМЛ досліджувались, зокрема, 
в роботах [4; 5], для них збудовано числення сек
венційного типу. Семантичні властивості ММЛ 
та епістемічних ТМЛ вивчались в [2; 3].

У статті досліджуються семантичні та син
таксичні властивості першопорядкових ТМЛ 
еквітонних часткових предикатів. Описано се
мантичні моделі та мови різних класів таких 
ТМЛ, зокрема властивості відношення логіч
ного наслідку для множин специфікованих ста
нами формул. На цій основі для таких логік 
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побудовано числення секвенційного типу. їх 
особливістю є використання секвенційних 
форм елімінації кванторів під реномінаціями 
та спрощених форм елімінації модальностей. 
Для таких числень доведено теореми корек
тності й повноти.

Поняття, які тут не визначаються, тлумачимо 
в сенсі [1; 2; 4; 5].

1. Транзиційні модальні системи

В основі КНМЛ лежить поняття композицій
но-номінативної модальної системи (КНМС). 
КНМС -  це об’єкт вигляду М  = (Cms,Fm,Jm), де 
Cms -  композиційна модальна система (КМС), 
Fm —множина формул відповідної мови КНМЛ, 
Jm -  відображення інтерпретації формул на ста
нах світу.

КМС задають семантичні аспекти світу, вони 
є семантичними моделями реляційного типу. 
КМС мають вигляд Cms = (S , R, Pr, С), де S  -  
множина станів світу, R -  множина відношень 
на S  вигляду R qS x S", Pr -  множина предикатів 
на станах світу, С — множина композицій на Рг, 
яка визначається базовими модальними компо
зиціями та базовими загальнологічними компо
зиціями відповідного рівня; для чистих першо
порядкових логік такими є загальнологічні

v , * ’ ,3x .
Для першопорядкових КНМЛ конкретизує

мо S  як множину неокласичних [1] алгебраїч
них систем вигляду а = (Аа, TVJ, де Рга -  множи
на еквітонних предикатів вигляду rAa-> {T,F} . 
Тоді А = ( J  Аа -  множина усіх базових даних

a e S

світу, Pr = ( J  Рга -  множина предикатів усіх
aeS

станів світу.
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Транзщійна модальна система (ТМС) -  це 
КНМС, у якої Я складається з відношень вигляду 
Яс.У х Б. Трактуємо Я як відношення переходу (до
сяжності) на станах. ТМС із базовими модальними 
композиціями {К. | ієі} та Я = {>. | /є/}, де кожному 
>. зіставлено К  назвемо мультимодальними 
(ММС). ТМС із єдиною базовою модальною ком
позицією □ (необхідно), у яких Я = {>}, назвемо за
гальніша (ЗТМС). ТМС, у яких Я = {>}, а базовими 
модальними композиціями є п т. (завжди буде) та СЦ 
(завжди було), назвемо темпоральними (ТмМС).

Для ЗТМС та ТмМС також задають дуальні 
композиції ф (можливо), 0 Т (колись буде), 0 А 
(колись було) : ОР, О^Р, означають -іП -Р , 

іП^—Р , —іП̂ :—Р.
Залежно від властивостей відношень переходу 

можна визначати різні класи ТМС. Традиційно 
розглядають випадки, коли ці відношення можуть 
бути рефлексивними, симетричними чи транзи
тивними. Якщо в ММС всі >. рефлексивні, то в на
зві ММС пишемо символ Я; якщо всі > транзитив
ні, то пишемо Т; якщо всі >. симетричні, то пише
мо 5. Отримуємо такі чисті типи ММС:

Р-ММС, Г-ММС, 5-ММС, РГ-ММС, ЯБ-
ммс, га-ммс, ятб- ммс.

Аналогічно, розглядаючи випадки, коли від
ношення > може бути рефлексивним, симетрич
ним чи транзитивним, отримуємо відповідні 
класи ТмМС та ЗТМС:

Р-ЗТМС, Г-ЗТМС, 5-ЗТМС, РР-ЗТМС, ЯБ-
зтмс, тб-зтмс,ятб-зтмс;

Р-ТмМС, Г-ТмМС, 5-ТмМС, РГ-ТмМС, ЯБ- 
ТмМС, 7У-ТмМС, Рге-ТмМС.

ММС із скінченними множинами однотип
них відношень переходу названо [2, 3] епісте- 
мічними (ЕМС).

Зауважимо, що для загального випадку ММС 
можливі складніші, змішані типи (напр., >1 симе
тричне, >2 транзитивне й рефлексивне, >2 рефлек
сивне тощо).

Опишемо мову чистих першопорядкових 
ТМС. Алфавіт мови: множини V предметних 
імен та Рл предикатних символів (ПС); символи 
базових композицій - і ,  V , Щ  , Зх; множина Му 
символів базових модальних композицій (мо
дальна сигнатура). Множина Рт формул мови 
визначається індуктивно:

БА) кожний p.ePs -  (атомарна) формула;
БЬ) нехай Ф, 'РєУ/и; тоді -Ф єУ /и, vФЧ,єFm, 

Щ ( Ф) Є У/и, ЗхФєЯт;
БМ) нехай ФєУ/и, 36 еМу; тоді 36Ф еУ/и.
Для ММС маємо Му = {К. | і є /} , тоді п. БМ ви

значення формули має вигляд:
БК) нехай ФеУ/и, К. еМу; тоді К.ФеУ/и.

Для ТмМС маємо М у= {пг, □і }, п. БМ визна
чення формули має вигляд:

БТ) нехай ФєУ/и; тоді п гФ, П^ФєУ/и.
Для ЗТМС маємо М у= {□}, тоді п. БМ визна

чення формули має вигляд:
Бп) нехай ФєFлI; тоді пФеУ/и.
Задамо відображення інтерпретації формул 

на станах. Спочатку задамо відображення 
У/и: Рух Б->Рг, при цьому вважаємоІт (р,а) є Рга. 
Продовжимо Іт до відображення У/и : Рт х Б->Рг. 
При цьому У/и (Ф, а) є  Рга.

ІА) У/и (р, а) = Іт (р, а) для всіхрвРя;
ІЬ) У/и (-і, а) = -і (У/и (Ф, а));
У/и ^ФТ*, а) = V (Ут (Ф, а), У/и (¥ , а)); 
У/П(ЇГФ, а) = я :  (У/и (Ф,а));
У/и (ЗхФ, а) (У)

17. якщо У/и(Ф,а)(УУхі->а) = Г для деякого а є Аа, 
Я, якщо Ут(Ф,а)(УУх а) = Р для всіх а є Аа, 

невизначене в усіх інших випадках.

Для модалізованих формул у випадку ММС 
додаємо пункт:

ІК) У/и (К.Ф, а) (У) =
( Т, якщо .//и(Ф,8)(У) = Т для всіх 8 є  5і: а  >, 8, 

Р, якщо існує 8 є Б : а  >, 8 та У/и(Ф,8)(У) = А, 
невизначене в усіх інших випадках.

Якщо для а не існує такого Р, що а >. р, то 
У/и (К.Ф,а) (У)т для всіх З є уАа.

У випадку ТмМС додаємо пункт:
ІТ) У/и (п тФ, а) (У) =

( Т, якщо У/и(Ф, 8)(У) = Т для всіх 8 є  Б : а  > 8, 
Я, якщо існує 8 є Б : а  > 8 та У/и(Ф,8)(У) = Р, 

невизначене в усіх інших випадках;

У/и (п^Ф, а) (У) =

( Т, якщо У/и(Ф, 8)(У) = Т для всіх 8 є  Б : 8 > а , 
Я, якщо існує 8 є Б : 8 > а  та У/и(Ф,8)(У) = Р, 

невизначене в усіх інших випадках.

Якщо для а не існує такого Р, що а > Р, то У/и 
(□ ТФ, а) (У)т для всіх У є ^ а; якщо для а не іс
нує такого Р, що Р >  а, то У/и (п^Ф, а) (У)т для 
всіх А єгА .а

У випадку ЗТМС додаємо пункт:
Іп) У/и (пФ, а) (У) =

Г Т, якщо У/и(Ф, 8)(У) = Т  для всіх 5 є  £ : а  > 8, 
= і.Я, якщо існує 8є Б:  а  > 8  таУиг(Ф,8)(У) = Р, 

невизначене в усіх інших випадках.

Якщо для а не існує такого Р, що а > Р, то 
У/и (пФ, а) (У)т для кожного З є гАа.

Предикат У/и (Ф, а), який є значенням форму
ли Ф у стані а, позначаємо Ф .

ТМС скорочено позначаємо як (Б, Я, А, Уиї). 
У подальшому викладі вважаємо, що Му 

конкретизоване так: Му = {К. | ієГ} для ММС, 
Му= {пт, для ТмМС, Му= {□} для ЗТМС.
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Тип ТМС визначається її модальною сигнату
рою Му, однотипністю відношень із Я для кожного 
36 єМ? та сигнатурою синтетичної неістотності [1].

Формула Ф істинна в стані а, якщо Ф — іс
тинний предикат.

Ф істинна в ТМС М  (позн. М  |= Ф), якщо Фа є 
істинним для кожного ає£ .

Ф усюди істинна (позн. |=Ф), якщо М |=Ф для 
всіх ТМС Модного типу.

Можна виділити [5] ТМС із сильною умовою 
визначеності на станах (названі 5Ї-ТМС) та ТМС із 
загальною умовою визначеності на станах (названі 
Си-ТМС). Модальні композиції &-ТМС не зберіга
ють [5] еквітонність предрпсагів, а зберігають лише 
слабку еквітонність. Тому сильна умова визначе
ності може призвести до порушення інформацій
ної монотонності. Водночас модальні композиції 
Єя-ТМС вже зберігають [5] еквітонність, тому 
основну увагу приділимо розгляду Єи-ТМС.

Символи модальних композицій можна [5] 
проносити через реномінації: 
для довільних 36 єМу маємо |= Щ 36Ф <-̂ 36Д”Ф.

Взаємодія модальних композицій та кванто
рів складніша [5].

Для довільних 36 єМ? маємо |= ЗхЗбФ -» 
ЗбЗхФ та |= 36\/хФ -»\/х36Ф .

Водночас | \ / х36Ф—»36 \/х Ф  та ЗбЗхФ
-» ЗхЗбФ.

2. Секвенційні числення транзиційних 
модальних логік

Секвенційні числення ТМЛ будуємо на осно
ві властивостей відношення логічного наслідку 
для множин специфікованих станами формул.

Специфікована станом формула має вигляд 
Фа, де Ф -  формула мови, а -  її специфікація 
(відмітка), яку трактуємо як ім’я стану світу.

Нехай М  -  ТМС із множиною станів У, Г -  
множина специфікованих станами формул, 
в якої специфікації (імена станів) утворюють 
множину Б.

Множина Г узгоджена із ТМС М , якщо зада
на ін’єкція Б у 5.

Нехай А та Г -  множини специфікованих ста
нами формул.

А є логічним наслідком Г в узгодженій із ними 
ТМС М(позн. Г \=мА), якщо для всіх <іє ГА із умо
ви Фа (й?ц) = Т для всіх Ф“єГ випливає: неможли
во Т'р (с/р) = іг для всіх Ч'РєД. Надалі запис Г |=МА 
матиме на увазі узгодженість М  із Г та А.

А є логічним наслідком Г (відносно КНМС 
певного типу), що позначаємо Г |=А, якщо Г |=МД 
для всіх ТМС М  відповідного типу.

Звідси маємо: Г | А <=> існують узгоджена із Г 
та А КНМС М та д є гА такі, що для всіх Ф“єГ має
мо Фа (й̂ ) = Гта для всіх Ч'РєД маємо Ч^ Ц,) =Е 

Розглянемо основні властивості відношення 
логічного наслідку для множин специфікованих 
станами формул. Немодальні властивості повто
рюють відповідні [2] властивості логічного на
слідку для множин формул логіки еквітонних 
предикатів. До них віднесемо наведені в [4] 
властивості —і̂ , -і_|; V!, V!, Я Т , ЯТч, ФІЧр Я Я , 
Я Я , Я—ір Я—1_|, Яу  , Я ^ ,  до яких додаємо такі 
властивості:
С) якщо ГпА 0, то Г |=МА.
Ц) нехай Г с  У та А с  Е. Тоді Г |=МА => У |=МЕ; 

Я ЗЯ р Щ;;(ЗхФУ,Т\=мА «  Щ(ЗхФУ, Ґ|=,Д; 
зокрема, ЯДЗяФ)“, Г |=МД <=> ЗхФа, Г |=МА; 
ЯЗЯН) г \=мА,щ :;(ЗхФу «  г |= И Л ”( ^ Ф Г ; 
зокрема, Г |=м А, ̂ (ЗжФ)“ «  Г |=м А, ЗхФ“.
Із елімінацією кванторів (зокрема, під реноміна- 
цією) пов’язано властивості:
3 ^  Я Ч ^Ф )“,Г|=МА «  Ч”;;(Ф)“’Г|=мА(іут 
у  є Ур у€птп (Г, А, Щ (ЗяФ))); 
з ^  ЗхФ‘,Г |=МА »  я ;(ф У, Г |=МА (тутуєУ т 
т&уіптп (Г, А, Ф));
зя_|) Г |=мд,іГ;;(ФГ, Щ(3хфу « г |=ма, 
Щ(ЗхФУ;
З ч) Г |=м А,іг;(Ф)“, ЗхФ“ «  Г |=м А, ЗхФа.

Властивості, пов’язані з пронесенням кван
торів через реномінацію:
Я§6,3 Г, Щ (36Ф)“ |=мд «  Г, 36 Щ (ФУ \=мА, 
де 36 є М у;
Я36н) Ґ |=мА, Щ (36Ф)“ »  ґ  |=м А, 36 Щ (Ф)", 
де 36 єМу.

Розглянемо елімінацію модальностей. У ви
падку ММС маємо (тут К є  Му) :

V  К.Ф“, Г |=МА «  {ФРІа>.р} иГ |=МА;
К. |) Г |=МД, К.Фа <=> Г |=МД, Фр для всіх станів 

РєУ таких, що а>.р.
У випадку ТмМС маємо:
□і-н) а іфа’ г Ь А « '  {фР І «>Р}иГ К А
п г-|) г І=МА> п тф “ ^  г І=А  фР Для всіх ста

нів рєУ таких, що а>р;
П,Ф“, Г |=,А «  {ФР | Р>а} иГ |=м А;

□н ) Г |=МА, П,Ф“ <=> Г \=мА, ФР для всіх ста
нів РєУ таких, що Р>а.

У випадку ЗТМС маємо:
ПФ“, Г|=МА <» {фР | а>Р} иГ|=мД;

□_і) Г |=МА, пФа <̂ > Г |=МА, фР для всіх станів 
РєУ таких, що а>р.
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Секвенційні форми мусять зберігати |= при 
переході від засновків до висновку та зберігати 
\ч*= при переході від висновку до засновків. Тому 
для властивостей відношення |= записуємо від
повідні дуальні властивості відношення \ч*=, які 
отримуємо контрапозицією властивостей |=. 
Майже всюди формально замінюємо \=м на \ ^ м> 
лише для \/|_ та властивостей вигляду «Н», дуаль
ні |_v та задаємо інакше:
, V ) Ф vxPa, Г |^ МД « Ф “, Г И МД або Г |
ЧК() Г | ч^мА, пФ“ <=> Г | ч±м А, пФр для деякого 
(ЗєА' такого, що а>.р.

Так само записуємо для ЗТМС, - |п т і -Іп і 
для ТмМС.

Наведені властивості відношення логічного 
наслідку індукують (окрім С і Ц) відповідні сек
венційні форми, а властивість С задає умову 
замкненості секвенції.

Специфікацією стану назвемо слово вигляду 
а |-  чи .а—|, де а -  ім’я стану. Стани іменуємо на
туральними числами. Початковий стан познача
ємо як 0.

Секвенції збагачуємо збудованими на даний 
момент виведення множинами станів та відно
шень на станах. Нехай X — множина специфіко
ваних формул, а {Аа}, р р4р), ... -  побудовані 
на даний момент стани із множинами їх базо
вих даних; М  -  схема моделі світу, тобто збудо
ване на цей момент відношення досяжності, за
писане для імен станів, Л  -  множина імен ста
нів на даний момент. Збагачені секвенції 
записуємо як І  // а {Аа}, р {А?}, IIМ, скороче
но як І II Бї // М.

Наведемо базові секвенційні форми чис
лень чистих першопорядкових ТМЛ еквітон- 
них предикатів. Форми, аналогічні відповід
ним формам числень логіки еквітонних квазі- 
арних предикатів [2], не змінюють схему 
моделі світу:

а. ,Л £  /  /Бі /  / М  
^  а|_ ~>А, £  Ц Б і Ц М '

а|_Д £ /  /Бі/ /М 

о_г Д £  Ц Б і Ц М 1

а1Ж А) ^  / / З і / / М

к т  ! 1 3 4 1 м
-! аЧд д а , £  Ц Б і Ц м '

^  „ і Ц Б і Ц м  
а|_Д”(іГ (Л )),£  ЦБі  /  / М  ’

а-\Ч  ° * (л ) ,£  / /Зі  Ц М
ИН̂ ( ІГ (Л ) ) ,£  /  /Бї /  / М  ’

а Г Д”(Л),£ Ц Б і Ц М

"■ а, Щ Ь А) ^  / № / № '

 ̂ а_Г Щ(А),У ЦБіЦМ
” ■ а_,Щ Ь А ) , я  / № / № '

а_,Д"(Л)УД*(Д),£ ПБіЦМ 
Н ^ (^ 5 ) , £  ПБіЦМ ;

а|_Д"(Л)УД"(Д),£ ПБіЦМ 
Щ(АМВ)^ ПБіЦМ ;

а|_Д!(Л),£ П Б і Ц М  

а|_Л ^(Л ),£  Ц Б і Ц М
Деуєр (А);

а_,Д!(Л),£ Ц  Бі Ц  М  

Н Л ^(Л ),£  П  Бі П  М
деуєц(Л);

а1_Щ(ЗхА),і: Ц Б і Ц М  

уі_щ :;(ЗхА), ї  Ц Б і Ц М ;

,11311
а_,Ц{ЗхА),Т. Ц Б і Ц М  

аЧЛ“;(3*А ),£  Ц Б і Ц М ;

а|_ Л £  Ц Б і Ц М  о|_Д,£ Ц Б і Ц М  
а|_Л У В ,£  Ц Б і Ц М

^ З р
а|_3яі4,£ Ц Б іЦ М  

и|_д;(3хА)Я  /  /Бі /  /М ’

аН^ а- і /  П Ч  Iм .
-У аНЛУ5,£ ЦБіЦМ :

_^3р
/ Ц і Ц М

Д О я А ) ,£  Ц Б і Ц М ■
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Форми типів ЯТ, Ф1Д ЯЗ Я, ЯЗр допоміжні, 
усі інші форми основні.

Форми елімінації кванторів мають вигляд:

/ т / м
а1_В;(ЗхА),Е / /БІ / /М ’

^  //м//м
оНД£(ЕЬ1),Е //Бі//М

„І-Ц{А) ,Е / / Б У / / М  
ь а,_3*ДЕ //Бі//М ;

аНЗзДа_,д;(Д,Е //я//м  

а_,ЗаДЕ //Я//М

Для НЗЯ  умови: у є (Г, А, Л“ (ЗжФ));
при цьому до носія Аа стану а додається новий 
елементу. Для !_3 умови-.увУруепт (%,А); до Аа 
додається новий у.

Форми для пронесення реномінації через мо
дальні оператори (тут 36 є Ms):

R3C „і-*Ц*(Л),£ //St//M 

а|_Д”(3€Д,Е //St//M’

ш  I ISt//M

а_,^(36Л),Е //St//M'

Форми елімінації модальних операторів за
писуються по-різному залежно від властивостей 
відношень переходу. Традиційними є випадки, 
коли ці відношення можуть бути транзитивни
ми, рефлексивними чи симетричними. Для 
ТмМЛ треба врахувати, що та при симе
тричності > діють ідентично, тому при умові та
кої симетричності темпоральні числення іден
тичні відповідним численням ЗТМЛ.

Наведемо для прикладу форми К4 та К, для 
таких випадків.

1. Загальний випадок. Якщо на >. не накладе
но додаткові умови, то маємо:

„ і-К Д д -Д  я / / т и м
'• а|_ К Д Е  / / Б і / / М  ‘

Форма  ̂К. застосовується до К(Д для всіх 
наявних у даний момент (згідно із схемою моделі 
світу М)  станів р таких, що а>.р. Якщо таких

станів немає, то вводимо новий стан Р (при цьо
му Ар=Аа) та додаємо а>.р до М.

М А,Е / /  в і ' / /  М и { а  >. /3}

|К‘ П_,К.Д Е / /  Бі / / М

Тут р — новий стан, до схеми моделі світу М  
додаємо а>.р та задаємо Ар =Аа.

2. >. рефлексивне та симетричне. У цьому 
випадку форма К(така ж, як для загального ви
падку, вона застосовується до а| К.Я для всіх на
явних у даний момент (згідно із схемою моделі 
світу М) станів р таких, що а>.р чи Р>.а. Згідно із 
рефлексивністю >. при першому застосуванні К. 
засновок має вигаяд .К.А, А, X // Й  IIМ.

,_ ,Л Е / /  Бі ' / /  М и  {а >. /3,/3>. а}
-'К' оЧК Д  Е / /  Бі / / М

Тут р -  новий стан, до М додаємо а>.р та Р>.а, 
задаємо Ар=Аа.

3. >. транзитивне, рефлексивне та симе
тричне. У цьому випадку маємо:

^ К Д ^ Д ^ К Д  Х / / Б І / / М  і-
і- '• а|_ К Д Е  Ц Б і Ц М

Форма | К. застосовується до а|_К.А для всіх на
явних у даний момент (згідно зі схемою М)  станів 
Р таких, що о>.р чи Р>.а. Специфікована р|_КД тут 
необхідна через транзитивність >.. Згідно з рефлек
сивністю >. при першому застосуванні цієї форми 
засновок має вигляд а|_К.А, а|_Д Е // Й / /М.

Форма ^ К. така ж, як для випадку 2.
Враховуючи наведені властивості відношення 

|=, для базових форм маємо:
І_Л_,К / / м

Теорема 1. Нехай -----------——  та
,_ГЧА / / М

Л К / / М  X  2 /  /  М .
------------------  — —---------------  -  базові секвен-

І_Г_,А / / М

ційні форми. Тоді: 1) якщо Л |=К, то Г |= А; 2) як
що Л |= К та X |= г, то Г|=А.

Наслідок. Для наведених секвенційних форм 
маємо:

1) із Г |^= А випливає Л |ч*= К; 2) із Г |^= А ви
пливає ЛІ К або XІ ̂  Ъ.

Процедура побудови секвенційного дерева 
для числень ТМЛ в основному аналогічна відпо-
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відній процедурі для секвенційних числень логік 
квазіарних предикатів [1]. Розглянемо її особли
вості на прикладі числень ММЛ.

Побудову дерева ведемо паралельно із побудо
вою схеми моделі світу. Ця схема оновлюється 
при застосуванні К.-форм (інколи К,-форм), які 
додають нові стани.

Побудова дерева розбита на етапи. На почат
ку побудови зафіксуємо нескінченний список Ш  
«нових» тотально неістотних імен, які не зустрі
чаються в початковій секвенції. Кожне застосу
вання форми проводиться до скінченної множи
ни доступних на даний момент формул. Перед 
застосуванням основної форми при потребі за
стосовуємо належну кількість разів форми типів 
БІТ, Ф1Ч, ЯЗЯ, ЯЗр.

На кожному етапі спочатку виконуємо всі 
^3-форми та ! ЗЯ-форми (щоразу беремо нове 
у є ТИ у відповідному стані). Потім виконуємо 
інші основні форми, окрім елімінації модаль- 
ностей. Форми 3 та ^ЗЯ застосовуємо багато
кратно — для усіх імен доступних формул даної 
секвенції та її наступників. Далі виконуємо 
_! К,-форми, потім багатократно (згідно зі схемою 
моделі світу) -  ^К.-форми.

Процедура побудови секвенційного дерева за
вершено позитивно, якщо отримано замкнене 
дерево. Якщо маємо скінченне незамкнене дере
во або процедура не завершується, то в дереві 
існує скінченний чи нескінченний незамкнений 
шлях. Кожна з формул початкової секвенції 
зустрінеться на ньому і стане доступною.

Теорема 2 (коректності). Нехай секвенція 
І_Г_|Д вивідна. Тоді Г |=А.

Нехай вивідна, тоді для неї побудовано 
замкнене секвенційне дерево. Усі його листи — 
замкнені секвенції, тому для кожного такого 
листа |_Х_̂  маємо X |= І.  Рух від листів дерева 
до його кореня здійснюється за допомогою 
секвенційних форм. За теоремою 1 при пере
ході від засновків до висновків форм зберіга
ється відношення |=. Тому для кожної верши
ни секвенційного дерева Л^К маємо Л|=К. Зо
крема, для секвенції |_Г_|Д -  кореня дерева -  теж 
маємо Г |= Д.

Для доведення повноти секвенційних чис
лень ТМЛ використаємо метод систем модель
них множин. Система модельних множин -  це 
пара ({Яа | а є У}, М), де кожна Н а -модельна 
множина стану а, М  — схема моделей світу, яка 
задається Я.

Модельна множина стану Я  визначається 
умовою коректності та умовами переходу. Умо
ва коректності індукується умовою замкненос
ті секвенції:

МС) для кожної примітивної Ф л и те одна з 
. Ф чи ф  може належати до Я

Умови переходу індуковані виконанням від
повідних секвенційних форм. Для ЗТМЛ і ТмМЛ 
їх наведено в [4], вкажемо лише відмінні від наве
дених умови.

МЯЗр) ц|_д;(3тф) є Я ^ а|_3*ФєЯа; 

!НД;(ЗтФ) є Я ^ З х Ф є Я ;

МЯЗЯ) а|_Д:;;(ЗхФ) є Я  ^  а1_Щ(ЗхФ).єНа;

а_{щ :;(зхФ )ена^  а_}щ(зхФ)ен- ,

М 3) Якщо а |ЗхФ єЯ ц, то існує у є  БК таке:

, Я *(Ф )єЯ ;а \-  у X /  д*

якщо ^ З х Ф є/Г , то а |Д*(Ф) єН а для всіх 

УЄК'>
МЗЛ) якщо а|_Д“(ЗжФ) єНа, то існує у є ЇГа 

таке: в|_Д£*(Ф) є Я а;

ЯКЩО „ ^ ( З х Ф )  є / /  , ТО а_ІГ’*(Ф) є Я а ДЛЯ 

всіх у є БГ .

МЯЗІ) а1_ Щ т  а1_Щ( Ф)  є Я ;

аН^(ЗЄФ)єЯ ^ аН3€Д|(Ф)є Я .

Тут ЗбєМу. У випадку ЗТМЛ умову МЯ36 
конкретизуємо як МЫЛ, у випадку ТмМЛ -  як 
М Яп1. та М Лп4, у випадку ММЛ -  як МЛК (пи
шемо для всіх К.єМу).

Елімінації модальностей індукують відповід
ні умови. Для ММЛ вони такі:

МК) якщо а|_К.Ф єЯа, то р|_ФєЯр для всіх РєУ 
таких, що а>.р (тут К.єМу);

якщо аНК. Ф єЯ а, то ^Ф єЯ р для деякого РєУ 
такого, що а>.р (тут К.єМу).

Аналогічно записується умова Мп для 
ЗТМЛ, для ТмМЛ вона розщеплюється на умови 
М пт та Н п4 (див. [3]).

Теорема 3 (про контрмодель). Нехай р  -  неза
мкнений шлях в секвенційному дереві, 
Я  — множина всіх специфікованих чи формул 
секвенцій шляху р , М  -  об’єднання усіх 
схем моделей світу секвенцій шляху р , 
Нм= ({Яа | ає5}, М) та Б¥=пт (Нм). Тоді існують 
ТМС М  = (5і, К, А, Ат) та 8є гА з іт (8) = IVтакі: 
1) * ^ Н* ■=> Фа (5) = 2) и Ф є Я  =* Фа (8) =Е

Для переходу від нижчої вершини шляху 
до вищої застосовуємо одну з базових форм. Пе
реходи згідно з цими формами відповідають 
пунктам визначення модельної множини стану. 
Кожна непримітивна формула на шляху р  рано
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чи пізно буде спрощена чи розкладена згідно з 
відповідною формою. Всі секвенції шляху р  не- 
замкнені, тому виконується пункт МС. Отже, 
Нм система модельних множин.

Візьмемо множину А таку, що \А\ = \Щ, 
та ін’єктивну 5 є уА з іт (5) = Ж. Така б є бієкцією 
Ж па А. Нехай Жа=пт (На), тоді 8а є бієкцією Жа 
на Аа. Задамо значення базових предикатів на 8 і 
на іменних множинах вигляду г ” (8).

Якщо аІ_рєЯа, то р а (8) = Т; 
якщо а_рєНа, то р а (8) =Е

Якщо а{_Щ(р) є Я ,  тора (Е (8)) =Т; 
яюДО а_{Щ(р) є Я ,  тора (г” (б)) =Е

В усіх інших випадках значення ра (сі) задаємо
довільно (достатньо розглядати <1 є  А^° ), врахо
вуючи еквітонність і обмеження щодо неістот
ності імен: для всіх сі, Л є  А™а таких, що й?||-р (р) = 
й ||-ц  (р), необхідно ра (сі) =ра (й). Так задані зна
чення базових предикатів продовжимо за екві- 
тонністю на відповідні НєшА.

Для атомарних чи формул вигляду Щ(р) 
твердження теореми випливають із визначення 
значень базових предикатів. Далі доведення ве
демо індукцією за складністю формули згідно з 
побудовою системи модельних множин [4].

Теорема 4 (повноти). Нехай Г |= А. Тоді сек
венція |_Г_|Д вивідна.

Припустимо супротивне: Г |= А (тобто Г |= А 
для кожної узгодженої ТМС М), проте Е= ^Г̂ А не- 
вивідна. Тоді в секвенційному дереві для Е існує

незамкнений шлях. Звідси Нм = ({Яа | ає5}, М) -  
система модельних множин. За теоремою 3 існу
ють ТМС М  = (S, R, A, Jm) та 8 e vA: а|_ФєЯа => 
Фа (б) = Т  та ц Ф єЯ а => Фа (б) =Е Зокрема, це ві
рно для формул секвенції рГ̂ А. Тому для всіх 
Ф“єГ маємо Фа (б) = Т  та для всіх Т^єЛ маємо 
Тр (8) =Е  Це заперечує Г |=МА, тому Г | ч* А. Отри
мали суперечність. Отже, припущення про неви- 
відність НГНА невірне, що й доводить теорему.

Висновки

У роботі досліджено програмно-орієнтовні 
логічні формалізми модального типу — транзи- 
ційні композиційно-номінативні модальні логі
ки. В межах цих логік виділяються мультимо- 
дальні, темпоральні, епістемічні композиційно- 
номінативні логіки часткових еквітонних 
предикатів. Розглянуто семантичні властивості 
таких логік, зокрема властивості відношення ло
гічного наслідку для множин специфікованих 
станами формул. На цій основі для чистих пер- 
шопорядкових логік зазначених класів побудо
вано секвенційні числення. їх особливістю є ви
користання секвенційних форм елімінації кван
торів під реномінаціями та спрощених форм 
елімінації модальностей. Доведено коректність 
та повноту цих числень.

Запропоновані формалізації нових класів мо
дальних логік планується використати в системах 
автоматизованого доведення Isabelle і SPASS.
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O. Shkilniak

TRANSITIONAL COMPOSITION-NOMINATIVE MODAL 
LOGICS AND THEIR CALCULI

We study program-oriented logical formalisms o f  modal type -  transitional composition-nominative 
modal logics. We introduce cases o f  these logics: multimodal, temporal and epistemic composition- 
nominative logics ofequitone predicates. For the proposed logicsfirst-order sequent calculi are constructed.
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