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Т ем а: Триаметр зв’язних графів. 
К а л е н д а р н и й  п л ан  в и к о н а н н я  роботи:

Номер Назва етапу курсової Термін
виконання
етапу

Примітка

1 . Отримання теми курсової 
роботи. вересень

2 . Ознайомлення з темою 
курсової. вересень

3. Розробка плану та структури 
роботи. жовтень

4. Робота з науковою літературою, 
опис основних означень 
теорії графів.

листопад

5. Дослідження основних властивостей 
триаметра лстопад-грудень

6 . Триаметра дерев та графів блоків та 
зв’язок триаметра з діаметром. 
Одержання основних результатів січень-березень

7. Робота над текстовим 
оформленням результатів. квітень

8 . Попередній аналіз курсової. 
Виправлення помилок. початок травня

9. Захист курсової роботи. 
роботи. середина травня
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Анотація
Нехай G -  зв’язний граф, а Vu,y Є V (G) : d(u,v)  позначає стандартну графо- 

ву метрику. Тоді триаметром графа називатимемо таку характеристику t r (G ) =  
m ax{dG(a, b) +  dG(a, c) +  dG(b, c) : a,b ,c  Є V(G)}.

Мета роботи полягає в досліджені триаметра, зокрема в отриманні верхніх та 
нижніх оцінок триаметра в термінах різних графовим параметрів. Окремо роз­
глядаються оцінки триаметра дерев в термінах кількості вершин та висячих. А 
також залежності діаметру на триаметра для дерев та графів блоків.

К л ю ч о в і слова: триаметр, діаметр, дерева, графи блоків.
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Триаметр - це абсолютно новий параметр у теорії графів. Поняття введено 
індійським математиком Ангсуманом Дасом у статті “Triameter of graphs”, яка 
вийшла 2021 року.

Чартран та ін.вводять поняття радіо k-розфарбування простих зв’язних гра­
фів. Знаходження числа радіо k-розфарбувань дуже нетривіальні і тому відомі 
для дуже малої кількості графів. Тому знаходження хороших і точних меж є ці­
кавою проблемою, яка була вивчена багатьма авторами. Вже були наведені деякі 
точні нижчі оцінки для радіо k-хроматичного числа зв’язних графів у термінах 
наново визначеного параметру (триаметра), у своїй статті ж  позначають, як M- 
значення графа. Крім цього, концепція триаметра також знайшла застосування в 
метричних багатокутник.

У своїй роботі він вводить це поняття та дає різні нижні та верхні оцінки 
триаметра. Розглядає різні способи оцінок триаметра в термінах чисел доміну­
вання зв’язного графа, обхвату, максимального степеня вершини. Нижня оцінка 
загального числа домінування була було доведено раніше Хеннінгом і Йео. Багато 
тверджень присвячено зв’язку триаметра з діаметром, радіусом та центром гра­
фів. Це є досить природно, адже всі ці параметри мають метричну природу, як 
і триаметр. Також Дас приділяє особливу увагу деревам. Математик знаходить 
оцінки триаметра в термінах загальної кількості вершин та листків. Наприкінці 
своєї роботи Дас ставить декілька відкритих питань, зокрема: уточнення оцінки 
для дерев, доповнення діаметральної пари до триаметральної трійки та навпаки 
-  знаходження діаметральної пари серед триаметральної трійки.

Його роботу продовжено в статті Артема Гака, Сергія Козеренка та Богдани 
Олійник - “A note on the triam eter of graphs”. Була дана точна нижня оцінка для 
триаметра дерев. Також доведена теорема про зв’язки між триаметральною трій­
кою та діаметральною парою. І розглянуто ці проблеми на дистанційно-спадкових, 
медіанних та модулярних графах.

У цій курсовій роботі ми продовжуємо дослідження триаметра. Компонуємо 
результати попередників. Також наводимо власне просте доведення доповнення 
діаметральної пари до триаметральної трійки для дерев, без використання умови 
4-точок. Також наведені алгоритми знаходження триаметра, в цьому полягає нау­
кова новизна. Запропоновано швидкий аглгоритм для дерев. За допомогою нього 
можна знайти триаметр за три обхода графа. Алгоритм вбудований у звичайний 
BFS та походу рахує відстані. Потім завдяки доведеній Теоремі 3.1 про, те що 
діаметральну пару можна доповнити до триаметральної трійки знаходить третя 
вершина серед листків дерева. Має часову складність O(V).
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1 Основні означення
О зн ач ен н я  1 . 1 . Неорієнтований граф G — це впорядкована пара (V, E ), де 

V — множина вершин або вузлів, E  — множина пар (у випадку неорієнтованого 
графу — невпорядкованих) вершин з V , які називаються ребрами.

О зн ач ен н я  1 .2 . Пара вершин графа i , j  графа G називається суміжними,  
якщо i j  Є E (G ).

О зн ач ен н я  1.3. Графи G i H  називаються ізоморфними, якщо існує бієкція 
між їх множинами вершин f  : V (G) ^  V ( H ) така, що будь-які дві вершини u  і 
v графа G суміжні в G тоді і тільки тоді, коли u  i v суміжні в H . Позначається 
G -  H .

О зн ач ен н я  1.4. Граф H  є породженим підграфом графа G, якщо V (H ) С 
V (G) та Vu, v Є V (H ) : uv Є E (H ) ^  uv Є E(G ).

О зн ач ен н я  1.5. Граф називається з в ’язним,  якщо між кожною парою його 
вершин існує шлях, який їх сполучає.

О зн ач ен н я  1.6. Компонентою з в ‘язності графа називається його максималь­
ний (за включенням) зв’язний підграф.

О зн ач ен н я  1.7. Унiциклiчний граф -  граф з єдиним циклом.

О зн ач ен н я  1.8. Вершина u Є V (G) графа G називається точкою з ’єднання, 
якщо її видалення збільшує кількість компонент зв’язності.

О зн ач ен н я  1.9. Околом N  (а) вершини а гафа G називається множина вершин, 
суміжних із нею, тобто N  (а) = {u|u Є V (G),ua Є E  (G)}.

О зн ач ен н я  1 .1 0 . Граф є деревом, якщо він не містить циклів.

О зн ач ен н я  1 .1 1 . Висячі вершини дерева називаються листками.

О зн ач ен н я  1 .1 2 . Граф називається двозв’язним,  якщо він не містить точок 
з ’єднання.

О зн ач ен н я  1.13. Блоком графа G називається його максимальний (за вклю­
ченням) двозв’язний підграф.

О зн ач ен н я  1.14. Повний граф -  той у якого, кожна пара вершин з ’єднана 
ребром, позначається K n, де n  -  кількість вершин.
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О зн ач ен н я  1.15. Триаметром зв’язного, скінченого, простого графа G нази­
вають таку характеристику:

tr(G ) =  max{dG(a, b) +  dG(a, c) +  dG(b, c) : a,b ,c  Є V(G)}

О зн ач ен н я  1.16. Гусеницею називають простий зв’язний граф, одержаний до­
даванням скінченого числа висячих вершин до ланцюга Pn.
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2 Оцінки триаметра

2.1 Оцінки триаметра через радіус та діаметр графа
Надалі розглядаються лише скінченні графи.

Т в е р д ж е н н я  2 .1 . Д л я  будь-якого з в ’язного графа G виконується:

2 • diam(G) <  tr(G ) <  3 • diam(G).

Доведення. Верхня оцінка випливає із означень триаметра та діаметра для зв’язних 
графів. Найбільша можлива відстань між вершинами у графі - це діамтр. Відпо­
відно сума довільних 3 відстаней завжди обмежена трьома діамтреами.

Задля нижньої оцінки позначемо d(u,v)  =  diam(G). Зафіксуємо вершину w Є 
V  \  {u,v}. Тоді за нерівністю трикутника d(u ,v) <  d(v,w ) +  d(w ,u). А отже,
2 • diam(G)  =  2 • d(u, v) <  d(u, v ) +  d(v, w) +  d(w, u) < tr(G ).

Точнійсть нижньої оцінки досягається на ланцюгу Pn, n  >  3 - беремо крайні 
вершини ланцюга на довільну третю вершину.Для графа петерсона t r ( P ) =  3 • 
d iam (P ). □

Н ас л iд о к  2 .2 . Д л я  довільного з в ’язного графа G виконуються точна оцінка:

2 • rad(G)  <  tr(G ) <  6 • rad(G).

Доведення. Для довільного зв’язного графа G rad(G) < diam(G) <  2 • rad(G). 
Підставивши сюди в оцінку з Твердження 2.1 отримаємо те, що і потрібно було 
довести.

Щоб показати точність оцінки візьмемо G =  C2n, де tr(G)  =  2n =  2rad(G), 
для верхньої оцінки візьмемо G =  Кі,з, де tr(G)  =  6 , rad(G)  =  1. □

Н ас л iд о к  2.3. Д л я  будь-якого дерева T  виконуються точна оцїнка:

4 • ra d (T ) — 2 <  t r ( T ) <  6 • ra d (T ).

Доведення. Для будь-якого дерева T  його центр має або 1 або 2 вершини, d iam (T ) =  
2 • ra d (T ) або 2 • ra d (T ) — 1 відповідно до \center(T)| =  1 або \center(T)| =  2. На­
слідок слідує з Твердження 2.1.

Точність верхньої та нижньої оцінок досягається на K 1,3 та P2n відповідно. □

Нижня оцінка Наслідку 2.3 може бути покращена для дерев з більш ніж 2 
листками.
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Рис. 1: Приклади дерев, на яких досягаються верхні оцінки: зліва tr{G ) =  3 • 
diam(G) та справа tr{G) =  б • rad(G)

Т вердж ен н я 2.4. Д л я  будь-якого дерева Т , що має більше ніж 2 листки  
виконуються точна оцінка:

t r ( T ) >  4 • ra d (T )

Доведення. Розглянемо 2 випадки: \center(T)\ =  1 та \center(T)\ = 2.
В першому випадку позначимо центральну вершину х\.  Нехай ra d (T ) =  г, а ищ 

- дві діаметральні вершини. Тоді diam (T) =  d(u,v)  =  2г і d(u ,x \ )  =  d ( v , x і) =  r. 
Нехай w - інший листок дерева T, відмінний від и  та v. Нехай k - найкоротша 
відстань від w до вершин, що з ’єднують и  та v. Тоді d(u}v }w) = d(u} v ) +<і(щ w) +  
d(u , w) =  4r +  2k, оскільки w - листок та k > 1. Звідси tr (T )  > d ( u , v ,w ) >  4r +  2 > 
4 rad(T).

В другому випадку позначимо центральні вершини - х\  та Х2- Аналогічно по- 
значемо rad(T) = r, a u,v - дві діаметральні вершини. Тоді diam (T) =  d(u}v) = 
2r — 1. Аналогічно візьмемо вершину w і позначемо відстань к. Тоді d (u ,v ,w )  = 
4г +  2/с —2, оскільки w - листок та к > 1. Звідси tr (T )  > d ( u , v ,w ) > 4 r  =  4rad(T).

Точність випливає із додавання вершини на ребро графа ІРцз, отримаємо ра­
діус 2 і триаметр 8 . □
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2.2 Оцінки триаметра дерева в термінах кількості вершин 
та листків

Т в е р д ж е н н я  2.5. Д л я  будь-якого з в ’язного графа G з n  >  3 вершинами, 
tr(G) < 2n — 2. tr(G)  =  2n — 2 тоді і тільки тоді, коли G є деревом з 2 або 
3 листками.

Доведення. Достатньо довести для дерев, адже для будь якого зв’язного графа G 
та його кістяковго дерева T  : tr(G) < t r ( T ).

Нехай маємо дерево T , u, v та w - три вершини дерева, такі що t r ( T ) =  
d(u ,v ,w ) .  Нехай P 1 , P2 та P3 - три найкоротші шляхи від u  до v, u  до w та v 
до w відповідно. Нехай M  =  E (P 1 U P2 U P 3) - множина всіх ребер шляхів P 1 , P2 
та P3. Легко помітити, що під час підрахунку триаметра кожне ребро з множини 
M  рахується двічі.

Тому, маємо t r ( T ) =  2 \M \ <  2 \E (T )\ =  2 \V(T )\ — 2 =  2n — 2, де V (T ) та 
E ( T ) позначають множини вершин та ребер графа T  відповідно. Якщо t r ( T ) =  
2 \V(T )\ — 2, тоді 2 \V(T )\ — 2 =  2 \M \. Звідси \V (T )\ — 1 =  \ М \. Тоді \E (T )\ =  \ М \. 
Таким чином, E ( T ) =  М . Це показує, що T  має рівно 3 листки u, v та w або 2 
листки u  та v , а w - є іншою вершиною дерева T .

Далі покажемо, що G не може бути зв’язним графом, який не є деревом з 
tr(G)  =  2n — 2 . Нехай G - граф, для якого tr(G)  =  2n — 2, де n  =  \V(G)\. 
Позначимо кістякове дерево графа G як T . Тоді, 2n — 2 =  tr(G)  <  t r ( T ) <  2n — 2 . 
Тоді, t r ( T ) =  2n — 2. А отже, T  є деревом із 3 листками. Якби існувало таке ребро 
e Є E (G) та e Є E ( T ), тоді б tr(G)  <  t r ( T  +  e) <  t r ( T ) =  2n — 2, отримали 
б суперечність. Отже, E (G) С E ( T ). Тому граф G є деревом з рівно 2 або 3 
листками. □

Т в е р д ж е н н я  2.6. Нехай T  - дерево з n  >  3 вершинами та l >  4 листками. 
Тоді t r ( T ) <  2n — 2l +  4.

Доведення. Нехай t r ( T ) =  d(u*,v*,w*), для 3 листків u*,v*,w* дерева T . Нехай 
T ' - дерево на n  — (l — 3) вершинах, одержане видаленням решти l — 3 листків з 
дерева T . Тоді за Теоремою 2.5: t r ( T ) <  tr (T ')  =  2(n — l +  3) — 2 =  2n — 2l +  4. □

Н а с л щ о к  2.7. Нехай T  - дерево з n  >  3 вершинами та t r ( T ) =  2n — 4, тоді 
T  має рівно 4 листки.

Доведення. За Теоремою 2.6 маємо 2n — 4 =  t r ( T ) <  2n — 2l +  4, отже l <  4. Якщо 
l =  2 or l =  3, тоді t r ( T ) =  2n — 2 =  2n — 4. Отже, l =  4. □

Також зазначемо, що зворотнє твердження не є вірним. Контрприклад зобра­
жено на малюнку:
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Рис. 2: Приклад дерева Т  з 1{Т) =  4, п  =  11 та t r ( T ) =  16 <  18 =  2 • 11 — 4

Теорем а 2.8. Нехай Т  — це дерево на п  вершинах з І > 3 листками. Тоді 
tr (T )  > , до того а/с де точно оцінка.

Доведення. Для І = 3 виконується рівність. Розгнялнемо І > 3. Нехай t r ( T ) =  
<і(гц v , ге) для трьох листків u^v^w в дереві Т.  Нехай Pi, Р2, Рз - унікальні найкоро- 
тші шляхи, що з ’єднують u — v ^ v —w i w  — u  відповідно. Нехай Т'  =  (P I  U Р2  U РЗ) 
— під-дерево дерева Т, індукованого об’єднанням Р\, Р2 і Р 3. Зауважимо, що Т'  
є деревом з трьома листками u,v,w і t r {T r) =  tr{T).  Оскільки Т ' — це дерево з З 
листками, його можна отримати виходить шляхом поділу ребер графа ІД д. Нехай 
у — коренева вершина в Т ' . Позначимо d (u ,y ) =  /ц, d(v,y)  =  k2 і d(w,y)  =  
Тоді £r(T) =  tr(T ')  = 2 ( k l  +  k2  +  £3).

Оскільки I >  3, нехай х буде іншим листком у Т, відмінним від ге, г^ге та 
d(x, T r) =  к. Тоді існує z Є Т '  така, що d(x, z) =  к  і d(x, t) > к  для всіх £ є  T '\{ z } . 
Без втрати загальності, нехай z лежить на шляху, що з ’єднує и  та у  (див. Рис. 3).

Т вердж ен н я 1. d(u ,z)  > d(x ,z )  = к.
Д оведен н я  Якщо можливо, нехай d(u , z) < d(x, z), тоді
d(u , v ) =  d(u , z) +  d (z , v) < d(x, z) +  d(z, v) =  d(x, v) та
d(u , ге) =  d(u , z) +  d{y , z) +  d{y ; ге) <  d(x, z) +  d{y , z) +  d{y ; ге) =  d(x; w).
Таким чином
tr{T)  =  d(u , щ ге) =  d(u , v) +  d(u , ге) +  d(v,w)
< d(x, v) +  d(x, w) +  d (v ,w ) =  d(x, v, ге) 
маємо суперечність.
Т вердж ен н я 2. Або d(v ,z )  > d (x ,z )  або d ( w , z ) >  d(x ,z) .
Д оведен н я  Якщо можливо, нехай d(v ,z )  < d (x ,z )  або d ( w , z ) <  d(x ,z ) .  Без 

втрати загальності, нехай к2 > к%. Тоді
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х

; к

п і к оУ<-------------- ----------- >v
• •

І h

w

Рис. 3: Схематична діаграма для доведення Теореми 2.8

d(u , V] w)
=  d(u , v) +  d (w ,u ) +  <і(щ ге) =  (<i(w, z) +  d ( z , v)) +  (k2 +  A;3) +  d(w , w)
<  d(u , y) +  d(x, z) +  (^2 +  Ац) +  d (w ,u ) [бо, d(u , z) <  d(u , y); d(v, z) < d(x, z)\
=  (<i(w, z) +  d{y , z )) +  d(x, z) + (^2 +  Ац) +  d(w , w)
= (<i(w, z) + d(x, z)) + (d{y , z) + Ац) + /̂ 2 + d(w , w)
=  d(u , ж) +  d(w , z) +  /̂ 2 +  d(w,u)
< d{u , ж) +  d(x, z) +  /̂ 2 +  d(w , w) [бо, d(w , z) <  d(x, z)\
< d (u , ж) +  (<і(ж, у) +  A;3) +  d(w , и) [бо, d(x, z) <  d(x, y); hi <  Ац]
=  d ( u , ж) +  d(x,  w)  +  d ( w , u )  =  d ( u , ж, ге) маємо суперечність.
Оскільки d(x ,  z) =  к, із Т вердж ення 1,2 маємо, що d ( u , z) >  А; та або d(v,  z) 

або d ( w , z) >  к. Додамо їх, отримаємо d ( u , z) +  d(v,  z) >  2A; або d ( u , z) +  d ( w , z) 
2A;. З цього випливає, d(u,  y) + d(v,  у) =  k\ + k2 > 2k або <і(щ;у)+<і(4щ;у) =  Ац +  Ац 
2A;. В будь-якому випадку, 2к < к \  + k<z + Ац 

(2 )
7 k l  +  А;2 +  А;3 tr(T ')  tr (T )
к  < ------- ---------- <  — :—  =  — :—2 “  4 4

Нехай п'  - кількість вершин в Т ' . Тоді

п =  (Ац +  1 ) +  (А?2 +  1) +  (Ац +  1) — 2 =  Ац +  +  &з +  1 =  —[-—- +  1

и
<-

Z

Із (2), зазначемо, що для того, щоб отримати Т '  видаленням вершин з Т  по-

IV 
IV
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трібно видалити максимум Х Х І (l — 3 ) вершини. Тоді

М І )  +  1 =  w >  n  — M I )  (l — 3)
2 _  4 v '

2 tr (T ) +  4 >  4n — (l — 3 ) tr (T )

(l — 1)tr(T ) >  4(n — 1) ^  t r ( T ) >  44 - T4

Точна нижня оцінка досягається будь-яким деревом з 3 листками. □

Т в е р д ж е н н я  2.9. Нехай маємо Pn, n  >  3 - ланцюг на n  вершинах. Тоді 
tr (Pn) =  2 • diam (Pn) =  2n — 2.

Доведення. Виходячи із максимальності в означенні триаметра, серед триаме- 
тральної трійки обов’язково мають бути кінці ланцюга, позначемо u, v. Тоді взяв­
ши довільну третю врешину x  (не висячу) отримаємо: tr (Pn) =  uv  +  ux  +  xv  =  
diam (Pn) +  uv  =  2 • diam (Pn) =  2n — 2 □

Т в е р д ж е н н я  2.10. Нехай маємо H  - гусениця на n  вершинах, з l >  3 лис­
тками. Тоді t r ( H ) =  2n — 2l +  6 .

Доведення. Виходячи з міркувань максимальності триаметра він буде досягатись 
на діаметральній парі u, v вершин та довільній третій висячій х. Зауважимо, 
що за побудовою гусениці перевисяча вершина X  до вершини х  належить діа­
метральному ланцюгу uv. Таким чином, t r ( H ) =  d(u,v)  +  d(u ,x)  +  d(v ,x)  =  
diam (H ) +  d (u ,x ') +  1 + d (v ,x ')  +  1 =  2diam (H ) +  2 =  2(n — l +  1) +  2 =  2n — 2 l+ 4  □

Л е м а  2 . 1 1 . Нехай маємо дерево T , з l >  3 листками, позначемо за І  - дерево 
отворене видаленням всіх висячих вершин з дерева T . Тоді t r ( T ) =  t r ( T ') +  6 .

Доведення. Зафіксуємо триаметральну трійку вершин: a,b,c - всі вони є висячими 
з міркувань максимальності триаметра. Та позначимо їх передвисячі вершини, як 
a', b', cC. Тоді d(a',b') =  d(a,b) — 2, d(c',b') =  d(c,b) — 2, d(a',c') =  d(a,c) — 2. 
Таким чином сума трьох відстаней зменшиться на 6 . Отже, abc =  a'b'c' +  6 . Таким 
чином це виконується для будь-якої триаметральної трійки дерева T . Для кожної 
такої трійки дереве T  їх вершини перейдуть у відповідні передвисячі дереве T '. 
Оскільки триаметр - це максимум по трійках, то t r ( T ') =  t r ( T ) — 6 .

Аналогічно, якщо dT(a,b,c) =  t r (T ), то a,b ,c  Є L ( T ). Нехай a',b',c! пере- 
д в и сяч і вершини в T  для листків a,b,c, відповідно. Тоді t r (T ) =  dy(a,b,c)  =  
dT' (a', b', c') +  6 <  tr(T ') +  6 , що доводить лемму. □
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Т ео р ем а  2 .1 2 . Нехай T  -  дерево з n  >  4 вершинами i l >  3 листками. Тоді 
виконується нерiвнiсть:

t r ( T ) >  6
n — 1 

l
+  2 m in{(n — 1) mod l, 3}

Доведення. Використаємо індукцію по n  >  4. Якщо n  =  4, то T  =  K 1,3, l =  3 i 
t r (T ) =  6 =  6 1_nf 1J +  2 m in{(n — 1) mod l, 3}.

Нехай n  >  5. Розглянемо дерево T '  =  T \L (T ) та покладемо I' =  |L (T ')|. 
Зауважимо, що l' <  l. Якщо l' =  1, то T  =  K yn - 1 , l =  n  — 1 та tr (T ) =  6 =  
6 | _ J  +  2m in{(n _  1) mod l, 3}.

Якщо l' =  2, то T  є гусеницею. Зауважемо, що після видалення всіх висячих 
вершин триаметр буде таким: 2 ( n _ l_ 1 )+ 6 . Для спрощення покладемо: k =  ,
m  =  (n _  1) mod l. Та покажемо, що tr(T ')  _  6 | _ +  2 m in{(n _  1) mod l, 3} >  0.

n  _  l _  1 +  3 _  3k _  min{m, 3} =  
kl +  m  _  l +  3 _  3k _  min{m, 3} =  
k(l _  3) _  (l _  3) +  m  _  min{m, 3} =  
k(l _  3 ) _  (l _  3 ) +  m  _  min{m, 3 } =
(k _  1)(l _  3) +  m  _  min{m, 3} >  0
Таким чином, припустимо l' >  3. Тоді за припущенням індукції, tr(T ') >  

6 L n ^ J  +  2 m in{(n _  l -  1) mod l', 3}.
Покладемо m  =  (n — 1) mod l and m ' =  (n — l — 1) mod l' для простоти. Заува­

жимо, що n  — l — 1 >  m. За Лемою 2 .1 1 ,

tr(T ) — (6
n — 1

l

l'
n —- l  -- 1

l'
n — l — 1

l'
n — l — 1

=  tr (T ' ) +  6 — 6 

n — l — 1
>  6 

= 6

=  6 (

=  6 (

+  2 m in{(n — 1) mod l, 3})

n  — 1 r т— 2 min{m, 3}
l

+  2 m in{(n — l — 1) mod l', 3} +  6 — 6

n 1

n — 1 

l
-  2 min{m, 3}

+  2 m in{m ' , 3} +  6 -  6 

n 1

l
-  2 min{m, 3}

l
+  1) +  2(min{m', 3} — min{m, 3})

n l 1
) +  2(min{m', 3} — min{m, 3}).

Оскільки l' <  l, L J  >  L J .  Якщо L J  =  L ^ J ,  то —1-m'
г . Тому, m ' =  (n-г _̂ 1)(1—г )+mj >  т (1—1̂)+т1  =  . Звідси, у випадку Ln"~гг,- 1 J =l i

l
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L ^ -P J , маємо 2(min{m/,3} — m injm , 3}) >  0 таким чином tr(T ) — (6 |_щ^] +  
2 m in{(n — 1) mod /, 3}) >  0. Якщо Ln~/,~1J >  j , to

n — 1
tr(T ) — (6

> 6(

I
+  2 m in{(n — 1) mod /, 3})

п — 1 — 1 п — 1 — 1
Iі 1

+  2(m in jm /, 3} — m injm , 3})

>  6 +  2 (m in jm /, 3} — m injm , 3}) >  6 — 2 • 3 =  0

так само. У всіх випадках, tr(T ) >  6 +  2m in{(n — 1) mod Z, 3}, що доводити 
крок індукції.

Т і10,4

Тепер покажемо, що отримана оцінка є точною. Для цвого, зафіксуємо п > 4 
та 3 <  І < п  — 1. Побудуємо дерево ТП;/ таким чином: почнемо із зірки К \ ^  потім 
зафіксуємо множину ребер Е'  С E ( K i j )  : \Е'\ =  т  =  (п — 1) mod І та підрозіб’ємо 
кожен з них на \ + 1 нових вершин,кожне інше ребро в К\^і підрозіб’ємо на

нових вершин, щоб отримати Тф. За побудовою, ТП;/ має

п — І — 1
1 +  І +

— 1 +  І +

І
п  — 1 — 1 

І

І +  (п — 1 ) mod І

І +  (п — І — 1 ) mod І

= 1 + 1 + п  — І — 1 = п

вершин та І листків.
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Далі розглянемо 4 випадки на остачу m. Якщо m  >  3, зафіксуємо трійку вер­
шин a, b, c, кожна з яких інцидентна деякому ребру із E '. Виконується: tr(T n,/) =  
dTnг(a, b, c) =  3 • 2 • ( Ln-/- 1 J +  2 ) =  6 L J  + 6  =  6 L J  +  2 min{m, 3}. Якщо m  =  2 , 
зафіксуємо дві вершини-листки a, Ь,кожна з яких інцидентна деякому ребру із E ', 
а третю вершину c із Tn,/. В цьому випадку,

tr(T n,/) =  dTn,; (a,b ,c) =  dTn,i (a,b) +  dTn,i (a,c) +  dTn,i (b,c)

=  2 • (
n  — l — 1

= 6
n — 1 

l
+ 4 = 6

+  2 ) +  2 • (2 

n 1

n — l — 1

l
+  3)

l
+  2 min{m, 3}.

Якщо m  =  1, зафіксуємо вершину-листок a, яка інцидентна єдиному ребру із 
E ' та два інших листки b, c із Tn,/. Маємо

tr(T n,/) =  dTn,; (a,b ,c) =  dTn,i (a,b) +  dTn,i (a,c) +  dTn,i (b,c)

= 2
n — l — 1

+  3 +  2 • 2 • (
n  — l — 1

l +  1 )

= 6
n — 1 

l
+ 2 = 6

n — 1 

l
+  2 min{m, 3}.

Якщо m  =  0, то для будь-якої трійки a, b, c вершин-листків із Tn,/ виконується: 
tr(T n;/) =  3 • 2 • (Ln-/- 1 J +  1) =  6 L J  =  6 L J  +  2 m in{m ,3}. В усіх 4 випадках
рівність виконується, отже оцінка точна. □

l
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З З в ’язок триаметра з діаметром
Теорем а 3.1. Нехай маємо дерево Т ,  та ж, у  Є V (Т) - діаметральна пара 

вершин : d ( x , y ) = diam (T). Тоді цю пару можна доповини третьою вершиною 
до триаметральної трійки: 3z  Є V (T )  : d ( x ,y , z )  =  tr(T).

Доведення. Нехай маємо дерево Т, з діаметральною трійкою а, 6, с та діаметраль­
ною парою ж, у. Розглянемо можливі 2 випадки розташування вершин. Познаимо 
вершину т  - середину триаметральної трійки: [а; Ь] П [b; с] П [а; с] =  т.  Зауважи­
мо, що доведення покриває випадки, коли одна або дві з діаметральних вершин 
збігається із триаметральною вершиною. Адже, такого обмеження ми не вводимо.

Випадок 1. Проекції діаметральних вершин падають на різні відрізки з [а;ш], 
[Ь;т\, [с;т\ . Без втрати узагальнення будемо вважати, що х'  Є [а;т\, у' Є [Ь;т\, 
де х', у' - проекції вершин ж та у - відповідно.

У ■У

х с
а т

х

Рис. 5: Схематична діаграма Випадку 1

В цьому доведенні для скорочення будемо позначати відстань між парою вер­
шин як ху  =  d(x ,y) .  Тоді ху  > ab, бо ху  =  diam (T). 

xxJ +  х 'т  +  т у' + у'у > ах ' +  х 'т  +  т у ’ + у'Ь' 
хх '  +  у'у > ax' +  by'
Звідси покажемо, що довонення вершиною с дасть нам триамтреальну пару:
хус > tr (T )  =  abc
ху  +  ус + хс > ab +  Ьс +  ас
(хх1+ х 'у '+ у'у) +  (уу '+ у'с) +  {хх '+ х'с) > {ax'+ х 'у 'Т у 'Ь )Т  (by' + у'с) +  {ax'+ х'с) 
2ххг +  2уу' > 2ахг +  2by1 
х х ' +  у у ' > ax' +  by'
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Отже, хус  =  tr (T)
Випадок 2. Проекції діаметральних вершин падають один і той же відрізок. 

Без втрати узагальнення будемо вважати, що х',у ' Є [а;т\.

t t'
а

•-------------- •  •т  с

х  у

Рис. 6 : Схематична діаграма Випадку 2

Розглянемо 2 можливі варіанти: bt' =  maxj&P, at ' , t'c} та at' =  maxj&P, at ' , t'c}. 
Варіант, коли t' є таким максимумом доводиться аналогічно до bt'.

1 ) bt': xyb > t r ( T ) = abc
xy  +  (xt  +  t t ' +  t'b) +  (yt1 +  t'b) >  at' +  t'b + bc + at' +  Pc 
diam + {xt +  +  yt') +  P& >  at' + bc + at' +  t'c
2 diam +P& >  2at' + bc + t'c 
2 diam >  2at' +  be (бо t'b > t'c - як максимум) 
diam >  2at' (бо diam >  be)
ab > 2at' (це справджується, бо at' < у ,  бо bt' є максимумом)
2) at': Покажемо, що at =  жР Від супротивного, якщо at > xt, то ay > xy  =  

diam - суперечність з максимальністю в означенні діаметра. Якщо at < xt, то 
abc > xbc = tr(T ) - суперечність з максимальністю в означенні триаметра.

Також зазначемо, що yt' > t'b, yt' > t'c. Інакше б була суперечність xb > ху  = 
diam (x t ' +  t'b > xt '  +  t'y).

Тоді xy  доповнюється вершиною b до триаметральної трійки:
xyb > abc =  tr (T)
xy  +  xb +  yb > ab +  ac +  be
xy  +  yb > ac + be (бо at =  xt)
ay + yb > ac + be
at' +  t 'y +  yb > at' +  t'c +  be
t'y  +  yt'  +  P& >  t'c +  be
yt'  +  t'b > bm + т с  (бо yt' > t'c)
Нерівність справджується, бо t'b > bm, yt' > t'c > m e  □
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Т ео р ем а  3.2. [8] З в ’язний граф G є графом блоків тоді й тільки тоді, коли 
його метрика do задовільняе “умові 4 точок”: для будь-яких ^ врешин х ,у ,  z , t  Є 
V(G) виконується:

dG( x , y )  +  dG( z , t ) <  т а x { d G( x , z )  +  dG( y , t ) , d G( x, t )  +  dG{ y , z ) } .

G  :

Рис. 7: Триаметральна трійка а, 6, с не містить діаметральної пари, а діаметральна 
пара х , у  не може бути доповнена до триаметральної трійки.

Теорем а 3.3. Нехай G - з в ’язний граф блоків, d =  dG та a ,b , c , x , y  Є V(G)  
такий, що d(a,b ,c) =  t r (G), d (x ,y)  =  diam (G). Тоді

max{d(a, b),d(a , c),d(b , c)} =  diam(G) та 
т а x{d(a, ж, y) ,d (b , ж, у), d(c , ж, у)} =  tr(G ).

Доведення. Оскільки G є зв’язним графом блоків, з Теореми 3.2 випливає, що 
d(x ,y )  + d(a,b) < m a x{d (x ,a ) +  d(y , b), d ( x , b) + d{y,a)}.  Без втрати загальності, 
нехай

d(x, у) +  d(a, b) < d(x, a) +  d(y, b). (1 )

Якщо d(a,y) > d(y ,b ), тоді

0 >  d(a , ж, y) — d(a , b, c) =  d(a , ж) +  d(a , y) +  d(x, y) — d(a , 6) — d(a , c) — d(b, c)
=  (d(a, ж) — d(a , 6)) +  d(a , y) +  d(x, y) — d(a , c) — d(b, c)
>  (d(rr, y) — d{y , 6)) +  d(a , y) +  d(x, y) — d(a , c) — d(b, c)
=  (d(a, y) — d{y , 6)) +  2d(x, y) — d(a , c) — d(b, c)
>  2 diam(G) — d(a , c) — d(b, c) >  0 .

Звідси, d(a , ж, y) =  d(a , b, c) =  tr(G ) та d(a , c) =  d(b, c) =  diam(G).
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Якщо d(b, x ) >  d (x ,a ), то

0 >  d(b, x, y ) — d(a, b, c) =  d(b, x) +  d(b, y) +  d(x, y) — d(a, b) — d(a, c) — d(b, c) 
(d(b, y) — d(a, b)) +  d(b, x) +  d(x, y) — d(a, c) — d(b, c)
>  (d(x, y) — d(x, a)) +  d(b, x) +  d(x, y) — d(a, c) — d(b, c)
=  (d(b, x) — d(x, a)) +  2d(x, y) — d(a, c) — d(b, c)
>  2 diam(G) — d(a, c) — d(b, c) >  0 .

Таким чином, d(b, x, y ) =  d(a, b, c) =  tr(G ) та d(a, c) =  d(b, c) =  diam(G).
Тепер нехай d(a, y) <  d(y, b) та d(b, x) <  d(x, a). Тоді d(a, y) +  d(b, x) <  d(y, b) +

d (x ,a ) implying tha t d(y,b) +  d (x ,a) <  d (x ,y ) +  d(a,b) (again, see Theorem 3.2). 
Поєднавши цю нєрівність із (1), отримуємо рівність:

d (x ,y )+  d(a,b) =  d (x ,a) +  d(y,b). (2 )

Подібним чином розглянемо дві суми d(x ,y) +  d(a,c), d(x ,y) +  d(a, c) та за­
стосуємо Теорему 3.2 до кожної з них. Оскільки, ми обмежились до випадку, де 
наступна рівніть виконується:

d(x, y ) +  d(a, c) =  d(a, x) +  d(c, y) or (3)
d (x ,y ) +  d(a, c) =  d(a,y ) +  d(c, x) (4)

та

d(x, y) +  d(b, c) =  d(b, x) +  d(c, y) or (5)
d(x ,y) +  d(b, c) =  d(b,y) +  d(c, x). (6)

Якщо (4) виконується, то виконристовуючи (2), отримаємо:

0 >  d(a, x, y) — d(a, b, c) =  d(a, x) +  d(a, y) +  d(x, y) — d(a, b) — d(a, c) — d(b, c)
=  (d(x, y ) +  d(a, b) — d(y, b)) +  (d(x, y) +  d(a, c) — d(c, x))
+  d(x, y) — d(a, b) — d(a, c) — d(b, c)
=  3 diam(G) — d(y, b) — d(c, x) — d(b, c) >  0.

Звідси, d(a, x, y) =  tr(G ) та d(b, c) =  diam(G). Якщо (5) виконуєтьея, то за допомо­
гою (2 ), можемо подібним чином отримати d(b ,x ,y) =  tr(G ) та d(a,c) =  diam(G). 

Нехай (3) та (6) виконується. Тоді

0 >  d(c, x, y) — d(a, b, c) =  d(c, x) +  d(c, y) +  d(x, y) — d(a, b) — d(a, c) — d(b, c)
=  (d(x, y) +  d(b, c) — d(b, y)) +  (d(x, y) +  d(a, c) — d(a, x))
+  d(x, y) — d(a, b) — d(a, c) — d(b, c)
=  3 diam(G) — d(b, y ) — d(a, x) — d(a, b) >  0.

В цьому випадку d(c, x, y) =  tr(G ) та d(a, b) =  diam(G). □
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4 Алгоритми знаходження триаметра
Алгороритми проілюстровані мовою C + + . Клас графів має поля: mt V - позна­

чає кільість вершин графа, mt E - кількість ребер графа та список суміжностей
- представлено списоком списків цілих чисел Hst<mt>[V]. На i-тій позиції списку 
міститься список суміжних вершин до вершини Vj.

П ер е в ір к а , чи  є г р а ф  лан ц ю гом : Перевірка чи є граф ланцюг має O(V) 
часову складність. Ми виконуємо 2 перевірки. Перша - це перевірка, щоб граф не 
містив вершн степеня більше 2. Друга - щоб граф не був циклом. Виконуємо обхід 
графа і слідкуючи, чи не потрапимо ми у раніше відвідану вершину.

П ер е в ір к а , чи  є г р а ф  деревом : Перевірка чи є граф дерево має O(V) часову 
складність. Виконуємо обхід графа і слідкуючи, чи не потрапимо ми у раніше 
відвідану вершину тобто, щоб граф не містив циклів.

О б ч и сл ен н я  в щ сташ  м іж  д в о м а  вер ш и н ам и : Знаходження відстані між 
парою вершин u та v має O(V) часову складність. Виконуємо обхід графа почи­
наючи з вершини u та рахуємо відстані до кожної вершини. При потраплянні у 
раніше відвідану вершину, якщо наша відстань менше, ніж була, то оновлюємо 
її, і також оновлюємо відстані для сусудніх їх вершин рекурсивно. Таким чином, 
ми перевіримо всі можливі шляхи між вершинами u та v за 1 прохід і знайдемо 
мінімальну відстань.

А л го р и тм  о б ч и сл ен н я  д iа м е тр у  д ер ева :
Пошук діаметру дерева O(V) виконується за 2 проходи. Перший раз почина­

ємо з довільної вершини v, та знаходимо ексцентричну їй вершину a, ту, до якої 
відстань найбільша. Одержана вершина a буде периферійною. Далі другий об­
хід графа - починаємо із a та знаходимо найвіддаленішу до неї вершину b. Тоді 
вершини diam(G) =  d(a, b).

А л го р и тм  зн ах о д ж е н н я  тр и ам етр а :
Розглянемо окремо випадки ланцюга, дерева та довільного зв’язного графа.
Пошук триаметра ланцюга має складність O(1), адже обчислюється як 2 *

|E  (G)|.
Пошук триаметра дерева O(V) +  O(L*V) =  O(L*V). Спочатку знаходимо діа­

метральну пару вершин. Далі користуючись Теоремою 3.1 ми доповнюємо діаме­
тральну пару третьою вершиною. Наівним методом це можна зробити за O(L*V)
- просто перебравши всі листки дерева, обчислюючи суму відстаней від листка до 
кожної із діаметральних. Вершина із максимальною такою сумою доповнить нашу 
пару до триаметральної трійки.

Втім алгоритм можна покращити до часовоь складності O(V). Потрібно ви­
конати 3 обходи графа, рахуючи відстані. Перший обід - як в агритмі пошуку 
діаметра дерева - знайти периферійну вершини. За другим обходом будемо обра­
ховувати відстані до нашої периферійної вершини та збережемо їх. I далі потрібно
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виконати обхід графа і знайденої другої діаметральної вершини та порахувати від­
стані до неї. Таким чином за 3 проходи ми знайшли діаметральну пару та знаємо 
відстані до всіх вершин від кожної з двох діаметральних. Достатньо пройтись по 
листках та вибрати вершину з максимальною сумою відстаней, вона і доповнить 
нашу пару до триаметральної трійки.

Пошук Триаметра у загальному - для довільного зв’язного графа так само як 
і пошук діаметра не має швидкого алгоритму. Щоб знайти триаметр довільного 
графу можна використати той же підхід, як і знаходження діаметру. Знайдемо всі 
найкоротші відстані. А далі простим перебором знайдемо такі 3, щоб сума була 
максимальною, отримаємо таку ж  складність O (V 3).
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5 Триаметр та інші графові параметри
О зн ач ен н я  5.1. Для графа G множина вершин S  С V (G) називається доміну­

ючою, позначається N g [S], якщо для будь-якої вершини v графа G існує суміжна 
вершина, яка належить множині S, або v належить множині S.

О зн ач ен н я  5.2. Нижнє число домінування, позначається y графа G - це най­
менший розмір домінуючої множини вершин графа G.

Н а с л щ о к  5.3. Нехай G - з в ’язний граф на n  вершинах зі з в ’язним числом 
домінування yc. То tr(G ) <  2yc +  4.

Доведення. Let T  be a spanning tree of G with т а х і т и т  number of leaves l. Then 
l +  Yc =  n [6]. Now, if l >  4, tr(G ) <  t r ( T ) <  2(n — l) +  4 =  2yc +  4. If l =  2 or 
l =  3, by Theorem 2.5, tr(G ) =  2n — 2 and Yc =  n  — 2 or n  — 3. In this ease also, 
tr(G ) <  2c +  4 holds. □

Т ео р ем а  5.4. Д л я  з в ’язного графа G, з n  >  3 вершинами та хроматичним  
числом x(G ), tr(G ) +  x(G ) <  2n, оцтка є точною.

Доведення. Спочатку покажемо, що результат виконується для непарних циклів 
G =  Cn з непарним n, n  >  3, tr(G ) =  n, x(G ) =  3 та повних графів G =  K n. 
tr(G ) =  3, x(G ) =  n, в обох випадках tr(G ) +  x(G ) =  n  +  3 — 2n.

Тепер розглянемо випадок, якщо G не є ні непарним циклом, ні повним графом. 
Зафіксуємо таке кісякове дерево T  графа G з максимальним степенем A (T ) =  
A (G), і також кількість листків l(T ) задовільняє нерівність A (T ) <  l(T ). Звідси 
за Теоремою Брукса маємо

tr(G ) +  x(G ) <  tr(G ) +  A(G) <  t r (T ) +  A (T ) <  t r ( T ) +  l(T )

Якщо l(T ) <  4, то за Теоремою 2.6 t r ( T ) +  l(T ) <  2n — l +  4 <  2n. If l(T ) =  2, 
тоді за Теоремою 2.5, t r ( T ) +  l(T ) =  2n — 2 +  2 =  2n.

Таким чином залишається останній випадок l(T ) =  3. Якщо G =  T , то tr(G ) +  
x(G ) =  2n — 2 +  2 =  2n. Якщо G має принаймні на одне ребро більше ніж T, то 
tr(G ) <  2n — 3 і тоді за Теоремою Брукса:

tr(G ) +  x(G ) <  tr(G ) +  A(G) =  tr(G ) +  A (T ) <  tr(G ) +  l(T ) <  2n  — 3 +  3 =  2n

Точність оцінки досягається на ланцюгах Pn та на деревах з l >  3. □
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6 И м ейства графiв
Т в е р д ж е н н я  6 .1 . Д л я  будь-який двох з в ’язних графiв G and H , £ r(G D H ) =  

tr(G ) +  t r ( H ).

Н а с л iд о к  6 .2 . Нехай G - m  x n прямокутний граф. Тож і tr(G ) =  2 (m + n — 2 ).

Доведення. Оскільки G це m  x n  прямокутний граф, G = =  PmDPn. Тоді tr(G ) =  
t r (P m) +  t r (P n) =  (2m  — 2 ) +  (2n — 2 ) =  2 (m +  n  — 2 ). □

Т ео р ем а  6.3. Нехай G - з в ’язний двочастковий граф, тодi tr(G ) парний.

Доведення. Нехай V (G) =  Vi U V2 - двочасткове розбиття множини вершин графа, 
та u, v,w - три вершини графа, такі що tr(G ) =  d (u ,v ,w ).

Якщо u,v,w Є Vi для якогось і, тодьі кожна з відстаней d(u, v), d(v, w), d(w, u) 
парна, а тоді tr(G ) парний, як сума трьох парних.

Тепер розглянемо другий випадок, якщо u,v Є V1, w Є V2. Тоді d(u ,w ) та 
d(v,w ) - непарні, а d(u ,v) - парне, а отже tr(G ) парний. □

Т в е р д ж е н н я  6.4. Нехай G =  (V, E ) - граф, такий що його доповнення Gc 
з в ’язне. Якщо tr(G ) >  9, т о  tr (G c) <  6 .

Доведення. Від супротивного, нехай tr(G ) >  9 та tr (G c) >  7. Нехай u,v,w - три 
довільні вершини.

Випадок 1. Якщо принаймні она з відстане dGc(u, v), dGc(v, w), dGc(w.u) більше 
1. Нехай dGc(w,u) >  1. Тоді dG(w ,u) =  1. Якщо dG(u,v) або dG(v,w) більше 3.
Тоді, якщо diam(G) >  3 то diam (G c) <  2 і tr (G c) <  6 - суперечність. Тому dG(u, v), 
dG(v, w) <  3. Таким чином dG(u, v) +  dG(v, w) +  dG(w, u) <  7 <  9.

Випадок 2. Якщо dGc(u, v) =  dGc(v, w) =  dGc(w, u) =  1, тоді 2 <  dG(u, v), dG(v, w), dG 
3. А тому dG(u, v ) +  dG(v, w) +  dG(w, u) <  9.

В обох випадках tr(G ) <  9, що є суперечність, а отже теорема доведена. □

Зв’язний граф G називають антиподальним, якщо для будь-якої його вершини 
u Є V (G) існує вершина u' Є V (G) : [u ,u;]G =  V (G). Зауважимо, що для будь-якої 
u відповідна їй вершини u ' завжди єдина. Вершина u ' називають антиподальною 
для u.

Т в е р д ж е н н я  6.5. Д ля будь-якого антиподального графа G виконується tr(G ) =
2 diam(G).

Доведення. Нехай x, y, z Є V (G) - триаметральна трійка вершин у G. Тоді 2 diam(G) <  
tr(G ) =  dG(x, y, z) =  dG(x, y )+ d G(x, z )+ d G(y, z ) =  dG (x, x') — dG(x', y )+ d G(x, x') — 
dG(x ',z ) +  dG (y,z) =  2dG(x,x') — dG(x',y) — dG (x ',z) +  dG(y, z ) <  2dG(x,x') =  
2diam (G ), де x' - антиподальна вершина для x. □
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Нехай n  Є N. n-cube називають граф Qn, де V (Qn) =  { 0 ,1}n i E (Qn) = {xy  : 
існує єдина i, 1 < i <  n  with x* =  y*}. Зауважимо, що кожен n -куб є медіанним 
та антиподальним графом.

Н а с л ід о к  6 .6 . Д л я  будь-якого n  Є N виконується tr(Q n) =  2n.

Доведення. Оскільки diam (Q n) =  n  та Qn є антиподальним, рівність tr(Q n) =  2n 
напряму слідує із Твердження 6.5. □

Зауважимо, що наслідок 6.6 також можна отримати із спостереження про три- 
аметр де-Картового добутку двох зв’язних графів.

Т в е р д ж е н н я  6.7. [9] Д л я  будь-яких двох з в ’язних графів G та H , t r (G\3H) = 
tr(G ) +  t r (H ).

Оскільки Qn є де-Картовим добутком n  копій K 2, рівність tr(Q n) =  2n легко 
випливає.

Н ас л ід о к  6 .8 . Кожна пара вершин антиподального графа може бути розши­
рена до триметральної трїйки приєднанням третьої вершини.

Доведення. Нехай u ,v  Є V (G) - пара вершин антиподального графа G, тоді Твер­
дження 6.5 виконується dG(u ,v ,v ')  =  dG(u,v) +  dG(u ,vr) +  dG(v ,v r) > 2dG(v ,v ') =  
2diam (G ) =  tr(G ), де v' антиподальна для v . □

Питання 4 виконується для антиподальних графів. Але Питання 3 не викону­
ється для антиподальних графів, бо 3-куб Q3 має триметральну трійку вершин 
x , y , z  Є V (Q3) : dg3(x ,y) =  dg3(x, z) =  dg3(y, z) =  2 <  3 =  diam (Q 3).
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Висновки
В роботі проведено дослідження нового графового параметру - триаметра. 

Основна мета роботи досягнута. Вона полягала в досліджені триаметра та отри­
манні верхніх та нижніх оцінок триаметра в термінах різних графовим параметрів. 
Також було окремо розглядаються оцінки триаметра дерев в термінах кількості 
вершин та висячих і залежності діаметру та триаметра для дерев та графів блоків. 
Також на мові C + +  наведені алгоритми перевірки графа на те, чи є він ланцюгом, 
деревом та знаходження діаметру та триаметра дерев.

Основними висновками по розділах роботи є: - в Р о зд іл і 1 надані базові озна­
чення, що використовуються далі в роботі. Зокрема вводиться поняття триаметра.

Р о зд іл  2 -  представлено доведення твередження на оцінки триаметра. У П ід ­
р о зд іл і 2 . 1  наводяться оцінки через радіус та діаметри.

У Р о зд іл і 2 . 2  представлений перший з основний результат - доведена точна 
нижня оцінка триаметра для дерев: t r ( T ) >  6 |_n—L̂ \ +  2m in{(n — 1) mod l, 3}. 
Доведення використовує в собі математичну індукцію та раніше доведені леми 
для оцінки триаметрів ланцюга та гусениці.

У Р о зд іл і 3 предстеалений другий основний результат - доведено теореми 
про зв’язки діаметра та триаметра. Теорема 3.1 доводить факт, що у дереві будь- 
яка діаметральна пара вершин може бути доповнена до триаметральної трійки. У 
Розділі 4 цей ф акт використовується для побудови швидкого алгоритму пошуку 
триаметра для дерев. Теорема 3.3 розширює результат на графи блоків та до­
водить одночасно і зворотнє твердження, що в будь-якій триаметральній трійці 
графа блоків можна знайти діаметральну пару.

У Р о зд іл і 4 наводиться опис алгоритмів. Наведені алгоритми перевірки графа 
на те, чи є він ланцюгом або деревом. Також знаходження діаметру дерева через 
обхід графа. Особливим є результат знаходження триаметра, в цьому полягає на­
укова новизна. Запропоновано швидкий аглгоритм для дерев. За допомогою нього 
можна знайти триаметр за три обходу графа. Алгоритм вбудований у звичайний 
BFS та по-ходу рахує відстані. Потім завдяки доведеній Теоремі 3.1 про, те що 
діаметральну пару можна доповнити до триаметральної трійки знаходить третя 
вершина серед листків дерева. Має часову складність O(V).

У Р о зд іл і 4 розгядається зв’язок триаметра з іншими графоми параметрами, 
зокрема числом домінування y , хроматичним числом x  та обхватом графа A.

У Р о зд іл і 6  розглядаються сімейства графів. Ми доводимо твердження для 
антиподальних та двочасткових графів. Також розглядаємо зв’язок триаметра з 
графовим добутком.

Отже, ця тема має не тільки наукову новизну, але і є темою для глибшого 
вивчення і дослідження.
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