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Анотацiя

В роботi дослiджуються стохастичнi розподiленi системи та локальне
керування в них. Загалом розглядається керування в стохастичних моде-
лях для дискретного часу, а саме Ланцюги Маркова. В теоретичнiй частинi
роботи водяться загальнi означення та теоретичнi факти про стохастичнi
розподiленi системи. Описуються означення та теореми, якi спростять ке-
рування випадковими процесами. Розглядається та застосовується метод С.
Дермана для покращення стратегiї локального керування. В роботi наводи-
ться приклад розв’язання задач за цим методом, завдяки власнiй програмi.
Розглянутi проблеми з якими можна зiткнутися при розробцi цiєї програми
та у додатку наведено сам програмний код мовою Python.

Ключовi слова: Ланцюг Маркова, керований випадковий процес, ло-
кальне керування, стохастичнi розподiленi системи.
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Вступ

Актуальнiсть цiєї теми обумовлена широким її використанням в iнших сфе-
рах та дослiдженнях. А саме для аналiзу й управлiння рiзних апаратiв,
моделей масового обслуговування, прогнозування потокiв трафiку, комунi-
кацiйних мереж, генетичних проблем та iнших. Так, наприклад, гру "змiй-
ки та драбини"можна представити, як ланцюг Маркова. Стан системи - це
дошка на якiй йде гра, зi всiма гравцями. Та наш перехiд до iншого ста-
ну повнiстю випадковий, бо залежить лише вiд кидка гральних кубикiв.
Розробити фiзичну модель для цих хаотичних систем було б неймовiрно
складно, але зробити це за допомогою ланцюгiв Маркова досить просто.
Також, iншi складнiшi моделi, якi вираховують значення в стохастичних
системах у своїй основi, використовують такi ланцюги чи їх видозмiну вер-
сiю. Доволi довгий час Google використовував метод обчислення рейтингу
вебсторiнок, в основi якого лежить саме ланцюгом Маркова.

Об’єкт дослiдження моєї роботи це стохастичнi розподiленi системи.
Предметом дослiдження стало локальне керування в цих системах та їх по-
ведiнка вiдповiдно до певних стохастичних правил. Загалом розглядається
керування в стохастичнi моделi для дискретного часу, а саме Маркiвськi
ланцюги. Ланцюг Маркова — це дискретна послiдовнiсть станiв, кожен iз
яких береться з дискретного простору станiв (кiнцевого чи нескiнченного),
що задовольняє марковськiй властивостi, тобто ймовiрнiсть кожної подiї
залежить вiд стану, досягнутого тiльки у попереднiй подiї. При локально-
му керуваннi в таких системах ми можемо обирати певну стратегiю, яка
впливає на подальшу роботу системи, конкретно для кожного з можливих
станiв цiєї системи. При цьому стратегiя обирається лише на основi обме-
женої iнформацiї.

Мета дослiдження - розробка методу покращення стратегiї локального
керування в стохастичних розподiлених системах та створення програми
для автоматичного знаходження оптимальної стратегiї, базуючись на до-
слiдженнях.
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Методи дослiдження - теорiя ймовiрностей та математична статисти-
ка. Для практичної роботи на мовi Python використовувалась iнтегроване
середовище розробки PyCharm.

Робота подiляється на практичну та теоретичну частину. В першому
роздiлi водяться загальнi означення та теоретичнi факти, якi потрiбнi для
подальшої роботи. В другому роздiлi описуються означення та теореми, якi
спростять керування такою системою. В третьому роздiлi наведено абстра-
ктний приклад задачi у сферi обслуговування та розв’язання цього при-
клада шляхом використання власної програми для автоматичного пошуку
оптимальної стратегiї.
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1 Стохастичнi системи

Стохастичнi системи - це системи, змiни в яких вiдбуваються пiд впливом
випадкових факторiв. Для їх опису вводиться випадковий оператор, який
формує простiр елементарних подiй з ймовiрнiсною мiрою.

Стохастичний процес — це процес, який складається з випадкових змiн-
них, значення яких змiнюються в часi X(t) або Xt де t ∈ N визначених
на загальному ймовiрнiсному просторi (Ω,F , P ) де Ω - це зразок простору,
F -це σ-алгебра, а Р - ймовiрнiсна мiра.

Як приклад можна навести процес Бернуллi. Процес Бернуллi - це кiн-
цева або нескiнченна послiдовнiсть двiйкових випадкових змiнних 0 та 1 з
ймовiрнiстю p та q ≡ 1 − p вiдповiдно. Випадковий результат пiдкидання
монетки як раз i є прикладом процесу Бернуллi.

1.1 Ланцюг Маркова

Марковський процес - це стохастичний процес, що задовольняє Маркiвськiй
властивостi, тобто, умовний розподiл ймовiрностей майбутнiх станiв проце-
су залежить тiльки вiд нинiшнього стану, а не вiд послiдовностi подiй, якi
передували цьому. [4]

Означення 1.1. Випадкова величина ξ визначена на (Ω,F , P ) володiє
Маркiвською властивiстю, якщо виконується наступне [5]:

P(ξn = xn | Xn−1 = xn−1, . . . , ξ0 = x0) = P (Xn = xn | ξn−1 = xn−1) (1)

Марковський процес може бути з дискретним та неперервним часом. У
Маркiвському процесi з неперервним часом ми також маємо дискретний
набiр станiв, як й процесi з дискретним часом. Однак поведiнка переходу
вiдрiзняється: у кожному станi є ряд можливих подiї, якi можуть виклика-
ти перехiд. Подiя, яка викликає перехiд вiдбувається через експоненцiйний
промiжок часу, тобто в цiй моделi переходи вiдбуваються у випадковi мо-
менти часу.
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Ланцюг Маркова - це Маркiвський процес з дискретним часом i дискре-
тним простором станiв. Отже, ланцюг Маркова — це дискретна послiдов-
нiсть станiв, кожен iз яких береться з дискретного простору станiв (кiнце-
вого чи нескiнченного).

Означення 1.2. Ланцюгом Маркова з дискретним часом називається по-
слiдовнiсть дискретних випадкових величин ξ = {ξt, t = 0, 1, . . . } з Маркiв-
ською властивiстю 1 [6]

Через те, що структура наших систем визначається взаємодiєю графiв,
то вводимо необхiднi передумови та позначення. Нехай G = (V,E) - кiн-
цевий орiєнтований граф з множиною вершин V та множиною ребер B.
Позначимо k, j як з’єднанi вершини графа k та j. Окiл вершини k є мно-
жина вершин сполучена ребрами з вершиною k: N(k) = {j : {k, j} ∈ E}.
Повний окiл вершини k називається окiл вершини k разом з цiєю вершиною:
Ñ(k) = N(k) ∪ {k}

Нехай Xi = {x1i , . . . , x
ni

i } - локальний простiр стану системи вузлiв
i ∈ V , тобто iснує скiнченна множина допустимих значень, пов’язаних з
вершиною i. Тодi ×i∈VXi - глобальний простiр всiх станiв системи. Для ко-
жної пiдмножини вершин K ⊂ V вектор xk := (xk, k ∈ K) ∈ Xk = ×i∈VXi

позначає опис граничного стану у вузлах K. Для всiх випадкових величин
ми фiксуємо ймовiрнiсний простiр (Ω,F , P ).

Означення 1.3. P (n) де Pij(n) ≡ P(xn+1 = j | xn = i) називається матри-
цею ймовiрностей переходу на n-му кроцi.

Така матриця стохастична, тобто
∞∑
j=1

Pij(n) = 1, ∀n ∈ N.

Для практичної роботи нам потрiбнi будуть саме ланцюги Маркова з
локальною взаємодiєю, тому спершу треба дати означення для них.
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1.2 Ланцюги Маркова з локальною взаємодiєю

Означення 1.4. Ланцюги Маркова з локальною взаємодiєю називаються
такi ланцюги Маркова, при яких перехiднi ймовiрностi задовольняють на-
ступну умову

P{ξt+1
k ∈ Ck | ξt = xt, . . . , ξ0 = x0} = P{ξt+1

k ∈ Ck | ξtÑ(k)
= xt

Ñ(k)
} (2)

де k ∈ V, x0, . . . , xt ∈ X,Ck ∈ X
Тобто iмовiрнiсть переходу у вершинi k залежить вiд стану його повного
околу у попередньому моментi часу. [7]

Означення 1.5. Перехiднi ймовiрностi з ланцюга Маркова є синхронними,
якщо

P(ξt+1 = xt+1 | ξt = xt) =
∏
k∈V

P(ξt+1
k = xt+1

k | ξt = xt) (3)

де K ⊂ V, xt, xt+1 ∈ X

Означення 1.6. Для будь-якого часу t ∈ N

P(ξt+1 = xt+1 | ξt = xt) =
∏
k∈V

P(ξt+1
k = xt+1

k | ξt
Ñ(k)

= xt
Ñ(k)

) (4)

де K ⊂ V, xt, xt+1 ∈ X

Якщо ξ виконує умови 2 i 3, вiн називається Маркiвським процесом з ло-
кально взаємодiючими синхронними компонентами над простором (G,X).
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2 Керування в стохастичних системах з

локальною взаємодiєю

В цiй роботi ми будемо розглядати керування в стохастичних системах з
локальною взаємодiєю у сферi обслуговування черг, де вершини будуть не-
залежними серверами Бернуллi при FCFS (First-Come-First-Served). Якщо
в час t на вершинi j був обслужений користувач, та на цiй вершинi кiль-
кiсть користувачiв h−1 ≥ 0, то з ймовiрнiстю pji(h) ∈ (0, 1) цей користувач
перейде до iншої вершини i в момент часу (t+1), або залишиться в цiй вер-
шинi з ймовiрнiстю qj = 1 −

∑
i∈V pji(h). Якщо в якiйсь вершинi в один й

той самий час клiєнт потрапляє до вершини, а iнший клiєнт залишає її, то
вважаємо, що подiя залишення вершини вiдбувається перед подiєю потра-
пляння в вершину. [3] Цi умови як раз задовольняють умови локальностi
2, та є синхронними вiдповiдно до 3.

Керування стохастичною системою з Маркiвською властивiстю доволi
складне. Отримуємо ми iнформацiю тiльки з околу вершини, а через фун-
кцiю втрат складно сказати, яка стратегiя буде оптимальною. Для того,
щоб полегшити розв’язання задачi, введемо допомiжнi означення та теоре-
ми.

Означення 2.1. (1) Загальний набiр можливих стратегiй (контрольних
значень) це U = ×i∈VUi над графом G, де Ui це множина можливих рiшень
(дiй) для особи яка приймає рiшення у вершинi i. Ui є кiнцевим та незале-
жним вiд часу.
(2) Загальна необмежена iсторiя залежних рiшень у момент часу t є
∆t = δt(x0, . . . , x

t) = {∆t
i(x0, . . . , x

t) : i ∈ V } ∈ ×i∈VUi, t = 0, 1, . . .

(3) Неприпустимiсть дiй, залежних вiд часу i стану, вводиться шляхом фi-
ксацiї для будь-якої вершини i ∈ V та для будь-яких станiв x ∈ X й множин
U t
i (x) допустимих дiй для часу ∆t

i якщо ξt = x
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Означення 2.2. Нехай необмежена керуюча множина задана як в 2.1, тодi
(1) Якщо в будь-який момент часу t = 0, 1, . . . рiшення ∆t

i для вузла
i зроблено на основi iсторiї повного околу Ñ(i) тiльки для i, тобто для
x0
Ñ(i)

, . . . , xt
Ñ(i)

, послiдовнiсть рiшень δi = {∆t
i, t ∈ N} називається локаль-

ною стратегiєю для вершини i.
Таким чином, ми маємо незалежну вiд iсторiї послiдовнiсть рiшень
∆t

i(x
0, . . . , xt) = ∆t

i(x
0
Ñ(i)

, . . . , xt
Ñ(i)

). Цi функцiї визначенi на просторi
X t+1

Ñ(i)
= ×t+1

0 XÑ(i) та значення взятi з Ui

(2) Локальна стратегiя δ = (δi : i ∈ V ) задається функцiєю δi = {∆t
i, t ≥ 0}

де

∆0
i = δ0i (x

0
Ñ(i)

), . . . ,∆t
i(x

0
Ñ(i)

, . . . , xt
Ñ(i)

), . . . ,

послiдовнiсть рiшень залежить вiд локальної iсторiї для вузла i.

Означення 2.3. Локальна стратегiя δ = (δ : i ∈ V ) називається локаль-
ною Маркiвською стратегiєю, якщо для всiх x0, x1, . . . , xt ∈ X виконується
∆t

i(x
0
Ñ(i)

, . . . , xt
Ñ(i)

) = ∆t
i(x

t
Ñ(i)

), i ∈ V , тобто кожна локальна функцiя рi-
шень ∆t

i залежить вiд усiєї iсторiї тiльки теперiшнього локального стану.

Безпосереднiм наслiдком цього є те, що Маркiвська стратегiя δ, яка
використовується як стратегiя управлiння Маркiвським випадковим полем,
залежить вiд часу i визначається Маркiвським процесом (ξ, δ).

Означення 2.4. Локальна Маркiвська стратегiя δ = (δi : i ∈ V ) називає-
ться стацiонарною локальною Маркiвською стратегiєю, якщо
∆t′

i (xÑ(i)) ≡ ∆t′′

i (xÑ(i)), i ∈ V для всiх t′ та t′′, тобто стацiонарна Маркiвська
стратегiя δ повнiстю визначається функцiєю ∆i з

∆i : XÑ(i) → Ui, i ∈ V ;

xt
Ñ(i)

→ ∆i(x
t
Ñ(i)

)

Локальнi структури допустимих рiшень для осiб, якi контролюють свої
локальнi частини системи, повиннi залежати вiд часу та вiд фактичного
локального стану системи.
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Означення 2.5. Пара послiдовностей (ξ, δ) називається керованим проце-
сом з локальною взаємодiєю синхронних компонентiв, вiдносно остаточного
графа G = (V,E) де:
ξ = (ξt, t ∈ N) - це стохастичний процес з простором станiв X = ×i∈VXi.
δ = (δi : i ∈ V ) - це локальна стратегiя.
Переходи визначенi наступним чином:

P{ξt+1
S = xs/ξ

0,∆0(ξ0) = u0, . . . , ξt−1 = xt−1,

∆t−1(ξ0, . . . , ξt−1) = ut−1, ξt = y,∆t(ξ0, . . . , ξt) = u}
(1)
= P{ξt+1

S = xS/ξ
0 = x0, . . . , ξt−1 = xt−1, ξt = y,∆t(ξ0, . . . , ξt) = u}

(2)
= P{ξt+1

S = xS/ξ
t = y,∆t(ξ0, . . . , ξt) = u}

(3)
=

∏
j∈S P{ξt+1

j = xj/ξ
t = y,∆t(ξ0, . . . , ξt) = u}

(4)
=

∏
j∈S P{ξt+1

j = xj/ξ
t
Ñ(j)

= yÑ(j),∆
t(ξ0

Ñ(j)
, . . . , ξt

Ñ(j)
) = uj}

(5)
=

∏
j∈S Qj{xj/yÑ(j), uj} · 1{u}(∆

t(ξ0, . . . , ξt))
(6)
= QS(xS/y, u) · 1{u}(∆t(ξ0, . . . , ξt)), S ⊆ V, y ∈ X, u ∈ U(y)

де Qj{xj/yÑ(j), uj} це локально визначенi ядра переходу, якi визначають
незмiннi в часi закони руху системи для S = V : Q(x/y, u) = P{ξt+1 =

x/ξt = y,∆t = u}

Кожен перехiд зумовлено означенням, яке було вже наведено в роботi.
Перший вираз i є визначенням керованого стохастичного процесу.

(1)
= зумов-

лено структурою маркiвського переходу та iтеративним визначення правил
прийняття рiшень.

(2)
= є частиною припущення про маркiвський закон пе-

реходу.
(3)
= обумовлено синхронною дiєю компонентiв.

(4)
= можливий завдяки

локальностi переходiв. Незалежнiсть ймовiрностей однокрокового переходу
вiд часу дозволяє зробити перехiд

(5)
=. Та

(6)
= зумовлено також синхронною

дiєю координат.

Система, яка в момент часу t ∈ N знаходиться в станi ξt = xt та приймає
рiшення ut, несе однокроковi витрати r(xt, ut) ≥ 0. Середнi очiкуванi ви-
трати при стратегiї δ в момент часу Т при ξ0 = y визначаються наступним
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чином:

Qδ
T (y) = Eδ

y
1

T+1

∑T
t=0 r(ξ

t,∆t) := Eδ
y

1
T+1

∑T
t=0 r(ξ

t,∆t(ξ0, . . . , ξt))

де Eδ
y - це очiкування, пов’язане з контрольованим процесом (ξ, δ).

Головною задачею керування в стохастичних розподiлених системах по-
лягає в тому, щоб знайти оптимальну стратегiю, при якiй мiнiмiзуються
середнi очiкуванi витрати Rδ

Rδ
y = lim sup

T→∞
Qδ

T (y)

Позначимо це як

ρ(y) = infδ∈LDR
δ
y

Означення 2.6. Стратегiя δ′ називається оптимальною, якщо для всiх y ∈
X виконується ρ(y) = Rδ′

y

Теорема 2.1. Розглянемо керованi процеси (ξ, δ) з локальною взаємодiєю
синхронних компонентiв вiдносно графа G = (V,E) згiдно з Означенням 2.5
зi скiнченим простором станiв X та скiнченим простором рiшень U. Нехай
множина допустимих дiй Ut(·) не залежить вiд часу t. Тодi в класi LD
допустимих детермiнованих локальних стратегiй iснує єдина оптимальна
стратегiя, яка знаходиться в класi LD стацiонарних Маркiвських стратегiй.

З доведенням теореми можна ознайомитись в роботi [1]
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3 Задача локального керування в стохастичних

розподiлених системах

В цьому роздiли описується постановка та розв’язання практичної задачi
для якої виводились всi означення та теореми.

3.1 Модель задачi

Нехай ми маємо 5-ть вузлiв V = 5 та 3-х клiєнтiв K = 3. Кожен клiєнт
пiсля того, як вузол j завершив обслуговування, може залишитися в цьому
самому вузлi, перейти в наступний вузол або перейти в вузол через один з
ймовiрностями qj(h, u), pj,j+1(h, u) та pj,j+2(h, u), де h - це кiлькiсть клiєнтiв
в цьому вузлi, u - рiшення в цьому вузлi. В першому, третьому та п’ятому
вузлi ми можемо обирати одне з двох рiшень 0, 1, а в другому та четвертому
вузлi - одне з трьох рiшень 0, 1, 2.

Вибiр ймовiрностей обслуговування здiйснюється за бiнарними альтер-
нативами з Uj = 0, 1 для j ∈ 1, 3, 5 та Uj = 0, 1, 2 для j ∈ 2, 4

Граф буде виглядати так:

1

2

3

5

4

p11(h, u)

p12(h, u)

p13(h, u)

p22(h, u)

p23(h, u)

p24(h, u)

p33(h, u)

p34(h, u)

p35(h, u)

p44(h, u)

p45(h, u)

p41(h, u)

p55(h, u)

p51(h, u)

p52(h, u)
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Наприклад, якщо задамо вектори переходу з кожного в кожен вузол
pji(h, u) де i, j ∈ V, u ∈ Uj:



((p11(1, 0); p11(1, 1)); (p11(2, 0); p11(2, 1)); (p11(3, 0); p11(3, 1)))

((p12(1, 0); p12(1, 1)); (p12(2, 0); p12(2, 1)); (p12(3, 0); p12(3, 1)))

((p13(1, 0); p13(1, 1)); (p13(2, 0); p13(2, 1)); (p13(3, 0); p13(3, 1)))

((p14(1, 0); p14(1, 1)); (p14(2, 0); p14(2, 1)); (p14(3, 0); p14(3, 1)))

((p15(1, 0); p15(1, 1)); (p15(2, 0); p15(2, 1)); (p15(3, 0); p15(3, 1)))


=



((0.2, 0.25), (0.3, 0.25), (0.35, 0.4))

((0.6, 0.65), (0.3, 0.25), (0.1, 0.15))

((0.2, 0.1), (0.4, 0.5), (0.55, 0.45))

0

0


Та аналогiчно для iнших вузлiв

p2i(h, u), i ∈ V =



0

((0.75, 0.85, 0.9), (0.65, 0.7, 0.75), (0.55, 0.6, 0.65))

((0.15, 0.10, 0.05), (0.30, 0.25, 0.20), (0.05, 0.05, 0.05))

((0.10, 0.05, 0.05), (0.05, 0.05, 0.05), (0.4, 0.35, 0.30))

0



p3i(h, u), i ∈ V =



0

((0.75, 0.85, 0.9), (0.65, 0.7, 0.75), (0.55, 0.6, 0.65))

((0.15, 0.10, 0.05), (0.30, 0.25, 0.20), (0.05, 0.05, 0.05))

((0.10, 0.05, 0.05), (0.05, 0.05, 0.05), (0.4, 0.35, 0.30))

0



p4i(h, u), i ∈ V =



0

0

((0.05, 0.30), (0.10, 0.60), (0.20, 0.55))

((0.05, 0.40), (0.10, 0.05), (0.05, 0.1))

((0.9, 0.3), (0.8, 0.35), (0.75, 0.35))


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p5i(h, u), i ∈ V =



((0.1, 0.15, 0.20), (0.40, 0.30, 0.20), (0.30, 0.50, 0.70))

0

0

((0.1, 0.15, 0.20), (0.1, 0.60, 0.20), (0.20, 0.10, 0.05))

((0.8, 0.7, 0.60), (0.5, 0.10, 0.6), (0.5, 0.4, 0.25))


Система, що перебуває в момент часу t в станi ξt та керована рiшенням

ut, буде зазнавати однакових втрат r(x, u), якi задамо функцiєю:

r(x, u) =
∑

j∈S[(cj − uj) ∗ xj + uj ∗ bj]

де c = (1, 2, 3, 2, 1) - додатковi витрати за перебування в вершинi, b = (3,
1, 2, 2, 1) - додатковi витрати за прийняття рiшення в вершинi. Саме цi
витрати ми будемо намагатися мiнiмiзувати в задачi.

Ця система загалом має 35 рiзних станiв S(5,3)

x1 = (0, 0, 0, 0, 3), x2 = (0, 0, 0, 1, 2), x3 = (0, 0, 0, 2, 1), x4 = (0, 0, 1, 1, 1)

. . .
x32 = (2, 0, 0, 1, 0), x33 = (2, 0, 1, 0, 0), x34 = (2, 1, 0, 0, 0), x35 = (3, 0, 0, 0, 0)

Та 72 рiзних рiшень:

u1 = (0, 0, 0, 0, 0), u2 = (0, 0, 0, 0, 1), u3 = (0, 0, 0, 1, 0), u4 = (0, 0, 0, 1, 1)

. . .
u69 = (1, 2, 1, 1, 0), u70 = (1, 2, 1, 1, 1), u71 = (1, 2, 1, 2, 0), u72 = (1, 2, 1, 2, 1)

Програма створює множину станiв та рiшень автоматично:

1 all_decision = construct_all_decision ()

2 X_states = construct_all_states ()
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3.2 Циклiчний крок покращення стратегiї керування

Розглянемо циклiчний метод покращення стратегiї керування для Маркiв-
ського процесу прийняття рiшень, запропонований С. Дерманом [2].

Спочатку ми обираємо довiльну стратегiю δ0 для того, щоб знайти пер-
шi середнi очiкувальнi витрати, якi потiм будемо покращувати. Знаходимо
ядра переходу для цiєї стратегiї Q(x/y, δ) та знаходимо стацiонарний роз-
подiл системи при стратегiї δ0 - π0 завдяки системi рiвнянь:πKJ = πKJQ∑

πKJ = 1

Обчислюємо однокроковi витрати r0 та середнi очiкуванi витрати R0.
Далi задача полягає в знаходженнi значень υ = (υ(x) : x ∈ X). Обчи-

слити значення υ можна iз системи рiвнянь:Rδ
y + ν(y) = r(y, δ(y)) +

∑
xS(K,J)Q(x/y, δ(y))ν(x), yS(K, J)∑

xS(K,J) π
δ(x)ν(x) = 0

Далi ми порiвнюємо результати, якi ми знайшли, з альтернативними
значеннями якi могли б бути при iнших рiшеннях. Для кожного стану y ми
визначаємо множину альтернативних рiшень U y при яких показники були
б кращими за знайденi.

Для знаходження кращих рiшень для кожного стану, використовуємо
системою рiвнянь:

∑
x∈S(K,J)Q(x/y, u)Rδ

x ≤ Rδ
y

r(y, u) +
∑

x∈S(K,J)Q(x/y, u)νδ(x) < r(y, δ(y)) +
∑

x∈S(K,J)Q(x/y, δ(y))νδ(x)

або якщо спростити
∑

Q(x/y, u)Rδ
x ≤ Rδ

y

r(y, u) +
∑

Q(x/y, u)νδ(x) < Rδ
y + νδ(y)

(5)

Якщо множина U y = ∅, то рiшення для цього стану i є найкращим. Якщо
ж множина U y ̸= ∅, тодi ми формуємо нову стратегiю з довiльних рiшень
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з множини U y для кожного стану y ∈ X та повторюємо цей циклiчний
крок доки ∀y(U y = ∅). На кожному кроцi нашi середнi очiкуванi витрати
будуть зменшуватись Rδ′ ≤ Rδ доки не стануть мiнiмальними. В результатi
стратегiя δ′ буде вважатись оптимальною.

3.3 Розв’язання задачi

Спочатку обчислюємо ядра переходу Q(x/y, u) та всi однокроковi витрати
для всього простору станiв X та простору рiшень U .

1 mapRewardsByStrategy = dict()

2 mapQByStrategy = dict()

3

4 for decision in all_decision:

5 mapRewardsByStrategy[tuple(decision)] = calculate_rewards ([ decision

for i in range(len(X_states))])

6 mapQByStrategy[tuple(decision)] = constructQ ([ constructT(decision) for

i in range(len(X_states))])

Будуємо два словники. В першому словнику ключ це u, а значення -
кроковi витрати при цьому рiшенi. В другому словнику ключ також u, а
значення - ядра переходу при такому рiшеннi.

Починаємо обчислюємо циклiчний крок покращення стратегiї. Споча-
тку беремо довiльну стратегiю, припустимо δ = [u1, u1 . . . ]

1 delta = []

2 delta = createNewStrategy(delta)

Обчислюємо для цiєї стратегiї ядра переходу з вершини в вершину з
урахуванням того, що для кожного стану маємо окреме рiшення.

1 T = construct_all_T(delta)

Далi на основi матрицi переходу з вершини в вершину будуємо ядра
переходу з одного стану в iнший Q(x/y, δ)

1 Q = construct_Q(T)
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Q(x/y, δ) x1 x2 x3 x4 x5 . . .

x1 0.05 0 0 0 0
x2 0.04 0.005 0 0 0
x3 0 0.05 0.01 0 0
x4 0 0 0.5 0.2 0
x5 0.045 0.0025 0 0 0.0025
... . . .

Рахуємо стацiонарний розподiл πδ на основi ядер переходу, якi отримали
при цiй стратегiї

1 pi = calculate_stationary_distribution(Q)

x1 x2 x3 x4 x5 . . .

π(x) 0.0005582 0.001626 0.0002535 0.00002 0.004636 . . .

Далi рахуємо кроковi витрати r(δ) для нашої стратегiї
1 reward = calculate_rewards(delta)

x1 x2 x3 x4 x5 . . .

r(x) 3 4 5 6 5 . . .

Обчислюємо очiкувальнi середнi витрати Rδ

1 R = calculate_average_expects_reward(pi, reward)

Rδ = 5.36639645935938

Знаходимо υδ

1 upsilon = calculate_upsilon(Q, pi , reward)

x1 x2 x3 x4 x5 . . .

υ(x) -7.015 -5.91 -4.133 -2.806 -4.781 . . .

Створюємо множину альтернативних кращих рiшень U y для кожного
стану системи



21

1 U_y = find_alternative_strategy(upsilon , R, delta)

Порiвнюємо середнi очiкувальнi витрати з альтернативними за систе-
мою 5

1 better_decisions = []

2 for decision in pull_of_optimal_decision[tuple(y_state)][1:]:

3 alternative_R = (mapQByStrategy[tuple(decision)][ state_i] * R).sum()

4 alternative_rewards = mapRewardsByStrategy[tuple(decision)][ state_i] +

mapQByStrategy[tuple(decision)][ state_i ].dot(v)

5 this_rewards = R + v[state_i]

6 if alternative_R <= R and alternative_rewards < this_rewards:

7 better_decisions.append(decision)

x1 x2 x3 x4 x5 . . .

U y {u2, u14} u2 {u2, u6} {u3, u5, u6, u17} u2 . . .

Повторюємо цей цикл, поки множина альтернативних рiшень для ко-
жного стану не буде порожньою U y = ∅

На кожному кроцi можна спостерiгати зменшення середнiх очiкуваних
витрат Rδ′ < Rδ

Rδ1 = 5.36639645935938

Rδ2 = 4.708908576846542

Rδ3 = 3.8005488560955465

Rδ4 = 3.6170851008004936

Результат.
В результатi всiх обчислювань ми отримуємо оптимальну стратегiю δ′

δ′(x1) = u2; δ′(x2) = u2; δ′(x3) = u2; δ′(x4) = u5; δ′(x5) = u2;

δ′(x6) = u2; δ′(x7) = u5; δ′(x8) = u2; δ′(x9) = u1; δ′(x10) = u1;

δ′(x11) = u2; δ′(x12) = u2; δ′(x13) = u5; δ′(x14) = u2; δ′(x15) = u1;

δ′(x16) = u1; δ′(x17) = u25; δ′(x18) = u25; δ′(x19) = u25; δ′(x20) = u25;

δ′(x21) = u2; δ′(x22) = u2; δ′(x23) = u5; δ′(x24) = u2; δ′(x25) = u1;

δ′(x26) = u1; δ′(x27) = u14; δ′(x28) = u1; δ′(x29) = u1; δ′(x30) = u25;

δ′(x31) = u2; δ′(x32) = u1; δ′(x33) = u1; δ′(x34) = u1; δ′(x35) = u37;
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Та мiнiмальнi очiкуванi середнi витрати:

Rδ ′ = 3.6170851008004936

Як можна побачити з приклада, власна програма з автоматичного по-
шуку оптимальної стратегiї для стохастичних розподiлених систем працює
коректно. Ця програма позбавляє людину досить великих i об’ємних обчи-
слень, а також автоматизує всi потрiбнi дiї. Ця програма може легко реда-
гуватись для вирiшення будь-яких iнших схожих прикладiв та автоматизує
їх вирiшення, що багаторазово прискорює цей процес та усуває можливiсть
помилитися в простих обчисленнях.

3.4 Проблеми при створеннi програми

При створеннi програми для автоматичного знаходження оптимальної стра-
тегiї я зiткнувся з деякими проблемами.

Обрахувати ядра переходу з кожного стану в кожен iнший можливий
стан виявилося доволi нетривiальною задачею. Треба було створити загаль-
ний алгоритм для знаходження можливих наступних станiв та ймовiрно-
стей переходу до них. Через те що кожна вершина працювала синхронно
з iншими, обрахувати всi можливi варiанти було доволi важко. Рiшенням
став алгоритм iтерацiйного розгляду кожної окремої вершини, та створен-
ня "дерева"можливих варiантiв паралельно з обрахуванням ймовiрностей
цих варiантiв.

Другою проблемою стали математичнi дiї над числами з плавучою то-
чкою у двiйковiй системi числення. У зв’язку з технiчною частиною мови
програмування, при математичних дiях над числами з плавучою точкою
iнодi з’являлись "дивнi значення". Наприклад при додаваннi 0.1 + 0.2 до-
рiвнювало 0.300000000004. На перший погляд, це може бути занадто не-
значною похибкою, але iнодi велика кiлькiсть таких похибок впливала на
кiнцевий результат обчислень. Розв’язання цiєї проблеми стало округлення
деяких значень до 5-го знака пiсля крапки.
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Висновок

У цiй роботi були дослiдженi стохастичнi системи, Маркiвськi ланцюги та
локальне керування в стохастичних розподiлених системах. Було застосо-
вано метод С. Дермана [2] для покращення стратегiї керування. Його при-
клад було продемонстровано для обчислення оптимальної стратегiї. Була
розроблена та описана власна програма мовою Python для автоматичного
пошуку оптимальної стратегiї.
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Додаток

1 def construct_all_decision ():

2 arr = [[0 for i in range(nodeSet)]]

3 u_i = 0

4 for u in Uj:

5 new_arr = []

6 for k in arr:

7 for d in u:

8 new_k = copy.copy(k)

9 new_k[u_i] = d

10 new_arr.append(new_k)

11 arr = new_arr

12 u_i += 1

13

14 return np.asarray(arr)

15

16

17 def construct_all_states ():

18 arr = [list(i) for i in product(tuple(i for i in range(K + 1)), repeat

=nodeSet)]

19 filtered = filter(lambda state_j: sum(state_j) == K, arr)

20 return list(filtered)

21

22

23 all_decision = construct_all_decision ()

24 X_states = construct_all_states ()

25

26 pull_of_optimal_decision = dict()

27 for state in X_states:

28 pull_of_optimal_decision[tuple(state)] = copy.deepcopy(all_decision)

Лiстинг 1: Створення всiх станiв та рiшень

1 def calculate_rewards(u_j):

2 rewards = []

3 state_i = 0

4 for x_j in X_states:

5 rewards.append(calculate_reward(x_j , u_j))

6 state_i += 1

7 return np.array(rewards)

8

9

10 def constructT(u):
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11 T_j = []

12 for k in range(nodeSet):

13 T_k = []

14 for j in range(len(u)):

15 if T2[k][j] == 0:

16 T_k.append (0)

17 else:

18 T_k.append ([g2[u[k]] for g2 in T2[k][j]])

19 T_j.append(T_k)

20 return T_j

21

22

23 def canGoTo(T_delta , state , state_i):

24 arr = [[copy.copy(state), 1]]

25 p_i = 0

26 for p in state:

27 if p > 0:

28 new_arr = []

29 for i in arr:

30 n = 0

31 for w in T_delta[state_i ][p_i]:

32 if w != 0:

33 new_position = copy.copy(i[0])

34 new_position[p_i] -= 1

35 new_position[n] += 1

36 new_arr.append ([ new_position , i[1] * w[p - 1]])

37 n += 1

38 arr = new_arr

39 p_i += 1

40 return arr

41

42

43 def construct_Q(T_delta):

44 Q = []

45 state_i = 0

46 for state in X_states:

47 Q_j = np.zeros(len(X_states))

48 canGoToArr = canGoTo(T_delta , state , state_i)

49 canGoDict = {}

50 for state_2 in canGoToArr:

51 index = X_states.index(state_2 [0])

52 if index in canGoDict:

53 canGoDict[index] += state_2 [1]
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54 else:

55 canGoDict[index] = state_2 [1]

56 for state_index in canGoDict:

57 Q_j[state_index] = canGoDict[state_index]

58 Q.append(Q_j)

59 state_i += 1

60 return Q

61

62

63 mapRewardsByStrategy = dict()

64 mapQByStrategy = dict()

65

66 for decision in all_decision:

67 mapRewardsByStrategy[tuple(decision)] = calculate_rewards ([ decision

for i in range(len(X_states))])

68 mapQByStrategy[tuple(decision)] = construct_Q ([ constructT(decision)

for i in range(len(X_states))])

Лiстинг 2: Обрахунок всiх крокових втрат та ядер переходу

1 def construct_all_T(u_delta):

2 T_delta = []

3 for x_j in range(len(X_states)):

4 T_delta.append(constructT(u_delta[x_j]))

5 return T_delta

6

7

8 def calculate_stationary_distribution(Q):

9 Q = np.array(Q)

10 evals , evecs = np.linalg.eig(Q.T)

11 evec1 = evecs[:, np.isclose(evals , 1)]

12 evec2 = evec1[:, 0]

13 stationary = evec2 / evec2.sum()

14 stationary = stationary.real

15 return stationary

16

17

18 def calculate_average_expects_reward(pi , r):

19 return sum(pi[k] * r[k] for k in range(len(pi)))

20

21

22 def calculate_upsilon(Q, pi, reward):

23 length = len(pi) + 1

24 reward = np.append(reward , 0)
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25 auxiliary_matrix = np.subtract(np.identity(length - 1), Q)

26 auxiliary_matrix = np.insert(auxiliary_matrix , 0, 1, axis =1)

27 auxiliary_matrix = np.append(auxiliary_matrix , np.insert(pi , 0, 0))

28 auxiliary_matrix = auxiliary_matrix.reshape(length , length)

29 v = np.linalg.solve(auxiliary_matrix , reward)

30 return np.array(v)[1:]

31

32

33

34 def find_alternative_strategy(v, R, u_delta):

35 state_i = 0

36 for y_state in X_states:

37 better_decisions = []

38 for decision in pull_of_optimal_decision[tuple(y_state)][1:]:

39 alternative_R = (mapQByStrategy[tuple(decision)][ state_i] * R)

.sum()

40 alternative_rewards = mapRewardsByStrategy[tuple(decision)][

state_i] + mapQByStrategy[tuple(decision)][ state_i ].dot(v)

41 this_rewards = R + v[state_i]

42 if alternative_R <= R and alternative_rewards < this_rewards:

43 better_decisions.append(decision)

44

45 if len(better_decisions) == 0:

46 better_decisions.append(u_delta[state_i ])

47

48 pull_of_optimal_decision[tuple(y_state)] = better_decisions

49 state_i += 1

50 return pull_of_optimal_decision

51

52

53 def create_new_strategy(u_delta):

54 new_u = []

55 for state_i in range(len(X_states)):

56 if len(pull_of_optimal_decision[tuple(X_states[state_i ])]) == 0:

57 new_u.append(u_delta[state_i ])

58 else:

59 new_u.append (( pull_of_optimal_decision[tuple(X_states[state_i

])][0]))

60 return new_u

Лiстинг 3: Додатковi методи

1 if __name__ == ’__main__ ’:

2 delta = []
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3 while not all((len(i) == 1) for i in pull_of_optimal_decision.values ()

):

4 delta = create_new_strategy(delta)

5 T = construct_all_T(delta)

6 Q = construct_Q(T)

7 pi = calculate_stationary_distribution(Q)

8

9 reward = calculate_rewards(delta)

10 R = calculate_average_expects_reward(pi, reward)

11

12 upsilon = calculate_upsilon(Q, pi , reward)

13

14 U_y = find_alternative_strategy(upsilon , R, delta)

15

16 for i in range(len(X_states)):

17 print("Best decision for state {}: {}".format(X_states[i], delta[i

]))

Лiстинг 4: Головний цикл


