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1 Вступ

1.1 Актуальнiсть

Нiльпотентнi алгебри Лi природно виникають у багатьох роздiлах математи-
ки. Зокрема, особливий iнтерес викликають 2-нiльпотентнi алгебри Лi.

Серед 2-нiльпотентних алгебр Лi можна виокремити ще вужчий клас графо-
вих алгебр Лi — алгебр, асоцiйованих iз рiзними конструкцiями комбiнатор-
них графiв. У роботi [1] запропоновано природну конструкцiю 2-нiльпотентної
алгебри Лi, побудованої за простим неорiєнтованим графом. Такi алгебри Лi
ми називаємо графовими алгебрами неорiєнтованих графiв. Пiзнiше в [2] до-
ведено, що за графовою алгеброю Лi неорiєнтованого графу можна однозна-
чно вiдновити граф, за яким вона побудована.

У роботi [3] конструкцiю графової алгебри неорiєнтованого графу Лi уза-
гальнено до графової алгебри Лi, побудованої за орiєнтованим фарбованим
графом, дослiдження якої проведено в роботах [4] та [5]. Такi алгебри Лi ми
називаємо графовими алгебри Лi орiєнтованих фарбованих графiв. Хоча ця
конструкцiя описує ширший клас 2-нiльпотентних алгебр Лi, нiж графовi ал-
гебри неорiєнтованих графiв, вона «втрачає» чимало iнформацiї про граф,
за яким вона була побудована: перший погляд зовсiм рiзнi з погляду теорiї
графiв графи можуть мати iзоморфнi графовi алгебри Лi.

Пiд час вивчення графових алгебр Лi орiєнтованих фарбованих графiв
з’являються новi задачi, якi ранiше не виникали при роботi з конструкцiєю
для неорiєнтованих графiв або були виродженими в цьому частковому випад-
ку. Саме тому для дослiдження було обрано графовi алгебри Лi орiєнтованих
фарбованих графiв.

Дослiдження нiльпотентних алгебр Лi є важливим для теорiї зображень, тео-
рiї керування, геометричного аналiзу, диференцiальної геометрiї та динамiки,
тому тема цiєї квалiфiкацiйної роботи має багато застосувань i є актуальною.
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1.2 Мета та завдання дослiдження

Метою квалiфiкацiйної роботи є формалiзацiя зв’язку мiж конструкцiєю гра-
фової алгебри Лi неорiєнтованого графа та графової алгебри Лi орiєнтова-
ного фарбованого графа. У роботi буде проведено дослiдження зв’язку мiж
комбiнаторними властивостями графiв та алгебраїчними властивостями їхнiх
графових алгебр Лi, а також наведено класифiкацiю графових алгебр Лi орi-
єнтованих розфарбованих графiв для часткових випадкiв розфарбувань та
спецiальних класiв графiв.

Результати про зв’язок властивостей орiєнтованих графiв, фарбованих одним
кольором, описанi в четвертому роздiлi квалiфiкацiйної роботи, були опублi-
кованi в тезах XIII Всеукраїнської наукової конференцiї молодих математикiв
[6].
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2 Основнi означення

Перш нiж перейти до основної частини роботи, зафiксуємо означення, з яки-
ми будемо працювати.

2.1 Основнi означення з теорiї графiв

Означення 2.1.1. Простим неорiєнтованим графом називаємо Γ = (𝑉Γ, 𝐸Γ),
де 𝑉Γ — непорожнамножина, 𝐸Γ — пiдмножина в множинi двоелементних
пiдмножин 𝑉 . 𝑉Γ називаємо множиною вершин графу, 𝐸Γ — множиною ребер
графу.

Означення 2.1.2. Гомоморфiзмом f : Γ1 −→ Γ2 мiж простими неорiєнтова-
ними графами називаємо вiдображення множин f : 𝑉Γ1

−→ 𝑉Γ2
таке, що

{𝑣1, 𝑣2} ∈ 𝐸Γ1
⇒ {f(𝑣1), f(𝑣2)} ∈ 𝐸Γ2

Означення 2.1.3. Орiєнтованим графом без петель називаємо Γ = (𝑉Γ, 𝐸Γ),
де 𝑉Γ — множина, 𝐸Γ ⊂ 𝑉 × 𝑉 — iррефлексивне вiдношення.

Гомоморфiзмом f : Γ1 −→ Γ2 мiж орiєнтованими графами без петель назива-
ємо вiдображення множин f : 𝑉Γ1

−→ 𝑉Γ2
таке, що

(𝑣1, 𝑣2) ∈ 𝐸Γ1
⇒ (f(𝑣1), f(𝑣2)) ∈ 𝐸Γ2

Означення 2.1.4. Симетричним замиканням простого графу Γ називаємо
орiєнтований граф Γ̂ такий, що 𝑉Γ̂ = 𝑉Γ, 𝐸Γ̂ = {(𝑣, 𝑤) | {𝑣, 𝑤} ∈ 𝐸Γ}.

Означення 2.1.5. Нехай f : 𝐴 −→ 𝐵 — вiдображення множин. Перерiзом f

називаємо вiдображення s : 𝐵 −→ 𝐴 таке, що композицiя є тотожнiм вiдобра-
женням:

𝐵 𝐴 𝐵s f = 1𝐵

Твердження 2.1.6. Якщо f : 𝐴 −→ 𝐵 має перерiз s : 𝐵 −→ 𝐴 , то f —
сюр’єкцiя, а s — iн’єкцiя.

Твердження 2.1.7. Кожна сюр’єкцiя має перерiз.
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Означення 2.1.8. Нехай pr : 𝐸Γ̂ −→ 𝐸Γ, pr(𝑣, 𝑤) = {𝑣, 𝑤} — канонiчна про-
екцiя. Орiєнтацiєю Γ називаємо перерiз канонiчної проекцiї or : 𝐸Γ −→ 𝐸Γ̂.

Означення 2.1.9. Простим орiєнтованим графом називаємо (Γ, or), де Γ —
простий неорiєнтований граф, or — орiєнтацiя Γ.

Зауваження. Зазвичай ми будемо ототожнювати орiєтований простий граф
(Γ, or) з орiєнтованим графом (𝑉Γ, or(𝐸Γ)), or(𝐸Γ) ⊂ Γ̂𝐸.

Означення 2.1.10. Розфарбуванням ребер простого неорiєнтованого графа
Γ називаємо сюр’єкцiю col : 𝐸Γ −↠ 𝐶, де 𝐶 називаємо множиною кольорiв.
col{𝑣, 𝑤} називаємо кольором {𝑣, 𝑤}, а пару (Γ, col) — фарбованим графом.

Означення 2.1.11. Нехай col1 : 𝐸Γ1
−→ 𝐶, col2 : 𝐸Γ2

−→ 𝐶 — розфарбуван-
ня простих неорiєнтованих графiв. Гомоморфiзмом f : (Γ1, col1) −→ (Γ2, col2)

називаємо гомоморфiзм простих неорiєнтованих графiв f : Γ1 −→ Γ2 такий,
що iснує перестановка 𝜎 на множинi кольорiв 𝐶 така, що

col2{f(𝑣1), f(𝑣2)} = 𝜎 ∘ col1{𝑣1, 𝑣2}

Означення 2.1.12. Нехай (Γ, or) — простий орiєнтований граф, 𝑉Γ = {𝑣1, · · · , 𝑣𝑛}.
Кососиметричною матрицею iнцидентностi Γ називаємо матрицю 𝑀(Γ,or) =

(𝑚𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1, де

𝑚𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, якщо(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ∈ 𝐸Γ

−1, якщо(𝑣𝑗, 𝑣𝑖) ∈ 𝐸Γ

0, iнакше

Означення 2.1.13. Нехай 𝐶𝑛 — неорiєнтований цикл на парнiй кiлькостi
вершин. Тодi кажемо, що 𝐶𝑛 — парний цикл.

Означення 2.1.14. Нехай 𝐶𝑛 — неорiєнтований цикл на непарнiй кiлькостi
вершин. Тодi кажемо, що 𝐶𝑛 — непарний цикл.

Означення 2.1.15. Нехай 𝐶𝑛 — неорiєнтований граф, or — орiєнтацiя 𝐶𝑛.
Зафiксуємо порядок на вершинах 𝑉𝐶𝑛

= {𝑣1, · · · , 𝑣𝑛}.

Знак ребра (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) визначаємо як

sgn(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) =

⎧⎨⎩1, 𝑖 < 𝑗

−1, 𝑖 > 𝑗
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Означення 2.1.16. Орiєнтацiю or парного циклу 𝐶𝑛 називаємо парною, якщо

𝑛−1∏︁
𝑘=1

sgn(𝑣𝑘, 𝑣𝑘+1) = 1

i непарною, якщо
𝑛−1∏︁
𝑘=1

sgn(𝑣𝑘, 𝑣𝑘+1) = −1

Означення 2.1.17. Орiєнтацiю or графу Γ називаємо парною, якщо кожний
парний орiєнтований цикл в Γ має парну орiєнтацiю.

Означення 2.1.18. Нехай Γ — простий неорiєнтований граф. Вершину 𝑣 ∈
𝑉Γ називаємо висячою, якщо iснує єдине ребро {𝑣, 𝑤} ∈ 𝐸Γ.

Означення 2.1.19. Нехай Γ — простий граф, 𝑆 ⊂ 𝑉Γ — пiдмножина множи-
ни вершин Γ. Γ ∖ 𝑆 називаємо простий граф, де

𝑉Γ∖𝑆 = 𝑉Γ ∖ 𝑆

𝐸Γ∖𝑆 = 𝐸Γ ∖ {{𝑣, 𝑤} ∈ 𝐸Γ | 𝑣 ∈ 𝑆}

2.2 Основнi означення з теорiї алгебр Лi

Означення 2.2.1. Алгеброю Лi над полем 𝕜 називаємо пару 𝐿 = (𝑉, [ , ]),
де 𝑉 — 𝕜-векторний простiр, [ , ] : 𝑉 × 𝑉 −→ 𝑉 — бiлiнiйне кососиметричне
вiдображення, що задовольняє тотожнiсть Якобi:

[𝑥, [𝑦, 𝑧]] + [𝑦, [𝑧, 𝑥]] + [𝑧, [𝑥, 𝑦]] = 0 ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉

[ , ] називаємо дужкою Лi.

Означення 2.2.2. Алгебру Лi 𝐿 називається абелевою, якщо дужка Лi

[ , ] : 𝐿× 𝐿 −→ 𝐿

є нульовим вiдображенням.

Зауваження 2.2.3. Iнодi зручно ототожнювати векторнi простори з абеле-
вими алгебрами Лi.
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Означення 2.2.4. Гомоморфiзмом алгебр Лi f : 𝐿 −→ 𝐾 називаємо 𝕜-лiнiйне
вiдображення 𝐿 −→ 𝐾 таке, що

f[𝑥, 𝑦] = [f(𝑥), f(𝑦)] ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿

Означення 2.2.5. Ядром ker(f) гомоморфiзму f : 𝐿 −→ 𝐾 називаємо пiдал-
гебру

ker(f) = {𝑥 ∈ 𝐿 | f(𝑥) = 0}

Означення 2.2.6. Образом im(f) гомоморфiзму f : 𝐿 −→ 𝐾 називаємо пiд-
алгебру

im(f) = {f(𝑥) ∈ 𝐾 | 𝑥 ∈ 𝐿}

Означення 2.2.7. Пiдалгеброю 𝑆 алгебри Лi 𝐿 називаємо векторний пiд-
простiр, замкнений вiдносно дужки Лi:

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 [𝑥, 𝑦] ∈ 𝑆

Означення 2.2.8. Iдеалом 𝐼 алгебри Лi 𝐿 називаємо векторний пiдпростiр,
що задовольняє властивостi:

∀ 𝑥 ∈ 𝐼, 𝑦 ∈ 𝐿 [𝑥, 𝑦] ∈ 𝐼

Твердження 2.2.9. Ядро ker(f) гомоморфiзму f : 𝐿 −→ 𝐾 є iдеалом 𝐿.

Означення 2.2.10. Фактор-алгеброю алгебри Лi 𝐿 за iдеалом 𝐼 називаємо
алгебру Лi 𝐿 /𝐼 , де дужка Лi [ , ] задається як

[𝑥+ 𝐼, 𝑦 + 𝐼] = [𝑥, 𝑦] + 𝐼

Теорема 2.2.11. Нехай f : 𝐿 −→ 𝐾 — гомоморфiзм алгебр Лi, 𝐼 — iдеал 𝐿

такий, що 𝐼 ⊂ ker(f). Тодi ∃! f : 𝐿 /𝐼 −→ 𝐾 такий, що наступна дiаграма
комутує:

𝐿 𝐾

𝐿 /𝐼

pr

f

f
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Наслiдок 2.2.12. Нехай f : 𝐿 −→ 𝐾 — гомоморфiзм алгебр Лi.

𝐿
⧸︁
ker(f) ∼= im(f)

Означення 2.2.13. Нехай (𝐿, [ , ]𝐿), (𝐾, [ , ]𝐾) — алгебри Лi.

Прямою сумую алгебр Лi називаємо алгебру Лi (𝐿⊕𝐾, [ , ]), де

[(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)] = ([𝑥1, 𝑥2]𝐿, [𝑦1, 𝑦2]𝐾)

Зауваження 2.2.14. Пряма сума алгебр Лi є добутком в категорiї алгебр
Лi над фiксованим полем 𝕜, але не є кодобутком.

Означення 2.2.15. Центром 𝑍(𝐿) алгебри Лi 𝐿 називаємо пiдалгебру

𝑍(𝐿) = {𝑥 ∈ 𝐿 | [𝑥, 𝑦] = 0 ∀ 𝑦 ∈ 𝐿}

Твердження 2.2.16. Центр 𝑍(𝐿) алгебри Лi 𝐿 є iдеалом.

Означення 2.2.17. Похiдною алгебри Лi 𝐿 називаємо пiдалгебру [𝐿,𝐿], по-
роджену як векторний пiдпростiр множиною

⟨[𝑥, 𝑦] | 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿⟩

Твердження 2.2.18. Похiдна [𝐿,𝐿] алгебри Лi 𝐿 є iдеалом.

Означення 2.2.19. Нижнiм центральним рядом алгебри Лi 𝐿 називаємо
послiдовнiсть iдеалiв, де 𝐿0 = 𝐿 i 𝐿𝑛 = [𝐿,𝐿𝑛−1] для 𝑛 ≥ 1:

𝐿0 ⊃ 𝐿1 ⊃ · · · ⊃ 𝐿𝑛 ⊃ · · ·

Означення 2.2.20. Алгебра Лi 𝐿 називається нiльпотентною, якщо iснує
𝑛 ∈ ℕ таке, що 𝐿𝑛 = 0. Тодi кажемо, що 𝐿 має степiнь нiльпотентностi 𝑛 або,
що 𝐿 є 𝑛-нiльпотентною.

Означення 2.2.21. Розширенням 𝐻 алгебри Лi 𝐿 за допомогою 𝑀 назива-
ємо коротку точну послiдовнiсть алгебр Лi.

0 𝑀 𝐻 𝐿 0i p

Означення 2.2.22. Розширення алгебр Лi називаємо абелевим, якщо 𝑀 —
абелева алгебра Лi.

10



Означення 2.2.23. Розширення алгебр Лi називаємо центральним, якщо
i(𝑀) ⊂ 𝑍(𝐻)

Зауваження 2.2.24. Для центрального розширення алгебр Лi

0 𝑀 𝐻 𝐿 0i p

i(𝑀) — iдеал в 𝐻.

Означення 2.2.25. Два розширення 𝐿 за допомогою 𝑀

0 𝑀 𝐻1 𝐿 0
i1 p1

0 𝑀 𝐻2 𝐿 0
i2 p2

називаємо еквiвалентними, якщо iснує iзоморфiзм алгебр Лi 𝜙 : 𝐻1
∼−−→ 𝐻2

такий, що наступна дiаграма комутує:

0 𝑀 𝐻1 𝐿 0

0 𝑀 𝐻2 𝐿 0

i1 p1

𝜙

i2 p2

Означення 2.2.26. Модулем над алгеброю Лi 𝐿 називаємо пару (𝑉, 𝜌), де 𝑉
— векторний простiр, 𝜌 : 𝐿 −→ End𝕜(𝑉 ) — гомоморфiзм алгебр Лi. Значення
лiнiйного вiдображення 𝜌(𝑥)(𝑣) позначаємо як 𝑥 ·𝑣 i називаємо дiєю елементу
алгебри Лi 𝑥 на елемент векторного простору 𝑣.

Означення 2.2.27. Векторний простiр 𝑉 називаємо тривiальним модулем
над 𝐿, якщо 𝜌 : 𝐿 −→ End𝕜(𝑉 ) — нульове вiдображення.
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3 Графовi алгебри Лi

Далi 𝕜 — фiксоване поле, char𝕜 = 0.

Пiд векторними просторами маються на увазi 𝕜-векторнi простори, пiд гра-
фами — графи, множини ребер i множини вершин яких є скiнченними.

Для простого графу Γ = (𝑉Γ, 𝐸Γ) iнодi буде зручно зафiксувати лiнiйний
порядок на вершинах: {𝑣1, 𝑣2, · · · , 𝑣𝑛}.

3.1 2-нiльпотентнi алгебри Лi

Твердження 3.1.1. Нехай 𝐿 — 2-нiльпотентна алгебра. З означення (2.2.20)

бачимо, що 𝐿 є 2-нiльпотентною тодi i тiльки тодi, коли 𝐿1 = [𝐿,𝐿] ⊂ 𝑍(𝐿).

Як векторний простiр 𝐿 можна представити як пряму суму 𝑉 ⊕ [𝐿,𝐿], де
𝑉 = [𝐿,𝐿]⊥ — доповнювальний до [𝐿,𝐿] векторний простiр. Тодi можна пред-
ставити дужку Лi [ , ] на 𝐿 як дужку Лi [ , ]⊕ на 𝑉 ⊕ [𝐿,𝐿] таку, що

[(𝑣1, 𝑤1), (𝑣2, 𝑤2)]⊕ = (0, [𝑣1, 𝑣2])

З iншого боку, нехай маємо сюр’єктивне кососиметричне вiдображення

𝜔 :
2⋀︁
𝑉 −→ 𝑊

Розглянемо векторний простiр 𝑉 ⊕𝑊 i продовжимо 𝜔 до лiнiйного вiдобра-
ження

[ , ]𝜔 :
2⋀︁
(𝑉 ⊕𝑊 ) −→ 𝑉 ⊕𝑊

[(𝑣1, 𝑤1), (𝑣2, 𝑤2)]𝜔 = (0, 𝜔(𝑣1 ∧ 𝑣2))

З кососиметричностi 𝜔 вiдображення [ , ] продовжується до кососиметрично-
го. З означення маємо, що для довiльних 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝑊

[(0, 𝑤1), (0, 𝑤2)]𝜔 = (0, 𝜔(0 ∧ 0)) = 0

i тотожнiсть Якобi для [ , ] виконується тривiально, тому маємо, що 𝐿 =

(𝑉 ⊕𝑊, [ , ]𝜔) — алгебра Лi, причому, з побудови i2(𝑊 ) ⊂ 𝑍(𝐿).
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Помiтимо, що формально наведену вище конструкцiю можна описати як кон-
струкцiю центрального абелевого розширення абелевої алгебри Лi 𝑉 .

0 𝑊 𝐿 𝑉 0i p

Твердження 3.1.2. Кожне центральне абелеве розширення абелевої алге-
бри Лi є 2-нiльпотентною алгеброю Лi.

Доведення. p: 𝐿 −→ 𝑉 — гомоморфiзм алгебр Лi, 𝑉 — абелева алгебра Лi. З
гомоморфностi p маємо, що

p[𝑥, 𝑦] = [p(𝑥), p(𝑦)] = 0

Отже [𝐿,𝐿] ⊂ ker(𝑝). З точностi i центральностi розширення маємо включе-
ння

𝑍(𝐿) ⊃ im(i) = ker(p) ⊃ [𝐿,𝐿]

Отже 𝐿 є 2-нiльпотентною.

Твердження 3.1.3. Кожна 2-нiльпотентна алгебра Лi є центральним абеле-
вим розширенням абелевої алгебри Лi.

Доведення. Нехай [𝐿,𝐿] ⊂ 𝑍(𝐿). Тодi для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ [𝐿,𝐿] [𝑥, 𝑦] =

0 i [𝐿,𝐿] дiйсно є абелевою алгеброю Лi. Абелiзацiя 𝐿
⧸︁
[𝐿,𝐿] є абелевою

алгеброю Лi за побудовою, тому маємо послiдовнiсть алгебр Лi

0 [𝐿,𝐿] 𝐿 𝐿
⧸︁
[𝐿,𝐿] 0i pr

де i — включення пiдалгебри Лi [𝐿,𝐿] в 𝐿, a pr — канонiчна проекцiя 𝐿 в
фактор-алгебру Лi. За побудовою im(𝑖) = [𝐿,𝐿] = ker(pr), тому маємо, що
послiдовнiсть алгебр Лi є точною.

Нарештi, формалiзуємо вiдповiднiсть з (3.1.1) мiж кососиметричними вiд-
ображеннями

𝜔 :
2⋀︁
𝑉 −→ 𝑊

i розширеннями 𝑉 за допомогою 𝑊

0 𝑉 (𝑉 ⊕𝑊, [ , ]𝜔) 𝑉 0
i2 pr1
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Теорема 3.1.4. 1 Нехай 𝐿 — алгебра Лi, 𝑊 — векторний простiр з фiксова-
ною структурою 𝐿-модуля. Класи еквiвалентностi абелевих розширень 𝐿 за
допомогою 𝑊 знаходяться в бiєктивнiй вiдповiдностi з групою других когомо-
логiй 𝐻2(𝐿,𝑊 ) комплексу Шевале-Ейленберга (𝐶∙(𝐿,𝑊 ), d) з коефiцiєнтами
в 𝑊 .

Наслiдок 3.1.5. Нехай 𝐿 — алгебра Лi, 𝑊 — векторний простiр зi стру-
ктурою тривiального 𝐿-модуля. Класи еквiвалентностi центральних абеле-
вих розширень 𝐿 за допомогою 𝑊 знаходяться в бiєктивнiй вiдповiдностi з
𝐻2(𝐿,𝑊 ).

Наслiдок 3.1.6. Нехай 𝑉 — абелева алгебра Лi, 𝑊 — векторний простiр зi
структурою тривiального 𝐿-модуля. Класи еквiвалентностi центральних абе-
левих розширень 𝐿 за допомогою 𝑊 знаходяться в бiєктивнiй вiдповiдностi
з Hom(

⋀︀2 𝑉,𝑊 ).

Доведення. Оскiльки 𝑉 — абелева алгебра Лi, то з означення комплексу
(𝐶∙(𝐿,𝑊 ), d) всi диференцiали d𝑛 є нульовими i 𝑘-тi когомологiї 𝐻𝑘(𝐿,𝑊 )

спiвпадають з 𝑘-м елементом комплексу 𝐶𝑘(𝐿,𝑊 ). Тодi з означення компле-
ксу маємо, що 𝐻2(𝐿,𝑊 ) = Hom(

⋀︀2V,W).

Зауваження 3.1.7. Оскiльки ми працюємо з абелевою алгеброю Лi 𝑉 i три-
вiальним 𝑉 -модулем 𝑊 , то доволi легко явно побудувати взаємно однозначну
вiдповiднiсть мiж Hom(

⋀︀2 𝑉,𝑊 ) i класами еквiвалентностi центральних абе-
левих розширень 𝑉 за допомогою 𝑊 .

Для довiльної кососиметричної 2-форми 𝜔 ∈ Hom(
⋀︀2 𝑉,𝑊 ) покладемо дуж-

ку Лi на 𝑉 ⊕𝑊 , визначену як

[(𝑣1, 𝑤1), (𝑣2, 𝑤2)] = (0, 𝑣1 ∧ 𝑣2)

Довiльнiй дужцi Лi [ , ] на 𝑉 ⊕𝑊 , що [i2(𝑊 ), 𝑉 ⊕𝑊 ] = 0, спiвставимо форму
𝜔 :
⋀︀2 𝑉 −→ 𝑊 , визначену як

𝜔(𝑣1 ∧ 𝑣2) = i−1
2 ([(𝑣1, 0), (𝑣2, 0)])

де i2 : 𝑊 −→ 𝑉 ⊕𝑊 — канонiчне вкладення.
1Weibel (1994), Chapter 7, Section 7.6, Theorem 7.6.3
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Iнодi для нас буде корисною iнша точка зору на 2-нiльпотентнi алгебри Лi.

Означення 3.1.8. Вiльної 2-нiльпотентною алгеброю Лi 𝑁2(𝑆) на множинi
𝑆 називаємо центральне абелеве розширення 𝑉 = ⟨𝑆⟩ за допомогою

⋀︀2 𝑉 , що
вiдповiдає тотожньому кососиметричному вiдображенню id :

⋀︀2 𝑉 −→
⋀︀2 𝑉 .

Хоча наведене вище означення не є стандартним означенням2 вiльної алге-
бри Лi степеня нiльпотентностi 2, доволi легко переконатися, що визначена
вище 2-нiльпотентна алгебра Лi дiйсно задовольняє унiверсальну властивiсть
вiльної 2-нiльпотентної алгебри Лi.

Твердження 3.1.9. Нехай 𝐿 — 2-нiльпотентна алгебра Лi. Для довiльного
вiдображення множин j : 𝑆 −→ 𝐿 i вiдображення i : 𝑆 −→ 𝑁2(𝑆) такого, що
i(𝑠) = (𝑠, 0) iснує єдиний гомоморфiзм алгебр Лi 𝜙 : 𝑁2(𝑆) −→ 𝐿 такий, що
наступна дiаграма комутує:

𝑆 𝐿

𝑁2(𝑆)

j

i 𝜙

Доведення. Оскiльки кожний векторний простiр над полем 𝕜 є вiльним 𝕜-
модулем, то з унiверсальної властивостi вiльного модуля над кiльцем для
довiльного вiдображення множин j : 𝑆 −→ 𝐿 маємо єдине лiнiйне вiдображе-
ння j : ⟨𝑆⟩ = 𝑉 −→ 𝐿 таке, що 𝜙 ∘ 𝑖 = 𝑗 як вiдображення множин. Тодi для
вкладення i1 : 𝑉 −→ 𝑉 ⊕

⋀︀2 𝑉 iснує гомоморфiзм алгебр Лi 𝜙 : 𝑁2(𝑆) −→ 𝐿

такий, що дiаграма лiнiйних вiдображень комутує

𝑉 𝐿

𝑁2(𝑆)

j

i2 𝜙

Покаладемо
𝜙 : 𝑁2(𝑆) −→ 𝐿

2Jacobson, Chapter 5, Section 4
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𝜙(𝑣1, 𝑤1 ∧ 𝑢1) = j(𝑣1) + [j(𝑤1), j(𝑢1)]

Оскiльки 𝐿 за припущенням є 2-нiльпотентна i [𝐿,𝐿] ⊂ 𝑍(𝐿), то 𝜙 дiйсно є
гомоморфiзмом алгебр Лi:

𝜙[(𝑣1, 𝑤1 ∧ 𝑢1), (𝑣2, 𝑤2 ∧ 𝑢2)] = 𝜙(0, 𝑣1 ∧ 𝑣2) = [j(𝑣1), j(𝑣2)]

[𝜙(𝑣1, 𝑤1 ∧ 𝑢1), 𝜙(𝑣2, 𝑤2 ∧ 𝑢2)] = [j(𝑣1) + [j(𝑤1), j(𝑢1)], j(𝑣2) + [j(𝑤2), j(𝑢2)]] =

[j(𝑣1), j(𝑣2)]+[j(𝑣1), [j(𝑤2), j(𝑢2)]]+[[j(𝑤1), j(𝑢1)], j(𝑣2)]+[[j(𝑤1), j(𝑢1)], [j(𝑤2), j(𝑢2)]] =

= [j(𝑣1), j(𝑣2)]

Але будь-який гомоморфiзму 𝜑 : 𝑁2 −→ 𝐿, що доповнює дiаграму вище до
комутативної, визначається своїми значеннями на j(𝑉 ) ⊂ 𝐿:

𝜑(0, 𝑣 ∧ 𝑤) = 𝜑[(𝑣, 0), (𝑤, 0)] = [𝜑(𝑣, 0), 𝜑(𝑤, 0)] = [j(𝑣), j(𝑤)]

Тодi для довiльного (𝑣1, 𝑤1 ∧ 𝑢1) ∈ 𝑁2(𝑆)

𝜑(𝑣1, 𝑤1 ∧ 𝑢1) = 𝜑((𝑣1, 0) + (0, 𝑤1 ∧ 𝑢1)) = 𝜑(𝑣1, 0) + 𝜑(0, 𝑤1 ∧ 𝑢1) =

= j(𝑣1) + [j(𝑤1), j(𝑢1)]

Отже, отримали, що 𝜑 = 𝜙, i тому 𝜙 дiйсно є єдиним гомоморфiзмом алгебр
Лi, який доповнює вищенаведену дiаграму до комутативної.

Наслiдок 3.1.10. Для кожної 2-нiльпотентної алгебри Лi 𝐿 iснує така мно-
жина 𝑆, що 𝐿 ∼= 𝑁2(𝑆) /𝐼 , де 𝐼 ⊂

⋀︀2 𝑉 — шуканий центральний iдеал.

Доведення. З (3.1.1) знаємо, що довiльна 2-нiльпотентна алгебра Лi 𝐿 має
розклад 𝑉 ⊕ [𝐿,𝐿]. Оберемо базис 𝑆 векторного простору 𝑉 i розглянемо
вiльну 2-нiльпотентну алгебру Лi 𝑁2(𝑆). Оскiльки 𝐿 — 2-нiльпотентна алге-
бра Лi, для iндукованого унiверсальною властивiстю вiльної 2-нiльпотентної
алгебри Лi сюр’єктивного гомоморфiзму алгебр Лi 𝜙 : 𝑁2(𝑆) −→ 𝐿 з першої
теореми про iзоморфiзм маємо iзоморфiзм 𝐿 ∼= 𝑁2(𝑆)

⧸︁
ker(𝜙) . Оскiльки, з

побудови (3.1.9) 𝜙 є тотожнiм на прямому доданку ⟨𝑉 ⟩, то ker(𝜙) ⊂
⋀︀2 𝑉 .

Оскiльки [𝑁2(𝑆), 𝑁2(𝑆)] =
⋀︀2 𝑉 ⊂ 𝑍(𝑁2(𝑆)), то ker(𝜙) ⊂ 𝑍(𝑁2(𝑆)) — цен-

тральний iдеал.
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3.2 Конструкцiї графових алгебр Лi

Визначення 2-нiльпотентної графової алгебри Лi неорiєнтованого графу та
графової алгебри Лi орiєнтованого фарбованого графу можна знайти в [1]
та [3] вiдповiдно. В цьому ж пiдроздiлi ми побудуємо промiжну конструкцiю
графової алгебри Лi орiєнтованого графу i покажемо, що всi три констру-
кцiї графових алгебр Лi, побудованих за графами, мають природнiй зв’язок
з точки зору 2-нiльпотентних алгебр Лi як центральних абелевих розширень
абелевої алгебри Лi — векторного простору, побудованого на множинi вершин
графу. Пiсля цього розглянемо 2-нiльпотентнi графовi алгебри Лi з точки зо-
ру фактор-алгебр Лi вiльних 2-нiльпотентних алгебр Лi i сформулюємо унi-
версальнi властивостi ранiше побудованих графових алгебр Лi.

Для фiксованого простого графу побудуємо векторний простiр ⟨𝑉Γ⟩ на мно-
жинi вершин 𝑉Γ i розглянемо його зовнiшнiй квадрат

⋀︀2⟨𝑉Γ⟩ := ⟨𝑉Γ⟩⊗2
/𝑅 .

Розглянемо пiдпростiр 𝑆Γ = ⟨𝑣𝑖 ⊗ 𝑣𝑗 | {𝑣𝑖, 𝑣𝑗} ̸∈ 𝐸Γ⟩ ⊂ ⟨𝑉Γ⟩⊗2.

Тодi маємо обмеження канонiчної проекцiї

pr
⃒⃒
𝑆Γ

= 𝑆Γ ⟨𝑉Γ⟩⊗2
⋀︀2⟨𝑉Γ⟩

i iзоморфiзми

pr(𝑆Γ) ∼=
𝑆Γ

ker(pr|𝑆Γ
)
=

𝑆Γ

𝑆Γ ∩ 𝑅
∼= ⟨𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗 | {𝑣𝑖, 𝑣𝑗} ̸∈ 𝐸Γ⟩

Зафiксувавши базис зовнiшнього квадрату

2⋀︁
⟨𝑉Γ⟩ = ⟨𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗 | 𝑖 < 𝑗⟩

i пiдпростору, асоцiйованим з графом Γ

pr(𝑆Γ) = ⟨𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗 | {𝑣𝑖, 𝑣𝑗} ∈ 𝐸Γ, 𝑖 < 𝑗⟩

можемо обрати природнiй базис в фактор-просторi⋀︀2⟨𝑉Γ⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ) = ⟨𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗 | {𝑣𝑖, 𝑣𝑗} ∈ 𝐸Γ⟩
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Оскiльки для довiльного лiнiйного вiдображення f : 𝑉 −→ 𝑊 i пiдпростору
𝑆 ⊂ 𝑉 маємо iндукований гомоморфiзм

f : 𝑉 /𝑆 −→ 𝑊
⧸︁
f(𝑆)

то має мiсце iндукована проекцiя

pr : ⟨𝑉Γ⟩⊗2 ⧸︀
𝑆Γ −→

⋀︀2⟨𝑉Γ⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ)

Твердження 3.2.1. Орiєнтацiя простого графа Γ = (𝑉Γ, 𝐸Γ) iндукує пере-
рiз канонiчної проекцiї or* :

⋀︀2⟨𝑉Γ⟩
⧸︁
pr(𝑆Γ) −→ ⟨𝑉Γ⟩⊗2 ⧸︀

𝑆Γ , визначений на
базисi як

or*([𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗]) =

⎧⎨⎩[𝑣𝑖 ⊗ 𝑣𝑗], or{𝑣𝑖, 𝑣𝑗} = (𝑣𝑖, 𝑣𝑗)

−[𝑣𝑗 ⊗ 𝑣𝑖], or{𝑣𝑖, 𝑣𝑗} = (𝑣𝑗, 𝑣𝑖)

Доведення. Оскiльки для довiльного [𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗] прообраз проекцiї

pr−1(𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗) = {𝑣𝑖 ⊗ 𝑣𝑗,−𝑣𝑗 ⊗ 𝑣𝑖}

то за побудовою для довiльного [𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗] ∈
⋀︀2⟨𝑉Γ⟩

⧸︀
𝑆Γ

(pr ∘ or*) [𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗] = [𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗]

Продовживши or* за лiнiйнiстю до лiнiйного вiдображення дiйсно маємо шу-
каний лiнiйний перерiз:

or* :
⋀︀2⟨𝑉Γ⟩

⧸︁
pr (𝑆Γ) −→ ⟨𝑉Γ⟩⊗2 ⧸︀

𝑆Γ

Твердження 3.2.2. Розфарбування простого графу col : Γ𝐸 −↠ 𝐶 iндукує
лiнiйне вiдображення

col* : ⟨𝑉Γ⟩⊗2 ⧸︀
𝑆Γ −→ ⟨𝐶⟩

col*([𝑣𝑖 ⊗ 𝑣𝑗]) = col{𝑣𝑖, 𝑣𝑗}

Наслiдок 3.2.3. Орiєнтацiя фарбованого графу iндукує кососиметричну фор-
му
⋀︀2⟨𝑉Γ⟩ −→ ⟨𝐶⟩, що є композицiєю

⋀︀2⟨𝑉Γ⟩
⋀︀2⟨𝑉Γ⟩

⧸︁
pr (𝑆Γ)

⟨𝑉Γ⟩⊗2 ⧸︀
𝑆Γ ⟨𝐶⟩.pr or* col*
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З вiповiдностi (3.1.6) можемо визначити графовi алгебри Лi простих, орi-
єнтованих та фарбованих графiв, як 2-нiльпотентнi алгебри Лi, iндукованi
вiдповiдними кососиметричними вiдображеннями.

Означення 3.2.4. Графовою алгеброю Лi Lie(Γ) простого графу Γ назива-
ємо розширення ⟨𝑉Γ⟩ за допомогою

⋀︀2⟨𝑉Γ⟩
⧸︀
𝑆Γ , що вiдповiдає кососиметри-

чному вiдображенню — проекцiї

prΓ :
2⋀︁
⟨𝑉Γ⟩ −→

⋀︀2⟨𝑉Γ⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ)

Приклад 3.2.5. Нехай Γ — неорiєнтований граф на трьох вершинах, зобра-
жений нижче

𝑥1 𝑥2

𝑥3

Графова алгебра Лi Lie(Γ) є 6-вимiрною алгеброю Лi

Lie(Γ) = ⟨𝑥1, 𝑥2, 𝑥3⟩ ⊕ ⟨𝑥1 ∧ 𝑥2, 𝑥1 ∧ 𝑥3, 𝑥2 ∧ 𝑥3⟩

яка має дужку Лi [ , ], що задається на базисних векторах як

[𝑥1, 𝑥2] = 𝑥1 ∧ 𝑥2

[𝑥1, 𝑥3] = 𝑥1 ∧ 𝑥3

[𝑥2, 𝑥3] = 𝑥2 ∧ 𝑥3

Означення 3.2.6. Графовою алгеброю Лi Lie(Γ, or) орiєнтованого графу
(Γ, or) називаємо розширення ⟨𝑉Γ⟩ за допомогою or*

(︁⋀︀2⟨𝑉Γ⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ)

)︁
, що

вiдповiдає композицiї

or* ∘ prΓ :
2⋀︁
⟨𝑉Γ⟩ −→ or*

(︁⋀︀2⟨𝑉Γ⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ)

)︁
Приклад 3.2.7. Нехай (Γ, or) — орiєнтований граф на трьох вершинах, зо-
бражений нижче
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𝑥1 𝑥2

𝑥3

Графова алгебра Лi Lie(Γ, or) є 6-вимiрною алгеброю Лi

Lie(Γ) = ⟨𝑥1, 𝑥2, 𝑥3⟩ ⊕ ⟨𝑥1 ⊗ 𝑥2, 𝑥1 ⊗ 𝑥3, 𝑥2 ⊗ 𝑥3⟩

яка має дужку Лi [ , ], що задається на базисних векторах як

[𝑥1, 𝑥2] = 𝑥1 ⊗ 𝑥2

[𝑥1, 𝑥3] = 𝑥1 ⊗ 𝑥3

[𝑥2, 𝑥3] = 𝑥2 ⊗ 𝑥3

Означення 3.2.8. Графовою алгеброю Лi Lie(Γ, or, col) орiєнтованого фар-
бованого графу (Γ, or, col) називаємо розширення ⟨𝑉Γ⟩ за допомогою ⟨𝐶⟩, що
вiдповiдає композицiї

col* ∘ or* ∘ prΓ :
2⋀︁
⟨𝑉Γ⟩ −→ ⟨𝐶⟩

Приклад 3.2.9. Нехай (Γ, col, or) — орiєнтований фарбований граф на трьох
вершинах, де

col : 𝐸Γ −→ 𝐶 = {𝑏, 𝑐}

col{𝑥1, 𝑥2} = col{𝑥1, 𝑥3} = 𝑏

col{𝑥2, 𝑥3} = 𝑐

зображений нижче

𝑥1 𝑥2

𝑥3
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Графова алгебра Лi Lie(Γ, or) є 5-вимiрною алгеброю Лi

Lie(Γ) = ⟨𝑥1, 𝑥2, 𝑥3⟩ ⊕ ⟨𝑏, 𝑐⟩

яка має дужку Лi [ , ], що задається на базисних векторах як

[𝑥1, 𝑥2] = [𝑥1, 𝑥3] = 𝑏

[𝑥2, 𝑥3] = 𝑐

Зауваження 3.2.10. З (3.1) знаємо, що графову алгебру Лi неорiєнтованого
графу Lie(Γ) можна представити як фактор-алгебру Лi вiльної графової ал-
гебри 𝑁2(𝑉Γ). Легко бачити, що Lie(Γ) ∼= ⟨𝑉Γ⟩⊕

⋀︀2⟨𝑉Γ⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ) . Об’єднавши

унiверсальну властивiсть фактор-алгебри Лi (2.2.11) i унiверсальну власти-
вiсть вiльної 2-нiльпотентної алгебри Лi (3.1.9), негайно отримаємо унiвер-
сальну властивiсть графової алгебри Лi Lie(Γ) неорiєнтованого графу Γ.

Твердження 3.2.11. Нехай Γ — неорiєнтований граф, 𝐿 = 𝑁2(𝑉Γ) /𝐼 — 2-
нiльпотентна алгебра Лi така, що [𝑣𝑖, 𝑣𝑗] = 0 для довiльних вершин 𝑣𝑖, 𝑣𝑗, що
{𝑣𝑖, 𝑣𝑗} ̸∈ 𝐸Γ. Тодi для вiдображень множин

j : 𝑉Γ −→ 𝐿

j(𝑣𝑖) = 𝑣𝑖 + 𝐼

i : 𝑉Γ −→ Lie(Γ)

i(𝑣𝑖) = 𝑣𝑖 + pr (𝑆Γ)

iснує єдиний гомоморфiзм алгебр Лi

𝜙 : Lie(Γ) −→ 𝐿

такий, що дiаграма комутує

𝑆 𝐿

Lie(Γ)

j

i 𝜙
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Зокрема, як i для 2-нiльпотентних алгебр (3.1), кожну 2-нiльпотентну ал-
гебру Лi можна отримати як фактор-алгебру графової алгебри Лi Lie(Γ)

неорiєнтованого графу Γ. Тому, в сенсi унiверсальної властивостi (3.2.11),
графову алгебру Лi Lie(Γ) неорiєнтованого графу Γ можна назвати вiльною
2-нiльпотентною графовою алгерою Лi, побудованою за неорiєнтованим гра-
фом Γ.

3.3 Властивостi графових алгебр Лi

Теорема 3.3.1. 3 Нехай Γ1 i Γ2 — простi графи.

Lie(Γ1) ∼= Lie(Γ2) ⇐⇒ Γ1
∼= Γ2

Твердження 3.3.2. Для простого графу Γ i його довiльної орiєнтацiї or

графова алгебра Lie(Γ, or) ∼= Lie(Γ).

Доведення. Графова алгебра Лi орiєнтованого графу визначена як розшире-
ння

0 or*

(︁⋀︀2⟨𝑉Γ⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ)

)︁
Lie(Γ, or) ⟨𝑉Γ⟩ 0

i2 pr1

Оскiльки or* є лiнiйним перерiзом, то or* є мономорфiзмом, тому має мiсце ко-
ротка точна послiдовнiсть — розширення ⟨𝑉𝐸⟩ за допомогою

⋀︀2⟨𝑉Γ⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ) :

0
⋀︀2⟨𝑉Γ⟩

⧸︁
pr (𝑆Γ) Lie(Γ, or) ⟨𝑉Γ⟩ 0

i2∘or* pr1

Легко бачити, що це розширення вiдповiдає (3.1.7) кососиметричному вiд-
ображенню 𝜔 = pr:

⋀︀2⟨𝑉Γ⟩ −→
⋀︀2⟨𝑉Γ⟩

⧸︁
pr(𝑆Γ) :

𝜔(𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗) = (i2 ∘ or*)−1[(𝑣1, 0), (𝑣2, 0)] = (i2 ∘ or*)−1(0, or*(𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗 + pr(𝑆Γ) )) =

= (i2 ∘ or*)−1(0, or*(𝑣𝑖∧𝑣𝑗+pr(𝑆Γ) )) = or−1
* (or*(𝑣𝑖∧𝑣𝑗+SΓ)) = 𝑣𝑖∧𝑣𝑗+pr(𝑆Γ).

Отже, розширення (3.3), еквiвалентне розширенню, що визначення графову
алгебру Лi простого графу, i, зокрема, iснує шуканий iзоморфiзм алгебр Лi

Lie(Γ, or) ∼−−→ Lie(Γ).

3Mainkar (2015)

22



Наслiдок 3.3.3. Нехай (Γ1, or1), (Γ2, or2) — орiєнтованi графи.

Lie(Γ1, or1) ∼= Lie(Γ2, or2) ⇐⇒ (Γ1, or1) ∼= (Γ2, or2)

Твердження 3.3.4. Нехай col : 𝐸Γ −→ 𝐶 — бiєкцiя,or — довiльна орiєнтацiя
графу Γ

Lie(Γ, or, col) ∼= Lie(Γ)

Доведення. Оскiльки бiєктивне розфарбування col : 𝐸Γ −→ 𝐶 iндукує iзо-
морфiзм or*

(︁⋀︀2⟨𝑉Γ⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ)

)︁
∼−−→ ⟨𝐶⟩, то має мiсце коротка точна послi-

довнiсть алгебр Лi

0
⋀︀2⟨𝑉Γ⟩

⧸︁
pr (𝑆Γ) Lie(Γ, col, or) ⟨𝑉Γ⟩ 0

i2∘col* ∘ or* pr1

Знову легко побачити, що, оскiльки i2 ∘ col* ∘ or* :
⋀︀2⟨𝑉Γ⟩ −→ ⟨𝐶⟩ є iзоморфi-

змом, це розширення ⟨𝑉Γ⟩ за допомогою
⋀︀2⟨𝑉Γ⟩

⧸︁
pr (𝑆Γ) вiдповiдає канонi-

чнiй проекцiї pr :
⋀︀2⟨𝑉Γ⟩ −→

⋀︀2⟨𝑉Γ⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ) . Отже, зокрема, iснує шуканий

iзоморфiзм Lie(Γ, col, or) −→ Lie(Γ, or).

Наслiдок 3.3.5. Нехай (Γ1, col1, or1) i (Γ2, col2, or2) — орiєнтованi фарбованi
графи, де col1, col2 — бiєктивнi розфарбування.

Lie(Γ1, col1, or1) ∼= Lie(Γ2, col2, or2) ⇐⇒ (Γ1, col1, or1) ∼= (Γ2, col2, or2)

Зауваження 3.3.6. В загальному випадку, коли бiєктивнiсть розфарбува-
ння порушується, для фарбованого орiєнтованого графу (Γ1, col1, or1) може
iснувати граф (Γ2, col2, or2), що не є iзоморфним Γ1 як граф, але має iзомор-
фну графову алгебру Лi Lie(Γ1, col1, or1).

Приклад 3.3.7. Розглянемо розфарбування одним кольором

col1, col2 : 𝐸Γ1,2
−→ pt = {𝑐}

та орiєнтованi графи (𝑃4, or1) та (𝐾2

∐︀
𝐾2, or2), де 𝑃4 — шлях на чотирьох

вершинах, 𝐾2 — диз’юнктне об’єдання двох ребер i or1, or2 — довiльнi їх
орiєнтацiї.
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𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4

𝑥1 𝑥2

𝑥4𝑥3

Далi, в (5.0.10), побачимо, що

Lie(𝑃4, col1, or1) ∼= Lie(𝐾2

∐︁
𝐾2, col2, or2)

незважаючи на те, що 𝑃4 ̸∼= 𝐾2

∐︀
𝐾2 як графи, оскiльки, наприклад, 𝑃4, на

вiдмiну вiд 𝐾2

∐︀
𝐾2 є зв’язним.

Твердження 3.3.8. Графова алгебра Лi, побудована за скiнченним орiєнто-
ваним фарбованим графом Lie(Γ, col), де # 𝑉Γ = 𝑛, # 𝐶 = 𝑚, є графовою
алгеброю степеня нiльпотентностi 2 розмiрностi 𝑛+𝑚.

Твердження 3.3.9. Якщо граф є є диз’юнктним об’єднанням власних ком-
понент зв’язностi

Γ =
𝑛∐︁

𝑖=1

Γ𝑖

то маємо iзоморфiзм алгебр Лi

Lie(Γ) ∼=
𝑛⨁︁

𝑘=1

Lie(Γ𝑘)

Лема 3.3.10. ⋀︀2⟨𝑉Γ⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ)

∼−−→
𝑛⨁︁

𝑖=1

⋀︀2⟨𝑉Γ𝑖
⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ𝑘

)

Доведення. Покладемо

𝜃 :
2⋀︁
⟨𝑉Γ⟩ −→

𝑛⨁︁
𝑖=1

⋀︀2⟨𝑉Γ𝑖
⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ)

задане на базисних векторах 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 ∈ Γ𝑘 як

𝜃(𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗) = (0, · · · , 𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗 + pr (𝑆Γ𝑘
) , · · · , 0)
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Якщо мiж 𝑣𝑖 i 𝑣𝑗 немає ребра в Γ, то мiж 𝑣𝑖 i 𝑣𝑗 немає ребра в кожнiй компо-
нентi зв’язностi Γ𝑘, тому 𝑆Γ ⊂ ker(𝜃) i 𝜃 iндукує лiнiйне вiдображення

𝜃 :
⋀︀2⟨𝑉Γ⟩

⧸︁
pr (𝑆Γ) −→

𝑛⨁︁
𝑘=1

⋀︀2⟨𝑉Γ𝑘
⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ𝑘

)

𝜃(𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗 + pr (𝑆Γ)) = (0, · · · , 𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗 + pr (𝑆Γ𝑘
) , · · · , 0)

Але, якщо ж мiж 𝑣𝑖 та 𝑣𝑗 немає ребра в кожнiй компонентi зв’язностi Γ𝑘,
то мiж 𝑣𝑖 та 𝑣𝑗 немає ребра i в повному графi Γ, тому ker(𝜃) = pr (𝑆Γ) i
iндукований гомоморфiзм 𝜃 є iзоморфiзмом.

Доведення. З означення графової алгебри Лi маємо iзоморфiзм
𝑛⨁︁

𝑘=1

Lie(Γ𝑖) ∼=
𝑛⨁︁

𝑘=1

(︁
⟨𝑉Γ𝑘

⟩ ⊕
⋀︀2⟨𝑉Γ𝑘

⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ𝑘

)

)︁
Тодi маємо iзоморфiзм,(︃

𝑛⨁︁
𝑘=1

⟨𝑉Γ𝑘
⟩

)︃
⊕

(︃
𝑛⨁︁

𝑘=1

⋀︀2⟨𝑉Γ𝑘
⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ𝑘

)

)︃
∼= ⟨𝑉Γ⟩ ⊕

(︃
𝑛⨁︁

𝑘=1

⋀︀2⟨𝑉Γ𝑘
⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ𝑘

)

)︃
iндукований канонiчним iзоморфiзмом

𝜙 : ⟨𝑉Γ⟩ ∼−−→

(︃
𝑛⨁︁

𝑘=1

⟨𝑉Γ𝑘
⟩

)︃
Покажемо, що 𝜃 з (3.3.10) iндукує iзоморфiзм алгебр Лi. Покладемо

(𝜙, 𝜃) : ⟨𝑉Γ⟩ ⊕
(︁⋀︀2⟨𝑉Γ⟩

⧸︁
pr (𝑆Γ)

)︁
−→

(︃
𝑛⨁︁

𝑘=1

⟨𝑉Γ𝑘
⟩

)︃
⊕

(︃
𝑛⨁︁

𝑖=1

⋀︀2⟨𝑉Γ𝑖
⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ)

)︃
Оскiльки 𝜙 i 𝜃 є лiнiйними iзоморфiзмами, то (𝜙, 𝜃) — лiнiйний iзоморфiзм.

Але з означення 𝜙 та 𝜃 легко бачити, що [𝜙(𝑥1), 𝜙(𝑥2)] = 𝜃[𝑥1, 𝑥2] для довiль-
них 𝑥1, 𝑥2 ∈ ⟨𝑉Γ⟩, тому (𝜙, 𝜃) є iзоморфiзмом алгебр Лi:

(𝜙, 𝜃)[(𝑥1, 𝑥2), (𝑦1, 𝑦2)] = (𝜙, 𝜃)(0, 𝑥1 ∧ 𝑥2 + pr (𝑆Γ))

= (0, (𝑥1 ∧ 𝑥2 + pr (𝑆Γ1
) , · · · , 𝑥1 ∧ 𝑥2 + pr (𝑆Γ𝑛

))) = (0, [𝜙(𝑥1), 𝜙(𝑥2)]) =

= [(𝜙(𝑥1), 𝜃(𝑥2)), (𝜙(𝑥1), 𝜃(𝑥2))] = [(𝜙, 𝜃)(𝑥1, 𝑥2), (𝜙, 𝜃)(𝑦1, 𝑦2)]
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Приклад 3.3.11. Якщо Γ = (𝑉Γ, ∅) — граф, що складається з iзольованих
вершин, то Lie(Γ) — абелева алгебра Лi розмiрностi #𝑉Γ.

Наслiдок 3.3.12. Нехай or𝑘 — обмеження орiєнтацiї Γ до орiєнтацiї його ком-
поненти зв’язностi Γ𝑘. Якщо орiєнтований граф є диз’юнктним об’єднанням
власних компонент зв’язностi

(Γ, or) =
𝑛∐︁

𝑘=1

(Γ𝑘, or𝑘)

то маємо iзоморфiзм алгебр Лi

Lie(Γ, or) ∼=
𝑛⨁︁

𝑘=1

Lie(Γ𝑘, or𝑘)

Доведення. Lie(Γ, or) ∼= Lie(Γ) ∼=
𝑛⨁︁

𝑘=1

Lie(Γ𝑘) ∼=
𝑛⨁︁

𝑘=1

Lie(Γ𝑘, or𝑘)

Твердження 3.3.13. Нехай 𝐶𝑘 = col (𝐸Γ𝑘
), col𝑘 : 𝐸Γ𝑘

−→ 𝐶𝑘 — обмежен-
ня розфарбування ребер Γ до розфарбувань ребер компонент зв’язностi Γ𝑘.
Якщо орiєнтований фарбований граф є диз’юнктним об’єднанням власних
компонент зв’язностi

(Γ, or, col) =
𝑛∐︁

𝑘=1

(Γ𝑘, or𝑘, colk)

то маємо iзоморфiзм алгебр Лi

Lie(Γ, or, col) ∼=
⨁︀𝑛

𝑘=1 Lie(Γ𝑘, or𝑘, col𝑘) /𝑅

𝑅 = ⟨(𝑐, 𝑖)− (𝑐, 𝑗) | 𝑐 ∈ 𝐶𝑖 ∩ 𝐶𝑗⟩

Доведення. Для родини пiдмножин {𝐶𝑘 ⊂ 𝐶}𝑛𝑘=1 розглянемо природню про-
екцiю

p:
𝑛∐︁

𝑘=1

𝐶𝑘 ↠
𝑛⋃︁

𝑘=1

𝐶𝑘

p(𝑐, 𝑘) = 𝑐

Тодi p iндукує сюр’єктивне лiнiйне вiдображення

p* : ⟨
𝑛∐︁

𝑘=1

𝐶𝑘⟩ ∼=
𝑛⨁︁

𝑘=1

⟨𝐶𝑘⟩ ↠ ⟨𝐶⟩ = ⟨
𝑛⋃︁

𝑘=1

𝐶𝑘⟩
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p*(𝑥1, · · · , 𝑥𝑛) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑥𝑘

Отже маємо канонiчний iзоморфiзм 𝜙 : ⟨𝐶⟩ ∼−−→
𝑛⨁︁

𝑘=1

⟨𝐶𝑘⟩
⧸︁
ker (p*) .

Оскiльки ⟨𝐶𝑘⟩ є центральним iдеалом Lie(Γ𝑘, col𝑘, or𝑘), то
𝑛⨁︁

𝑘=1

⟨𝐶𝑘⟩ є цетраль-

ним iдеалом
𝑛⨁︁

𝑘=1

Lie(Γ𝑘, col𝑘, or𝑘) i вкладення пiдпростору ker(p*) ⊂
𝑛⨁︁

𝑘=1

⟨𝐶𝑘⟩

в Lie(Γ, col, or) є iдеалом алгебри Лi.

Тодi 𝜙 iндукує iзоморфiзм алгебр Лi

(id, 𝜙) : Lie(Γ, col, or) ∼−−→
⨁︀𝑛

𝑘=1 Lie(Γ𝑘, col𝑘, or𝑘)
⧸︁
i2 (ker (p*))

i i2 (ker (p*)) є шуканим iдеалом 𝑅.

Наслiдок 3.3.14. Якщо множини кольорiв 𝐶𝑖, 𝐶𝑗 для кожної компоненти

Γ𝑖,Γ𝑗 не перетинаються, то епiморфiзм
𝑛⨁︁

𝑘=1

⟨𝐶𝑘⟩ ↠ ⟨𝐶⟩ є лiнiйним iзоморфi-

змом, що iндукує iзоморфiзм алгебр Лi

Lie(Γ, col, or) ∼=
𝑛⨁︁

𝑘=1

Lie(Γ𝑘, col𝑘, or𝑘)

Крiм того, з (3.3.9) та (3.3.2) маємо, що i Lie(Γ, col, or), i
𝑛⨁︁

𝑘=1

Lie(Γ𝑘, col𝑘, or𝑘)

можна представити як фактор-алгебру графової алгебри неорiєнтованого гра-
фу Lie(Γ).

Твердження 3.3.15.

Lie(Γ, col, or) ∼= Lie(Γ)
⧸︁
i2
(︀
or−1

* ker(col*)
)︀

𝑛⨁︁
𝑘=1

Lie(Γ𝑘, col𝑘, or𝑘) ∼= Lie(Γ)
⧸︁
i2
(︀
or−1

* (
⨁︀𝑛

𝑘=1 ker(col𝑘 *))
)︀

Доведення. Помiтимо, що для кососиметричного вiдображення, що визначає
графову алгебру Лi орiєнтованого фарбованого графу

col* ∘ or* ∘ prΓ :
2⋀︁
⟨𝑉Γ⟩ −→ ⟨𝐶⟩
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обмеження col* : or*

(︁⋀︀2⟨𝑉Γ⟩
⧸︁
pr (𝑆Γ)

)︁
−→ ⟨𝐶⟩ є сюр’єктивним

Отже, в певному сенсi, для дослiдження графових алгебр достатньо обмежи-
тися дослiдженням графових алгебр Лi зв’язних графiв.

Означення 3.3.16. Нехай or1, or2 — орiєнтацiї Γ. Кажемо, що орiєнтацiя
or2{𝑣𝑖, 𝑣𝑗} ребра {𝑣𝑖, 𝑣𝑗} ∈ 𝐸Γ є протилежною до орiєнтацiї or1{𝑣𝑖, 𝑣𝑗}, якщо

or2{𝑣𝑖, 𝑣𝑗} =

⎧⎨⎩(𝑣𝑗, 𝑣𝑖), or1{𝑣𝑖, 𝑣𝑗} = (𝑣𝑖, 𝑣𝑗)

(𝑣𝑖, 𝑣𝑗), or1{𝑣𝑖, 𝑣𝑗} = (𝑣𝑗, 𝑣𝑖)

Наслiдок 3.3.17. Нехай or — орiєнтацiя Γ. Розглянемо орiєнтацiю or′ таку,
що для кожного кольору 𝑐 ∈ 𝐶 or′ або зберiгає орiєнтацiю or для всiх ребер
кольору 𝑐, або змiнює її на протилежну.

Тодi має мiсце наступний iзоморфiзм

Lie(Γ, col, or) ∼= Lie(Γ, col, or′)

Доведення. Помiтимо, що для змiни орiєнатцiї or на орiєнтацiю or′ таку, що
для кожного кольору 𝑐 ∈ 𝐶 or′ або зберiгає орiєнтацiю or для всiх ребер кольо-
ру 𝑐, або змiнює її на протилежну, пiдпростiр or−1

* (ker(col*)) ⊂
⋀︀2⟨𝑉Γ⟩

⧸︁
pr(𝑆Γ)

спiвпадає з пiдпростором or′ −1
* (ker(col*)).

Отже, в сенсi (3.3.17) маємо, узагальнення твердження (3.3.3) про незале-
жнiсть конструкцiї графової алгебри Лi орiєнтованого графу вiд орiєнтацiї.
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4 Графовi алгебри Лi графiв, фарбованих одним

кольором

Зауваження 4.0.1. Розглянемо орiєнтованi фарбованi графи (Γ, col, or), де
множина кольорiв 𝐶 є порожньою. Оскiльки з означення (2.1.10) розфарбу-
вання col : 𝐸Γ −→ ∅ є сюр’єктивним, то 𝐸Γ має бути порожньою множиною,
тобто Γ має бути графом, що є диз’юнктним об’єднанням iзольованих вер-
шин.

𝑥1 𝑥2 𝑥𝑛· · ·

Тодi з означення графової алгебри Лi орiєнтованого фарбованого графу (3.2.8)
негайно маємо, що графовi алгебри Лi Lie(Γ, col, or) графiв, фарбованих по-
рожньою множиною кольорiв, є абелевими алгебрами Лi вiдповiдної розмiр-
ностi.

Бiльш цiкавим є випадок однокольорових розфарбувань. Далi пiд розфарбу-
ваннями графiв завжди матимемо на увазi саме розфарбування одним кольо-
ром.

З (3.2.8) Lie(Γ, col, or) має вигляд (⟨𝑉Γ⟩⊕𝕜, [ , ]𝜔), де дужка Лi [ , ]𝜔 визнача-
ється кососиметричною формою 𝜔 :

⋀︀2⟨𝑉Γ⟩ −→ 𝕜.

Зауваження 4.0.2. Кожна неабелева 2-нiльпотентна алгебра 𝐿 з одновимiр-
ною похiдною iзоморфна графовiй алгебрi Лi Lie(Γ, col, or).

Доведення. З зауваження (3.1.1) довiльна 2-нiльпотентна алгебра з однови-
мiрною похiдною має вигляд (𝑉 ⊕𝕜, [ , ]𝜔) для 𝑉 = [𝐿,𝐿]⊥ i кососиметричної
форми 𝜔 :

⋀︀2 𝑉 −→ 𝕜. З одновимiрностi похiдної алгебри [𝐿,𝐿] форма має
вигляд

𝜔 : 𝑉 −→ 𝕜

𝜔(𝑣 ∧ 𝑤) = 𝑘 · 𝛿𝑖𝑗, 𝑘 ∈ 𝕜

Отже, негайно бачимо, що iснує базис {𝑣1, · · · , 𝑣𝑛} векторного простору 𝑉 в
якому 𝜔 має вигляд

𝜔(𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗) = ±𝛿𝑖𝑗
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Але тодi легко бачити, що замiна базису iндукує iзоморфiзм алгебр Лi

𝐿 ∼−−→ Lie(Γ, col, or)

де (Γ, or) — орiєнтований простий граф з кососиметричної матрицею iнци-
дентностi 𝑀(Γ,or) = (𝜔(𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗))𝑖𝑗.

Отже, класифiкацiя графових алгебр Лi графiв, фарбованих одним кольором,
спiвпадає з задачею класифiкацiї 2-нiльпотентних алгебр Лi з одновимiрною
похiдною.

Добре вiдомi наступнi результати.

Теорема 4.0.3. 4 Нехай 𝑀𝜔 — матриця кососиметричної форми 𝜔 : 𝑉 −→ 𝕜.
Iснує базис {𝑣1, · · · , 𝑣𝑛}, в якому 𝑀𝜔 має блоковий вигляд⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1

−1 0
. . .

0 1

−1 0
. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
де матриця має

⌊︂
dim(𝑉 )

2

⌋︂
ненульових блокiв.

Наслiдок 4.0.4. Кожна кососиметрична матриця має парний ранг.

Наслiдок 4.0.5. Клас еквiвалентностi кососиметричної форми 𝜔 : 𝑉 −→ 𝕜
визначається її рангом.

Твердження 4.0.6. Нехай 𝐿,𝐾 — 2-нiльпотентнi алгебри Лi з одновимiрною
похiдною, де 𝐿 = (𝑉 ⊕𝕜, [ , ]), 𝐾 = (𝑊 ⊕𝕜, [ , ]𝜃) для кососиметричних форм

𝜔 : 𝑉 −→ 𝕜, 𝜃 : 𝑊 −→ 𝕜

Якщо 𝜔 i 𝜃 мають однаковий ранг, то 𝐿 ∼= 𝐾 — iзоморфнi алгебри Лi.
4Lang (2002), Chapter XV, Section 8, Theorem 8.1
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Доведення. Нехай 𝑉 = ⟨𝑣1, · · · , 𝑣𝑘⟩ — векторний простiр з фiксованим бази-
сом {𝑣1, · · · , 𝑣𝑛}, 𝜔 : 𝑉 −→ 𝕜 — кососиметрична форма рангу 𝑚, яка задає
дужку Лi на 2-нiльпотентнiй алгебрi Лi 𝐿 = (𝑉, [ , ]𝜔). Тодi замiна базису на
{𝑤1, · · · , 𝑤𝑛}, в якiй 𝜔 набуває канонiчну форму, природнiм чином iндукує
iзоморфiзм векторних просторiв

f𝜔 : 𝑉 −→ 𝑉

f𝜔(𝑣𝑖) = 𝑤𝑗

що задає структуру алгебри Лi 𝐿̃ = (𝑉 , [ , ]𝜔̃)

[ , ]𝜔̃ :
2⋀︁
𝑉

f
−1

𝜔∼−−→
2⋀︁
𝑉 −→ 𝑉

f𝜔∼−−→ 𝑉

де f𝜔 — iндукований iзоморфiзм

f𝜔 :
2⋀︁
𝑉 −→

2⋀︁
𝑉

f𝜔(𝑣1 ∧ 𝑣1) = 𝑤1 ∧ 𝑤2

З побудови. маємо iзоморфiзм алгебр Лi

f̃𝜔 : 𝐿 −→ 𝐿̃

Аналогiчно, для алгебри Лi 𝐾 можемо побудувати 𝐾̃ такий, що 𝐾 ∼= 𝐾̃.
Оскiльки ранг 𝜃 спiвпадає з рангом 𝜔, то з побудови 𝐿̃ = 𝐾̃.

Зауваження 4.0.7. Дужка Лi [ , ]𝜔̃ задається на базисних векторах 𝐿̃ як

[𝑤1 ∧ 𝑤2] = [𝑤3 ∧ 𝑤4] = · · · = [𝑤2𝑘+1 ∧ 𝑤2𝑘] = · · · = 𝑐, 𝑘 ∈ ℕ, 𝕜 = ⟨𝑐⟩

Приклад 4.0.8. Розглянемо графову алгебру Лi Lie(Γ, col, or) графу Γ на
малюнку (1).

Дужка Лi Lie(Γ, col, or) задається на базисних векторах спiввiдношеннями

[𝑣1, 𝑣2] = [𝑣1, 𝑣3] = [𝑣2, 𝑣4] = [𝑣3, 𝑣2] = [𝑣4, 𝑣3] = [𝑣4, 𝑣1] = [𝑣4, 𝑣5] = [𝑣5, 𝑣1] = 𝑐

31



𝑣1 𝑣2

𝑣4𝑣3

𝑣5

Рис. 1

Записавши матрицю кососиметричної форми 𝜔, що її визначає,

𝑀 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 −1 −1

−1 0 −1 1 −1

−1 1 0 −1 0

1 −1 1 0 1

1 1 0 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
можемо знайти базис {𝑤1, · · · , 𝑤𝑛}, в якому 𝑀 набуває канонiчну форму, що
задається матрицею 𝑃

𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1 −1 0

0 1 −1 −1 2

0 0 1 0 1

0 0 0 −1 2

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑃 𝑇𝑀𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0

−1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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Знайшовши обернену матрицю,

𝑃−1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 −1 1

0 1 1 −1 −1

0 0 1 0 −1

0 0 0 −1 2

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
можемо явно задати iзоморфiзм алгебр Лi

f̃𝑀 : Lie(Γ, col, or) ∼−−→ Lie(Γ, col, or)

на базисних векторах як
f̃𝑀(𝑣1) = 𝑤1

f̃𝑀(𝑣2) = 𝑤2

f̃𝑀(𝑣3) = 𝑤1 + 𝑤2 + 𝑤3

f̃𝑀(𝑣4) = −𝑤1 − 𝑤2 − 𝑤4

f̃𝑀(𝑣5) = 𝑤1 − 𝑤2 − 𝑤3 + 2𝑤4 + 𝑤5

Зауваження 4.0.9. Бiльше того, вiдомо, що для iзоморфних 2-нiльпотентних
алгебр Лi 𝐿,𝐾 з одновимiрною похiдною, де 𝐿 = (𝑉 ⊕ 𝕜, [ , ]𝜔), 𝐾 = (𝑊 ⊕
𝕜, [ , ]𝜃), iснує iзоморфiзм алгебр Лi 𝐿 ∼−−→ 𝐾, iндукований лiнiйним iзомор-
фiзмом 𝑉 ∼= 𝑊 . Отже, ранг 𝜔 i 𝜃 має спiвпадати.

Теорема 4.0.10. 5 Нехай 𝐿 = (𝑉 ⊕ 𝕜, [ , ]𝜔) — 2-нiльпотентна алгебра Лi з
одновимiрною похiдною. Клас iзоморфiзму 𝐿 визначається рангом 𝜔.

Отже, з зауваження (4.0.2) негайно отримуємо критерiй iзоморфностi графо-
вих алгебр Лi графiв, фарбованих одним кольором.

Наслiдок 4.0.11. Нехай Γ1,Γ2 — фарбованi орiєнтованi простi графи, col1, col2
— однокольоровi розфарбування Γ1 i Γ2 вiдповiдно. Нехай 𝑀1,𝑀2 — кососи-
метричнi матрицi iнцидентностi Γ1 i Γ2.

Lie(Γ1, col1, or1) ∼= Lie(Γ2, col2, or2) ⇐⇒ rk(𝑀1) = rk(M2) .

5Gauger (1973), Theorem 5.2
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Приклад 4.0.12. Для випадку орiєнтованих графiв на двох вершинах ма-
ємо, що для графу Γ = 𝐾2 i його довiльної орiєнтацiї графова алгебра Лi
Lie(Γ, col, or) є тривимiрною алегброю Гейзенберга.

𝑥1 𝑥2

Нарештi, алгебра Лi вигляду (4.0.7) реалiзується як графова алгебра Лi Lie(Γ, col, or)
фарбованого графу Γ, що має кососиметричну матрицю iнцидентностi 𝑀(Γ,or)⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1

−1 0
. . .

0 1

−1 0
. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Оскiльки граф Γ є диз’юнктним об’єднанням орiєнтованих повних графiв 𝐾2 i
iзольованих вершин, де iзольованi вершини вiдоповiдають нульовим клiтинам
в канонiчнiй формiй кососиметричної форми (3.2.8) col* ∘ or* ∘ pr : ⟨𝑉Γ⟩ −→ 𝕜,
то, як наслiдок теореми (4.0.10), отримуємо класифiкацiю графових алгебр
Лi орiєнтованих графiв, фарбованих одним кольором.

Теорема 4.0.13. Нехай (Γ, col, or) — орiєнтований граф, фарбований одним
кольором. Тодi iснує граф фарбований одним кольором, що є диз’юнктним
об’єднанням повних графiв 𝐾2 i iзольованих вершин

(︀
Γ, col, or

)︀
, Γ =

(︃
𝑛∐︁

𝑖=1

𝐾2

)︃
∪

(︃
𝑘∐︁

𝑗=1

∙

)︃

𝑥1 𝑥2

𝑥𝑛−1 𝑥𝑛

· · ·

𝑥𝑛+1

𝑥𝑛+𝑘−1 𝑥𝑛+𝑘

· · ·
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такий, що
Lie(Γ, col, or) ∼= Lie

(︀
Γ, col, or

)︀
Зауваження 4.0.14. Оскiльки з (4.0.13) знаємо, що для довiльного орiєнто-
ваного графу (Γ, or) iснує значно простiший граф

(︀
Γ, or

)︀
, що має iзоморфну

графову алгебру Лi, то це мотивує наступне означення.

Означення 4.0.15. Нехай (Γ, col, or) — орiєнтований граф, фарбований одним
кольором. Орiєнтований фарбований граф Γ = (

∐︀𝑛
𝑖=1𝐾2) ∪

(︁∐︀𝑘
𝑗=1 ∙

)︁
такий,

що Lie(Γ, col, or) ∼= Lie
(︀
Γ, col, or

)︀
, називаємо нормальною формою (Γ, col, or).

Твердження 4.0.16. Нехай Γ — довiльний неорiєнтований граф на трьох
вершинах, що не є об’днанням iзольованих вершин. Для довiльної орiєнтацiї
графова алгебра Лi Lie(Γ, col, or) iзоморфна графовiй алгебрi Lie

(︀
Γ, col, or

)︀
,

де Γ = 𝐾2 ∪ ∙.

Доведення. Ранг кососиметричної матрицi є парним, тому ранг кососиметри-
чної форми 𝜔 : ⟨𝑉Γ⟩ −→ 𝕜, що вiдповiдає дужцi Лi графової алгебри Лi
Lie(Γ, col, or), може бути або нульовим, або дорiвнювати 2. Легко побачи-
ти, що rk(𝜔) = 0 тодi i тiльки тодi, коли Γ є графом, що складається з трьох
iзольованих вершин. Отже, для будь якого графу, множина ребер якого не є
порожньою, i будь-якої його орiєнтацiї, кососиметрична форма 𝜔 має ранг 2.
Тодi, з (4.0.13), маємо, що Lie(Γ, col, or) = Lie

(︀
Γ, col, or

)︀
Зауваження 4.0.17. Незважаючи на те, що у випадку графiв на двох або
трьох вершинах графова алгебра Лi не залежить вiд вибору орiєнтацiї, в
загальному випадку, навiть для розфарбування одним кольором, для рiзних
орiєнтацiй, кососиметрична форма, що iндукує дужку Лi, може мати рiзний
ранг.

Приклад 4.0.18. Нехай 𝐶4 — неорiєнтований цикл на чотирьох вершинах,
or1, or2 — довiльнi орiєнтацiї 𝐶4, як на малюнку нижче. Нехай 𝜔1, 𝜔2 — косо-
симетричнi форми, що визначають Lie(𝐶4, col, or1) та Lie(𝐶4, col, or2) вiдопо-
вiдно. Далi, в (5.0.6), побачимо, що rk(𝜔1) = 4, а rk(𝜔2) = 2. Отже, з (4.0.11)
маємо, що Lie(𝐶4, col, or1) ̸∼= Lie(𝐶4, col, or2).
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𝑥1 𝑥2

𝑥3𝑥4

𝑥1 𝑥2

𝑥3𝑥4

5 Графовi алгебри Лi графiв на чотирьох вер-

шинах, фарбованих одним кольором

Далi пiд фарбованими графами знову маємо на увазi графи, фарбованi одним
кольором. Незважаючи на те, що класифiкацiя 2-нiльпотентних графових ал-
гебр Лi, фарбованих одним кольором, дозволяє для довiльного графу (Γ, col, or)

легко знайти його нормальну форму
(︀
Γ, col, or

)︀
його та iзоморфiзм мiж гра-

фовими алгебрами Лi Lie(Γ col, or) та Lie
(︀
Γ, col, or

)︀
, менш тривiальними за-

лишається питання про вплив змiни орiєнтацiї (Γ, or) на клас iзоморфiзму
його графової алгебри Lie(Γ, col, or). Дослiдження рангу кососиметричних
матриць орiєнтованих графiв проводилося, наприклад, в роботi ([7]), тому в
цьому роздiлi ми скористаємося класифiкацiєю рангiв кососиметричних ма-
триць iнцидентностi орiєнтованих графiв на чотирьох вершинах звiдти для
того, щоб спростити класифiкацiю графових алгебр Лi орiєнтованих графiв
на чотирьох вершинах.

Твердження 5.0.1. Вiдомо ([8, A001174]), що на чотирьох вершинах з то-
чнiстю до iзоморфiзму iснує 42 орiєнтованих графiв, причому 34 з них є
зв’язними ([8, A086345]).

Зауваження 5.0.2. З (4.0.16) знаємо класи iзоморфiзму графових алгебр
Лi для графiв на трьох вершинах, тому, оскiльки ранг кососиметричної ма-
трицi iнцидентностi незв’язного орiєнтованого графу можна обчислити як
суму рангiв матриць iнцидентностей його компонент зв’язностi, достатньо
класифiкувати графовi алгебри Лi зв’язних орiєнтованих графiв на чотирьох
вершинах.
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𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4

𝑥1 𝑥2

𝑥3𝑥4

𝑥1 𝑥2

𝑥3𝑥4

𝑥1

𝑥2
𝑥3

𝑥4

𝑥1 𝑥2

𝑥3𝑥4

𝑥1

𝑥2
𝑥3

𝑥4

Рис. 2: 𝑃4, 𝐶4, 𝐾4, 𝐾1,3, 𝐾1,1,2, 𝐺1

Зауваження 5.0.3. Вiдомо, що неорiєнтованi графи на чотирьох вершинах
вичерпуються випадками 𝑃4, 𝐶4, 𝐾4, 𝐾1,3, 𝐾1,1,2, 𝐺1.

Наведемо вiдомi результати про ранг кососиметричної матрицi iнцидентностi
певних класiв графiв.

Лема 5.0.4. 6 Нехай Γ — неорiєнтоване дерево. Для його довiльної орiєнтацiї
or i кососиметричної матрицi iнцидентностi 𝑀(Γ,or) = 2𝛽(Γ), де 𝛽(Γ) — число
парування Γ.

Наслiдок 5.0.5. 7 Нехай Γ = 𝑃𝑛 — шлях на 𝑛 вершинах. Для його довiльної
6Xueliang Lie, Guihai Yu, (2021), Lemma 2.2
7Xueliang Lie, Guihai Yu, (2021), Lemma 2.3
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орiєнтацiї or i кососиметричної матрицi iнцидентностi 𝑀(Γ,or)

rk(𝑀(Γ,or)) =

⎧⎨⎩𝑛, 𝑛 парне

𝑛− 1, iнакше

Лема 5.0.6. 8 Нехай Γ = 𝐶𝑛 — орiєнтований цикл на 𝑛 вершинах. Для його
довiльної орiєнтацiї or i кососиметричної матрицi iнцидентностi 𝑀(Γ,or)

rk(𝑀(Γ,or)) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑛, (𝐶𝑛, or) — парний цикл з парною орiєнтацiєю

𝑛− 2, (𝐶𝑛, or) — парний цикл з непарною орiєнтацiєю

𝑛− 1, (𝐶𝑛, or) — непарний цикл

Лема 5.0.7. 9 Нехай Γ — простий граф, 𝑣 ∈ 𝑉Γ — висяча вершина, {𝑣, 𝑤} ∈
𝐸Γ — єдине ребро, що мiстить 𝑣. Для його довiльної орiєнтацiї or i кососиме-
тричної матрицi iнцидентностi 𝑀(Γ,or)

rk(𝑀(Γ,or)) = rk(M(Γ∖{v,w},or))+2

Незважаючи на те, що вищенаведенi результати цiкавi самi собою, оскiль-
ки з них або випливає незалежнiсть класу iзоморфiзму графової алгебри Лi
Lie(Γ, col, or) вiд орiєнтацiї графу Γ (5.0.4 та 5.0.5), оскiльки число парування
та кiлькiсть вершин графу, очевидно, не залежать вiд орiєнтацiї простого гра-
фу, або значно спрощують обчислення (5.0.6 i 5.0.7) рангу rk(𝑀Γ), за допомо-
гою них значно простiше визначити ранг 𝑀Γ довiльного графу орiєнтованого
Γ на чотирьох вершинах, нiж за допомогою прямих обрахункiв.

Лема 5.0.8. rk(𝑀𝐾1,3
) = 2

Доведення. Оскiльки кососиметрична матриця iнцидентностi має вигляд

𝑀𝐾1,3
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 𝑚14

0 0 0 𝑚24

0 0 0 𝑚34

−𝑚14 −𝑚24 −𝑚34 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
то легко бачити, що rk(𝑀𝐾1,3,or) = 2 для будь-якого вибору орiєнтацiї 𝐾1,3.

8Xueliang Lie, Guihai Yu, (2021), Lemma 2.4
9Xueliang Lie, Guihai Yu, (2021), Lemma 2.5
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Зауваження 5.0.9. За допомогою аналогiчних обчислень можна показати,

що rk(𝑀𝐾1,1,2
) =

⎧⎨⎩2, якщо пiдграф (𝐶4, or) має парну орiєнтацiю

4, iнакше
i rk(𝑀𝐾4

) = 4

Наслiдок 5.0.10. 10 З (5.0.5), (5.0.6), (5.0.7) i (5.0.8) знаємо, що

• rk(𝑀𝑃4
) = 4.

• rk(𝑀𝐶4
) =

⎧⎨⎩2, якщо (𝐶4, or) має парну орiєнтацiю

4, якщо (𝐶4, or) має непарну орiєнтацiю

• rk(𝑀𝐾1,3
) = 2.

• rk(𝑀𝐾1,1,2
) =

⎧⎨⎩2, якщо пiдграф (𝐶4, or) має парну орiєнтацiю

4, iнакше

• rk(𝑀𝐾4
) = 4.

• rk(𝑀𝐺1
) = 2 + 2 = 4.

Отже з (4.0.16) i зауваження (5.0.2), маємо повну класифiкацiю графових
алгебр Лi орiєнтованих графiв на чотирьох вершинах, фарбованих одним ко-
льором.

10Xueliang Lie, Guihai Yu, (2021), Theorem 3.1
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6 Висновки

У пiдроздiлах (2.1) i (2.2) наведено основнi означення з теорiї графiв та теорiї
алгебр Лi.

У пiдроздiлi (3.1) викладенi основи теорiї 2-нiльпотентних алгебр Лi. У пiд-
роздiлi (3.2) визначено 2-нiльпотентнi графовi алгебри Лi неорiєнтованих,
орiєнтованих та орiєнтованих фарбованих графiв. У пiдроздiлi (3.3) розгля-
нуто певнi властивостi ранiше визначених графових алгебр Лi.

У роздiлi (4) сформульовано критерiй iзоморфностi графових алгебр Лi орi-
єнтованих графiв, фарбованих одним кольором.

У роздiлi (5) використано результати про зв’язок мiж властивостями графiв
та рангом їхньої кососиметричної матрицi iнцидентностi та спрощено кла-
сифiкацiю графових алгебр Лi орiєнтованих графiв на чотирьох вершинах
фарбованих одним кольором.
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