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1 Вступ

Центральнiсть графа є фундаментальним поняттям теорiї графiв, що
застосовується в багатьох наукових сферах. Наприклад, якщо розглянути
певний словник, ввести метрику на словах таким чином, щоб вiдстань мiж
словами була тим бiльшою чим їх непов’язанiсть за сенсом, то найбiльш за-
гальнi слова сформують центр даного графа. Проблема розмiщення об’єктiв
таким чином, щоб до них можна було швидко дiбратися з любої точки пев-
ної локацiї, також вирiшується завдяки центральностi. Дуальне поняття до
центральностi є периферiйнiсть. Вона знаходить застосування за необхiдно-
стi досягти прямо протилежний результат в описаних вище задачах.

Проблема знаходження центру є багатою на дослiдження темою. Далеко
не останню роль в нашому дослiдженнi грає результат Камiля Джордана,
що центр дерева складається з однiєї або двох сусiднiх вершин. Вiдомим
також є результат Френка Харарi та Роберта Нормана, що центр зв’язного
графа знаходиться в блоцi.

Метою дослiдження є розробка та реалiзацiя алгоритму знаходження
центру та периферiї певної будiвлi, що задана простим багатокутником.
Мета роботи зумовила наступнi науковi завдання:

1. Дослiдити радiус та дiаметр зв’язного графа.

2. Дослiдити центр та периферiю деяких класiв графiв.

3. Реалiзувати алгоритм триангуляцiї багатокутника.

4. Реалiзувати алгоритм знаходження центру та периферiї дуального
графа триангульованого багатокутника.

Робота складається з чотирьох частин. В роздiлi про дiаметр та радiус
зв’язного графа ми дослiджуємо згаданi ранiше поняття в рiзних класах
графiв. Також, ми описали центр та периферiю певних класiв графiв.

В роздiлi про вiдноснi центри ми дослiдили зв’язок мiж центрально кри-
тичними графами та згаданими в минулому роздiлi самоцентральними унi-
кально ексцентричними графами.

В 5 роздiлi ми описали алгоритм знаходження центру та периферiї про-
стого багатокутника. В 6 роздiлi ми навели пояснення до програмної реа-
лiзацiї алгоритму та показали роботу алгоритму на прикладi.
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2 Основнi означення та попереднi результати

2.1 Означення

Ми розглядаємо простi зв’язнi неорiєнтованi графи. Вiдстанню 𝑑(𝑎, 𝑏)
мiж вершинами графа 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉 (𝐺) ми називаємо найкоротший шлях, що їх
з’єднує. Ексцентриситетом вершини 𝑎 називатимемо число
ecc(𝑎) = max{𝑑(𝑎, 𝑏)|𝑏 ∈ 𝑉 (𝐺)}. Якщо для 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) виконується 𝑑(𝑢, 𝑣) =
ecc(𝑢), то ми кажемо, що 𝑣 є ексцентричною вершиною для 𝑢. Радiусом
rad(𝐺) графа називається найменший ексцентриситет його вершин. Проти-
лежним поняттям є дiаметр diam(𝐺), що дорiвнює найбiльшому ексцен-
триситету серед вершин графа. Вiдповiдно центром графа

Cen(𝐺) = {𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺)| ecc(𝑣) = rad(𝐺)}

є множина вершин з найменшим ексцентриситетом, а периферiєю

Per(𝐺) = {𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺)| ecc(𝑣) = diam(𝐺)}

називатимемо множину вершин з найбiльшим ексцентриситетом. Проте, у
випадку, коли центр графа спiвпадатиме з множиною його вершин, тобто
Cen(𝐺) = 𝑉 (𝐺), граф буде самоцентральним.

Граф називатимемо повним, коли кожна його пара рiзних вершин є су-
мiжною. Множина вершин графа називається незалежною, якщо жоднi двi
не є сумiжними в ньому. Граф 𝐺 є повним двочастковим, якщо множина
його вершин роздiляється на двi незалежнi множини 𝑉 (𝐺) = 𝑉1⊔𝑉2 таким
чином, що кожна вершина 𝑣 ∈ 𝑉1 є сумiжною з усiма 𝑢 ∈ 𝑉2 i навпаки.

Любий максимальний двозв’язний пiдграф графа 𝐺 називається бло-
ком. Те що граф є двозв’язним значить, що потрiбно видалити як мiнiмум
двi вершини, щоб вiн розпався на рiзнi компоненти зв’язностi. Вершину,
видаливши яку ми збiльшимо кiлькiсть компонент зв’язностi, називають
скороченною. Вiдповiдно можемо навести альтернативне означення блоку.
Максимальний породжений пiдграф, що не мiстить скороченних вершин на-
зивається блоком. Ми називатимемо граф 𝐺 графом блокiв, якщо кожний
блок є повним.

Самодоповняльним графом є граф, що iзоморфний до свого доповнен-
ня.

Для пiдмножини вершин 𝑆 ⊂ 𝑉 (𝐺) та вершини 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺), max
𝑥∈𝑆

𝑑(𝑥, 𝑣)

називається 𝑆−ексцентриситетом. 𝑆−ексцентриситет вершини 𝑣 надалi

4



позначатимемо як ecc𝑆(𝑣). Множина вершин з мiнiмальним 𝑆−ексцентриситетом
називається 𝑆−центром, ми її позначатимемо як Cen𝑆(𝐺). Люба множина
вершин 𝐴, що є 𝑆−центром хоч для одної множини 𝑆, називається цен-
тральною множиною.

Простим багатокутником є многокутник без самоперетинiв та дiрок.
Многокутник називається у-монотонним (х-монотонним), коли горизон-
тальна (вертикальна) пряма перетинає багатокутник щонайбiльше раз. Три-
ангуляцiя многокутника – це розкладання простого многокутника на три-
кутники. Оскiльки кожне ребро може одночастно належати двом граням,
зручнiше використовувати поняття напiвребра. Кожне ребро ми розгляда-
тимемо як два рiзнонаправлених вiдрiзки (напiвребра), що iнцидентнi су-
мiжним граням. Напiвребра є близнюками, якщо їм вiдповiдає однакове
ребро.
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3 Дiаметр та радiус зв’язного графа

Твердження 3.1. Для кожного зв’язного графа 𝐺 має мiсце нерiвнiсть
rad(𝐺) ≤ diam(𝐺) ≤ 2 rad(𝐺).

Доведення. Оцiнка, що rad(𝐺) ≤ diam(𝐺) очевидна за оначенням. Завжди
iснуватимуть такi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 (𝐺), що 𝑑(𝑥, 𝑦) = diam(𝐺). Зафiксуємо таку
вершину 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺), що 𝑣 ∈ Cen(𝐺). З означення ексцентриситету вершини
та радiусу графа слiдує, що ecc(𝑣) = rad(𝐺). Далi з нерiвностi трикутника
𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑣) + 𝑑(𝑣, 𝑦) ≤ ecc(𝑣) + ecc(𝑣) = 2 rad(𝐺) слiдує доведення
твердження.

Очевидно, що цi тривiальнi оцiнки досягаються, наприклад, на циклi 𝐶𝑛

та на непарному ланцюгу 𝑃2𝑘+1. Насправдi, окрiм нерiвностей iз Твердже-
ння 3.1, iншого зв’язку мiж радiусом та дiаметром зв’язного графа загаль-
ного вигляду не iснує.

Теорема 3.2. Для кожної пари чисел 𝑟, 𝑑 ∈ N iз 𝑟 ≤ 𝑑 ≤ 2𝑟 iснує граф
𝐺 такий, що rad(𝐺) = 𝑟, diam(𝐺) = 𝑑.

Доведення. Для випадку, коли diam(𝐺) = rad(𝐺) пiдiйде граф 𝐶2𝑑, що є
циклом iз кiлькiстю вершин, що спiвпадає з подвоєним дiаметром графа.
Тодi для кожної вершини її ексцентриситет дорiвнюватиме вiдстанi до про-
тилежної вершини в циклi.

Для випадку, коли diam(𝐺) = 2 rad(𝐺) пiдiйде граф 𝑃2𝑟+1. Такий граф є
ланцюгом, де в центрi знаходиться одна вершина, з чого випливає рiвнiсть
diam(𝐺) = 2 rad(𝐺).

Розглянемо випадок, коли diam(𝐺) = rad(𝐺)+𝑘. Для 𝑘 = 1 (див. Рис. 1)
розглянемо граф 𝐺 = 𝐶2𝑟 i зафiксуємо вершини 𝑣0, 𝑣 ∈ 𝐶2𝑟, що є протиле-
жними. Додамо до 𝑉 (𝐺) вершину 𝑢1, шо буде сумiжною тiльки з 𝑣0. Тодi
справедливими будуть рiвностi 𝑑(𝑣, 𝑢1) = diam(𝐺) = rad(𝐺) + 1 = 𝑑(𝑣, 𝑣0).
Для будь-яких iнших 𝑘 додаватимемо вершину 𝑢𝑘, що буде сумiжною тiльки
з вершиною 𝑢𝑘−1 i таким чином будуть справедливими рiвностi 𝑑(𝑣, 𝑢𝑘) =
diam(𝐺) = rad(𝐺) + 𝑘 = 𝑑(𝑣, 𝑣0).
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Рис. 1: Випадок diam(𝐺) = rad(𝐺) + 1

Очевидно, що доповнення до незв’язного графа завжди є зв’язним гра-
фом. Зокрема, кожен самодоповняльний граф є зв’язним. Наступнi резуль-
тати встановлюють зв’язок мiж дiаметрами зв’язного графа i його допов-
нення.

Теорема 3.3. Нехай 𝐺 зв’язний граф iз diam(𝐺) ≥ 3. Тодi його допов-
нення 𝐺 теж є зв’язним графом, причому diam(𝐺) ≤ 3.

Доведення. Припустимо, що 𝐺 є незв’язним. Тодi граф можна буде розбити
на рiзнi компоненти зв’язностi, нехай такими компонентами будуть 𝐺1 та
𝐺2. Тодi для всiх таких вершин 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺1) 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) ≤ 2, а для всiх вер-
шин 𝑎 ∈ 𝑉 (𝐺1) та 𝑏 ∈ 𝑉 (𝐺2) виконуватиметься 𝑑𝐺(𝑎, 𝑏) = 1. Тобто маємо
суперечнiсть з фактом, що diam(𝐺) ≥ 3 для 𝐺.

Зафiксуємо вершини 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺), що 𝑑𝐺(𝑣, 𝑢) = 3. Дослiдимо вiдстань
мiж двома iншими вершинами 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉 (𝐺) в графi 𝐺. Пiдкреслимо, що
𝑑𝐺(𝑣, 𝑢) = 1 та нi 𝑎, нi 𝑏 не може бути сумiжною з 𝑢 або 𝑣 одночасно,
бо це суперечить 𝑑𝐺(𝑣, 𝑢) = 3. Якщо 𝑎 та 𝑏 є несумiжними в 𝐺, то тривi-
ально 𝑑𝐺(𝑎, 𝑏) = 1. В подальшому вважатимемо 𝑑𝐺(𝑎, 𝑏) = 1. Не втрача-
ючи загальностi, припустимо, що 𝑎 та 𝑏 одночасно не сумiжнi з 𝑢 𝐺. Тодi
𝑑𝐺(𝑎, 𝑏) = 2, тобто 𝑎 та 𝑏 будуть з’єднанi шляхом через 𝑣. Знову ж, не втра-
чаючи загальностi, припустимо, що 𝑢 сумiжна з 𝑏, а вершина 𝑣 сумiжна з
𝑎. Тодi 𝑑𝐺(𝑎, 𝑏) = 3, тобто шлях 𝑎𝑏 в 𝐺 проходитиме через пару сумiжних
вершин 𝑢 та 𝑣. З цього випливає твердження, що для любих 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉 (𝐺)
виконується 𝑑𝐺(𝑎, 𝑏) ≤ 3.

Наслiдок 3.4. Кожен нетривiальний самодоповняльний граф має дiа-
метр 2 або 3.
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Доведення. Якщо дiаметр буде рiвним одиницi, тодi граф 𝐺 буде повним,
а його доповнення — це iзольованi точки. Якщо дiаметр буде бiльшим за
3, тодi за теоремою 3.3 доповнення матиме менший дiаметр, тож не вийде
побудувати бiєкцiю зi збереженням сумiжностi мiж 𝐺 та 𝐺.

Приклад 3.5.

𝐺 𝐺

Рис. 2: Cамодоповняльний граф 𝐺 з diam(𝐺) = 2, та 𝐺

𝐺 𝐺

Рис. 3: Cамодоповняльний граф 𝐺 з diam(𝐺) = 3, та 𝐺

Твердження 3.6. Нехай 𝐺 зв’язний граф iз diam(𝐺) ≥ 4. Тодi його
доповнення 𝐺 теж є зв’язним графом, причому diam(𝐺) ≤ 2.

Доведення. Зафiксуємо вершини 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺), що 𝑑𝐺(𝑣, 𝑢) = 4. Дослiдимо
вiдстань мiж двома iншими вершинами 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉 (𝐺) в графi 𝐺. Пiдкре-
слимо факт, що 𝑑𝐺(𝑣, 𝑢) = 1. Якщо 𝑎 та 𝑏 є несумiжними в 𝐺, то тривi-
ально 𝑑𝐺(𝑎, 𝑏) = 1. В подальшому вважатимемо 𝑑𝐺(𝑎, 𝑏) = 1. Не втрача-
ючи загальностi, припустимо, що 𝑎 та 𝑏 одночасно не сумiжнi з 𝑢 𝐺. Тодi
𝑑𝐺(𝑎, 𝑏) = 2, тобто 𝑎 та 𝑏 будуть з’єднанi шляхом через 𝑣. Знову ж, не втра-
чаючи загальностi, припустимо, що 𝑢 сумiжна з 𝑏, а вершина 𝑣 сумiжна з
𝑎. Тодi отримаємо супереснiсть з 𝑑𝐺(𝑣, 𝑢) = 4. Тож 𝑑𝐺(𝑎, 𝑏) ≤ 2.
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Теорема 3.7. Нехай 𝐺 самоцентральний граф iз diam(𝐺) ≥ 3. Тодi 𝐺
теж самоцентральний, причому diam(𝐺) = 2.

Доведення. Розглянемо 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) : 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) = 1. Зафiксуємо вершину
𝑤 ∈ 𝑉 (𝐺) : 𝑑(𝑢,𝑤) = ecc(𝑢). Зауважимо, що 𝑤 не є сумiжною з 𝑣, бо
iнакше це суперечило б diam(𝐺) ≥ 3. З цього слiдує 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) = 2. Тодi з
того, що несусiднi вершини в 𝐺 будуть сумiжними в 𝐺, та кожна вершина
в 𝐺 має хоч одну сусiдню, слiдує доведення.

Наступний результат був отриманий Френком Харарi та Робертом Нор-
маном.

Теорема 3.8. Центр зв’язного графа 𝐺 знаходиться у блоцi.

Доведення. Припустимо, що iснує граф 𝐺 центр якого не знаходиться в
одному блоцi. Тодi iснуватиме скороченна вершина 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) видалення
якої залишить як мiнiмум двi рiзнi зв’язнi компоненти 𝐺1 та 𝐺2, що мiстять
вершини з центру. Зафiксуємо вершину 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺), що 𝑑(𝑣, 𝑢) = ecc(𝑣). Най-
коротший шлях мiж 𝑣 та 𝑢 не може одночасно мiстити вершини з 𝐺1 та 𝐺2,
бо тодi цi компоненти були б зв’язанi одна з одною цим шляхом. Не втрача-
ючи загальностi припустимо, що цей шлях не мiстить жодної вершини з 𝐺2.
Зафiксуємо вершину 𝑤 ∈ 𝑉 (𝐺2), 𝑤 ∈ Cen(𝐺). Звернемо увагу на факт, що
𝑢 та 𝑤 належить рiзним компонентам зв’язностi з чого слiдує, що найкоро-
тший шлях з 𝑤 до 𝑢 проходить через 𝑣. Тодi справедливою буде нерiвнiсть
ecc(𝑤) > ecc(𝑣), що суперечить 𝑤 ∈ Cen(𝐺).

Наслiдок 3.9. Центр зв’язного графа блокiв породжує повний пiдграф.

Доведення. Центр зв’язного графа блокiв породжує повний пiдграф, бо з
теореми 3.8 центр зв’язного графа знаходиться в блоцi, а з означення графа
блокiв кожний його блок є повним.

Наслiдок 3.10. Центр дерева складається або з одної або з двох сумi-
жних вершин. При цьому, дерево 𝑇 мiстить єдину центральну вершину
тодi й тiльки тодi, коли diam(𝑇 ) = 2 rad(𝑇 ).

Доведення. Нехай 𝑇 є деревом з diam(𝑇 ) = 2 rad(𝑇 ). Позначимо дiаме-
тральну пару вершин як 𝑢 та 𝑢′. Тодi на шляху 𝑢𝑢′ буде знаходитися єдина
вершина 𝑣 : 𝑑(𝑣, 𝑢) = 𝑑(𝑣, 𝑢′) = rad(𝑇 ).

Нехай 𝑇 є деревом з єдиною центральною вершиною 𝑣. Оскiльки 𝑣 не мо-
же бути листком, вона матиме двi сусiднi вершини 𝑢 та 𝑢′. Причому мають
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iснувати шляхи до рiзних ексцентричних вершин 𝑣, що проходять через
𝑢 та 𝑢′. Бо iнакше отримаємо суперечнiсть iз припущенням про єдинiсть
центральної вершини, або взагалi, що 𝑣 є центральною. Тодi вiдстань мiж
ексцентричними вершинами 𝑣, що лежать по рiзнi сторони 𝑣, буде дорiвню-
вати подвiйному радiусу, а з теореми 3.1 слiдує, що diam(𝑇 ) = 2 rad(𝑇 ).

З теореми 3.8 слiдує, що мiж двома вершинами з Cen(𝑇 ) не може iсну-
вати вершини не з центру. Центр дерева, очевидно, не може складатися
з трьох сумiжних вершин, бо ексцентриситет “внутрiшньої” вершини буде
менше за ексцентриситет “зовнiшнiх”. З цих же причин неможливе iсну-
вання центру дерева з бiльшою кiлькiстю сумжних вершин. Тож теорема
доведена.

Твердження 3.11. Для кожного графа 𝐻 iснує граф 𝐺 такий, що по-
роджений пiдграф 𝐺[Cen(𝐺)] iзоморфний 𝐻.

Доведення. Покладемо 𝑉 (𝐺) = 𝑉 (𝐻) ∪ {𝑣1, 𝑣2, 𝑣′1, 𝑣′2}, де вершини 𝑣1 та 𝑣2
сумiжнi з кожною вершиною з 𝑉 (𝐻), але не одна з одною(див. Рис. 4).Вер-
шина 𝑣′1 є сумiжною тiльки з 𝑣1, а 𝑣′2 є сумiжною тiльки з 𝑣2. Причому,
якщо 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑉 (𝐻) є сумiжними в 𝐻, то вони є сумiжними в 𝐺. Таким
чином у графi 𝐺 для кожної 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐻) справедливим буде твердження,
що ecc(𝑣) = rad(𝐺) = 2. Також, для iнших вершин виконується наступне:
ecc(𝑣1) = ecc(𝑣2) = 3, ecc(𝑣′1) = ecc(𝑣′2) = 4. Таким чином для всiх вершин
𝑣 ∈ 𝑉 (𝐻) виконується 𝑣 ∈ Cen(𝐺), а породжений пiдграф 𝐺[Cen(𝐺)] є
iзоморфним графу 𝐻.

𝑉 (𝐻) 𝑉1𝑉2 𝑉 ′
1𝑉 ′

2

Рис. 4: Граф 𝐺, де породжений пiдграф 𝐺[Cen(𝐺)] iзоморфний графу 𝐻

Зауваження 3.12. Зауважимо що, якщо rad(𝐻) = 1, то неможливо
запропонувати такий граф 𝐺, щоб пiдграф утворений його центром був
iзоморфний 𝐻 . Якщо ж rad(𝐻) ≥ 2 то граф 𝐻 завжди можна реалiзувати
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з деякого графа 𝐺 зi збереження радiусу 𝐻 (rad(𝐻) = rad(𝐺)). Дiйсно,
вiзьмемо конструкцiю наведену у теоремi 3.11, але замiсть додавання по
однiй вершинi до 𝑣1 i 𝑣2, додамо по одному ланцюгу 𝑃rad(𝐻)−1 до 𝑣1 i 𝑣2
з’єднуючи їх iз одним з кiнцiв вiдповiдного ланцюга.

Теорема 3.13. Для графа 𝐻 iснує граф 𝐺 такий, що 𝐺[Per(𝐺)] iзомор-
фний 𝐻 тодi i тiльки тодi, коли 𝐻 є повним, або не має унiверсальної
вершини.

Доведення. Нехай для 𝐻 iснує граф 𝐺, що 𝐺[Per(𝐺)] iзоморфний 𝐻. При-
пустимо, що𝐻 має унiкальну вершину i не є повним. Виходить, що в такому
разi iснуватиме 𝑣 ∈ Per(𝐺), що ∀𝑢 ∈ Per(𝐺), 𝑢 ̸= 𝑣, 𝑑(𝑢, 𝑣) = 1. З цього
випливає diam(𝐺) = 1, а оскiльки за припущенням периферiя 𝐺 iзоморфна
до 𝐻, отримуємо суперечнiсть, бо це можливо тiльки у випадку, коли 𝐻 є
повним графом.

Розглянемо спочатку тривiальний випадок коли граф 𝐻 є повним. У та-
кому випадку Per(𝐻) = 𝐻, адже всi вершини повного графа мають одна-
ковий ексцентриситет. В iншому випадку означимо граф 𝐺, де 𝑉 (𝐺) =
𝑉 (𝐻) ∪ {𝑣}, а 𝐸(𝐺) = 𝐸(𝐻) ∪ {𝑣𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑉 (𝐻)}. У ньому 𝑒𝑐𝑐(𝑣) = 1
а 𝑒𝑐𝑐(𝑣′) = 2,∀𝑣′ ∈ 𝑉 (𝐻). Таким чином всi 𝑣′ ∈ 𝑉 (𝐻) будуть належати
периферiї графа 𝐺 i, оскiльки ми не додавали жодних ребер мiж цими вер-
шинами, справедливим буде твердження, що 𝐺[Per(𝐺)] iзоморфний 𝐻.

Зауваження 3.14. Зауважимо що зв’язний граф 𝐻 можна реалiзувати
як периферiю деякого зв’язного графа 𝐺 зi збереженням дiаметру 𝐻 тодi i
тiльки тодi коли 𝐻 самоцентральний. Дiйсно, якщо 𝐻 є самоцентральним,
то тривiально Per(𝐻) = 𝐻. З iншого боку, якщо 𝐻 = 𝐺(Per(𝐺)), тодi для
всiх 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐻) справедливо, що ecc𝐻(𝑢) = diam(𝐺) = diam(𝐻) з чого
слiдує, що 𝑢 ∈ Per(𝐻), тобто 𝐻 = Per(𝐻), тож 𝑉 (𝐻) = Per(𝐻) з чого
слiдує самоцентральнiсть 𝐻.

3.1 Унiкально ексцентрично точковi графи

Означення 3.15. Унiкально ексцентрично точковий граф — це граф
для кожної вершини якого iснує єдина ексцентрична вершина. Далi в текстi
буде зустрiчатися як у.е.т. граф.

Лема 3.16. Якщо 𝑥 та 𝑦 є сусiднiми вершинами у.е.т. графа i мають
рiзнi ексцентриситети, то �̄� = 𝑦.
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Доведення. Нехай граф 𝐺 є у.е.т графом. Зафiксуємо вершини 𝑥, 𝑦 ∈
𝑉 (𝐺), що є сусiднiми. Без втрати загальностi припустимо, що ecc(𝑥) <
ecc(𝑦). Розглянемо вершину 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺), що 𝑣 ̸= 𝑥 та 𝑣 ̸= �̄�. Тодi 𝑑(𝑥, 𝑣) ≤
ecc(𝑥) − 1. З цього слiдує, що наступна оцiнка вiдстанi буде справедливою
𝑑(𝑦, 𝑣) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑥, 𝑣) ≤ 1 + ecc(𝑥) − 1 = ecc(𝑥). Тодi за нашим припу-
щенням 𝑑(𝑦, �̄�) = ecc(𝑦).

Теорема 3.17. Для у.е.т графа 𝐺 наступнi умови еквiвалентнi:

1. 𝐺 — самоцентральний граф.

2. Кожна вершина в 𝐺 є ексцентричною.

3. 𝐸𝑐𝑐(𝐺) є неперетинним об’єднанням циклiв довжини 2.

4. ∀𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺) : 𝑢 = ¯̄𝑢.

Доведення. ( 2⇒1):Припустимо, що в у.е.т графi 𝐺, де кожна вершина є
ексцентричною, iснує така вершина 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺), що 𝑣 /∈ Cen(𝐺). Без втрати
загальностi в силу зв’язностi для 𝑣 iснує сусiдня вершина 𝑢 ∈ Cen(𝐺),
причому �̄� ∈ Cen(𝐺). Тодi з властивостей у.е.т графiв слiдує ¯̄𝑢 = 𝑢. За
лемою 3.16 отримуємо суперечнiсть, бо з неї слiдує 𝑣 = �̄� i з припущення,
що 𝑣 не в центрi ¯̄𝑢 = 𝑣.

( 1⇒4):Нехай 𝐺 є самоцентральним у.е.т. графом. Розглянемо вершину
𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺). З самоцентральностi випливає факт, що 𝑒𝑐𝑐(𝑣) = 𝑒𝑐𝑐(𝑣), а з
властивостей у.е.т. графiв слiдує ¯̄𝑣 = 𝑣.

( 4⇒3):За означенням орiєнтованого графа ексцентриситетiв та тим фа-
ктом, що 𝐺 є у.е.т. графом справедливим буде твердженн, що iснування
циклiв довших за 2 як i iснування висячих вершин або ланцюгiв суперечать
умовi, що ∀𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺) : 𝑢 = ¯̄𝑢. Оскiльки кожна вершина хоч десь досягає
свого ексцентриситета не iснуватиме iзольованих вершин, тож iмплiкацiя
доведена.

( 3⇒2):Розглянемо 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺). Оскiльки 𝐺 є зв’язним у.е.т. графом, то
iснуватиме 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺), а з третього твердження випливає ¯̄𝑣 = 𝑣 з чого слiдує
iмплiкацiя.

Твердження 3.18. Орграф ексцентриситетiв нетривiального у.е.т.
графа 𝐺 має цикли тiльки довжини 2.
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Доведення. Вiд супротивного. Припустимо, є цикл довжини 3. Тодi в 𝐺
iснує така трiйка вершин 𝑎, 𝑏, 𝑐 : 𝑒𝑐𝑐(𝑎) = 𝑏, 𝑒𝑐𝑐(𝑏) = 𝑐, 𝑒𝑐𝑐(𝑐) = 𝑎. Оскiльки
𝐺 є у.е.т. графом, српаведливим має бути ланцюг нерiвностей 𝑑(𝑎, 𝑏) >
𝑑(𝑏, 𝑐) > 𝑑(𝑐, 𝑎) > 𝑑(𝑎, 𝑏). Отримали суперечнiсть.

Розглядаючи орграфи ексцентриситетiв у.е.т. графiв нам вдалося охара-
ктеризувати їх будову в такому класi графiв як граф блокiв [5]. Для цього
введемо означення 𝐷𝑚,𝑘 орграфу.

Означення 3.19. Для пари натуральних чисел 𝑚, 𝑘 ∈ Z+ означимо ор-
граф𝐷𝑚,𝑘 наступним чином: 𝑉 (𝐷𝑚,𝑘) = {𝑢, 𝑣, 𝑥1, ..., 𝑥𝑚, 𝑦1, ..., 𝑦𝑘},𝐴(𝐷𝑚,𝑘) =
{(𝑢, 𝑣), (𝑣, 𝑢)} ∪ {(𝑥𝑖, 𝑢), (𝑦𝑗, 𝑣) : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑘}.

𝑢 𝑣

Рис. 5: 𝐷3,4

Для опису у.е.т графiв блокiв та їх орграфiв ексцентриситетiв ми вико-
ристаємо наступний метричний критерiй графiв блокiв:

Теорема 3.20 (6). Зв’язний граф 𝐺 є графом блокiв тодi i тiльки тодi,
коли для кожних чотирьох вершин 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑐 ∈ 𝑉 (𝐺) найбiльшi двi з трьох
сум вiдстаней

𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑐, 𝑧), 𝑑(𝑥, 𝑐) + 𝑑(𝑦, 𝑧), 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑐, 𝑦)

завжди рiвнi.

Теорема 3.21. Нехай 𝐺 є у.е.т. графом блокiв з |𝑉 (𝐺)| ≥ 2. Тодi
𝐸𝑐𝑐(𝐺) iзоморфний до 𝐷𝑚,𝑘 для 𝑚 = 𝑘 = 0 або 𝑚 = 𝑘 = 1, або 𝑚, 𝑘 ≥ 2.
Навпаки, для кожного такого 𝐷𝑚,𝑘 iснує у.е.т. граф блокiв (навiть дере-
во) такий, що його 𝐸𝑐𝑐(𝐺) iзоморфний до 𝐷𝑚,𝑘.яки 𝑚, 𝑘 ≥ 0. (Розглянути
поганi випадки)
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Доведення. Нехай 𝐺 є у.е.т. графом блокiв. Спочатку покажемо, що 𝐺 мi-
стить лише двi периферiйнi вершини. Вiд супротивного. Дiйсно, нехай 𝐺
мiстить три периферiйнi вершини 𝑎, 𝑏, 𝑐. Не втрачаючи загальностi, покла-
демо 𝑑(𝑎, 𝑏) = diam(𝐺). Якщо хоча б одна з 𝑎, 𝑏 є ексцентричною точкою
для 𝑐, то 𝐺 не є у.е.т. Отже 𝑐 /∈ {𝑎, 𝑏}. Застосуємо теорему 3.20 для четвiр-
ки 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑐. Тодi однiєю з сум вiдстаней буде 𝑑(𝑎, 𝑏) + 𝑑(𝑐, 𝑐) = 2 diam(𝐺).
З цього слiдує, що одна iз сум 𝑑(𝑎, 𝑐) + 𝑑(𝑏, 𝑐) або 𝑑(𝑎, 𝑐) + 𝑑(𝑏, 𝑐) також
дорiвнює подвоєному дiаметру, але це можливо тiльки у випадку, коли 𝑎
або 𝑏 є ексцентричною для 𝑐 вершиною. Отримали суперечнiсть.

Тепер покажемо, що кожна ексцентрична вершина в 𝐺 є периферiйною.
Вiд супротивного. Нехай 𝑣 для непериферiйної вершини 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) не є пери-
ферiйною. Зафiксуємо єдину дiаметральну пару 𝑎, 𝑏 та розглянемо четвiрку
вершин 𝑎, 𝑏, 𝑣, 𝑣. Слiдуючи теоремi 3.20, розглянемо три суми вiдстаней цих
точок. Тодi сума 𝑑(𝑎, 𝑏) + 𝑑(𝑣, 𝑣) = 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) + ecc(𝑣) точно має бути най-
бiльшою з трiйки, адже вона є сумою вiдстаней двох ексцентричних пар. З
цього слiдує, що 𝑣 = 𝑎 або 𝑣 = 𝑏, бо iнакше iншi двi суми не зрiвняються з
розглянутою вище. Отримуємо суперечнiсть.

Таким чином, 𝐸𝑐𝑐(𝐺) iзоморфний 𝐷𝑚,𝑘.
Оскiльки кожне дерево є графом блокiв, то нам достатньо запропонува-

ти спосiб побудови дерева для 𝐷𝑚,𝑘 згаданих в теоремi. Для випадкiв, коли
𝑚 = 𝑘 = 0, або 𝑚 = 𝑘 = 1 пiдiйдуть 𝑃2 i 𝑃4 вiдповiдно. Коли 𝑚, 𝑘 ≥ 2
у випадку 𝑚 = 𝑘 нам пiдiйде 𝑃2𝑚+2. Iнакше нам пiдiйде 𝑃6, де централь-
нi вершини будуть додатково iнцидентнi 𝑘 − 2 та 𝑚 − 2 вершинам (див.
рис. 6).

𝑘 − 2 𝑚− 2

𝑢 𝑣

Рис. 6: Дерево 𝐺, що його 𝐸𝑐𝑐(𝐺) iзоморфний до 𝐷𝑚,𝑘
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𝑢𝑣

𝐺 𝐸𝑐𝑐(𝐺)

𝑣 𝑢

Рис. 7: Граф 𝐺 та 𝐸𝑐𝑐(𝐺)

𝑢 𝑣

Рис. 8: Дерево 𝐺, що iзоморфне до 𝐷3,4(див. рис. 5)

Наступний результат мiстить опис всiх у.е.т. графiв, якi є деревами.

Твердження 3.22. Дерево є у.е.т. графом тодi й тiльки тодi, коли
воно мiстить рiвно двi центральнi та рiвно двi периферiйнi вершини.

Доведення. Нехай дерево𝐺 є у.е.т. графом. З наслiдку 3.10 слiдує, що центр
дерева складається або з двох сумiжних вершин, або з однiєї. Причому цен-
тром дерева буде єдина вершина у випадку коли diam(𝐺) = 2 rad(𝐺), що
неможливо за твердженням 3.22. Очевидно, що не може бути єдиної пери-
ферiйної вершини. Якщо iснуватиме бiльше нiж двi периферiйнi вершини,
то щонайменше одна з центральних вершин матиме бiльше однiєї ексцен-
тричної точки, що суперечить тому. що 𝐺 є у.е.т. графом.

Нехай дерево 𝐺 має двi сумiжнi центральнi вершини 𝑣 та 𝑢 i двi пери-
ферiйнi вершини 𝑣′ та 𝑢′. Покладемо rad(𝐺) = 𝑟. Без втрати загальностi
припустимо, що 𝑑(𝑣, 𝑣′) = ecc(𝑣) = 𝑟 та 𝑑(𝑢, 𝑢′) = ecc(𝑢) = 𝑟. З сумiжностi
𝑣 та 𝑢 слiдує 𝑑(𝑣, 𝑢′) = 𝑑(𝑢, 𝑣′) = 𝑟 − 1. Наступний результат будується на
фактi, що вершини дерева набувають ексцентриситет на периферiйних вер-
шинах. Оскiльки 𝑣 та 𝑢 сумiжнi, то кожна вершина 𝑎 ∈ 𝑉 (𝐺) знаходиться
ближче або до 𝑣, або до 𝑢 i вiдповiдно найдалi вiд 𝑎 знаходиться або тiльки
𝑢′, або тiльки 𝑣′. Тож всi вершини матимуть тiльки одну ексцентричну ним
точку, з чого слiдує, що 𝐺 є у.е.т. графом.

Виявляється, що можливо розширити цей же критерiй на зв’язнi графи
блокiв.
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Теорема 3.23. Зв’язний граф блокiв є у.е.т. графом тодi й тiльки тодi,
коли вiн має точно двi центральнi i точно двi периферiйнi вершини.

Доведення. Нехай 𝐺 є у.е.т графом блокiв. Доведення того, що такий граф
має точно двi периферiйнi вершини, є в доведеннi теореми 3.21. Тож нам
залишилося довести, що iснує точно двi центральнi вершини. Розглянемо
шлях мiж двома дiаметральними вершинами графа 𝐺. Їх має з’єднувати
тiльки один шлях з точнiстю до блокiв, бо, оскiльки 𝐺 є графом блокiв,
iнакше вони належатимуть одному блоку. З цього слiдує, що центральнi
вершини знаходяться на цьому шляху. З теореми 3.8 випливає, що всi цен-
тральнi вершини будуть знаходитися в блоцi. Якщо iснуватиме тiльки одна
центральна вершина, то вона набуватиме ексцентриситету одразу на двох
периферiйних вершинах. Якщо в такому “центральному” блоцi будуть iншi
вершини крiм скороченних, тодi вони набуватимуть ексцентриситет одразу
на двох периферiйних вершинах. З цього слiдує, що можуть iснувати тiльки
двi центральнi вершини.

Нехай 𝐺 є графом блокiв з точно двома центральними i точно двома
периферiйними вершинами. Оскiльки дiаметральна пара вершин 𝑝1 та 𝑝2
не лежить в одному блоцi, то мiж ними iснує тiльки один шлях з точнi-
стю до блокiв. В такому випадку блок з центральними вершинами 𝑐1 та 𝑐2
знаходиться на цьому шляху. Тодi кожна iнша вершина 𝑎 знаходиться або
ближче до 𝑐1, або ближче до 𝑐2 i вiдповiдно найдалi вiд 𝑎 буде або тiльки
𝑝2, або тiльки 𝑝1. Тож граф 𝐺 буде у.е.т. графом.

Наслiдок 3.24. Кожен антиподальний граф є самоцентральним у.е.т.
графом.

Зауваження 3.25. Зауважимо, що властивiсть “бути у.е.т. графом” та
властивостi 1 та 2 теореми 3.17 попарно непорiвнюванi. Надалi познача-
ючи факт того, що 𝐺 є у.е.т. графом як 0, наведемо контрприклади до
iмплiкацiй мiж цими властивостями.

(1 ; 0): Контрприкладом є 𝐶2𝑛+1.
(0 ; 1): Контрприкладом є 𝑃4.
(1 ⇒ 2): Хоч дана iмплiкацiя виконується, але обернене твердження є

невiрне.
(2 ; 1): Контрприкладом є 𝐾3,3−𝑒(див. Рис. 10).
(0 ; 2): Контрприкладом є 𝑃4.
(0 ; 1): Контрприкладом є повний двочастковий граф𝐾2,3(див. Рис. 9).
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Рис. 9: Повний двочастковий граф 𝐾2,3

Рис. 10: 𝐾3,3−𝑒

Твердження 3.26. Для кожного у.е.т. графа 𝐺 виконується diam(𝐺) <
2 rad(𝐺)

Доведення. Доведення слiдує з факту, що всi периферiйнi точки знаходя-
ться на вiдстанi rad(𝐺) вiд центральної точки, коли diam(𝐺) = 2 rad(𝐺).
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4 Вiдноснi центри

Означення 4.1. Центрально критиний граф - це граф для кожної не-
тривiальної пiдмножини 𝑆 ⊂ 𝑉 (𝐺) якого виконується Cen𝑆(𝐺) ̸= Cen(𝐺).
Iнакше можна сказати, що для всiх центральних множин 𝐴 нетривiальних
пiдмножин 𝑆 ⊂ 𝑉 (𝐺) виконується 𝐴 ̸= Cen(𝐺).

Теорема 4.2. Граф 𝐺 є центрально критичним тодi й тiльки тодi,
коли вiн є самоцентральним у.е.т. графом.

Доведення. Спочатку доведемо, що кожна 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) має єдину 𝑣′ : 𝑣 = 𝑣′.
Припустимо протилежне. Нехай iснує 𝑣, що не є ексцентричною вершиною
для жодної iншої вершини. Покладемо 𝑆 = 𝑉 (𝐺) ∖ {𝑣}. Тодi з припущення
випливає, що ∀𝑎 ∈ 𝑉 (𝐺) : ecc𝑆(𝑎) = ecc(𝑎). Оскiльки жоден з ексцентриси-
тетiв вершин не змiнився, то Cen𝑆(𝐺) = Cen(𝐺), що суперечить центрально
критичностi графа 𝐺. Далi припустимо, що 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) це така вершина, що
у випадку коли вона є ексцентричною для iншої вершини 𝑢, ця 𝑢 матиме ще
iншу ексцентричну точку 𝑣′ : 𝑣 ̸= 𝑣′. Знову покладемо 𝑆 = 𝑉 (𝐺) ∖ {𝑣}. Тодi
знову ∀𝑎 ∈ 𝑉 (𝐺) : ecc𝑆(𝑎) = ecc(𝑎), що суперечить критично центральностi
𝐺. Отже, ми довели, що для кожної вершини 𝑎 ∈ 𝑉 (𝐺) iснує iнша 𝑏 ∈ 𝑉 (𝐺),
що 𝑎 є єдиною ексцентричною вершиною для 𝑏, а з теореми 3.17 слiдує, що
𝐺 є самоцентральним.

Припустимо, що𝐺 є самоцентральним у.е.т. графом i покладемо rad(𝐺) =
𝑟. З теореми 3.17 слiдує, що кожна вершина є ексцентричною. Тодi для ко-
жної вершини 𝑎 ∈ 𝑉 (𝐺) iснує 𝑏 ∈ 𝑉 (𝐺) : �̄� = 𝑎. З цього слiдує, що для
випадку, коли 𝑎 ∈ 𝑉 ∖ 𝑆 виконується ecc𝑆(𝑏) < 𝑟 = ecc(𝑏). В iншому ви-
падку, коли 𝑎 ∈ 𝑆 справджується ecc𝑆(𝑏) = 𝑟 = ecc(𝑏). Оскiльки для ко-
жної нетривiальної множини 𝑆 ⊂ 𝑉 (𝐺) завжди iснуватимуть такi вершини
𝑎 ∈ 𝑉 (𝐺) ∖ 𝑆, то завжди виконуватиметься Cen𝑆(𝐺) ̸= Cen(𝐺), тобто 𝐺 є
критично центральним графом.

Наступний результат є узагальненням теореми 3.8 для 𝑆−центрiв.

Теорема 4.3. Кожний 𝑆−центр зв’язного графа 𝐺 знаходиться у бло-
цi.

Доведення. Для 𝑆 ⊆ 𝑉 припустимо, що Cen𝑆(𝐺) належить бiльше нiж
одному блоку. Тодi в 𝐺 iснуватиме така точка 𝑣, що 𝐺 ∖ 𝑣 мiстить щонай-
менше двi компоненти 𝐺1 та 𝐺2, кожна з яких має вершини з Cen𝑆(𝐺).
Зафiксуємо 𝑢 ∈ 𝑆 та нехай для неї виконується 𝑑(𝑢, 𝑣) = ecc𝑆(𝑣). Справе-
дливим буде твердження, що найкоротший 𝑢− 𝑣 шлях не перетинає 𝐺1 або
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𝐺2, припустимо, що вiн не перетинає саме 𝐺1. Тодi зафiксуємо вершину з
𝑤 ∈ 𝐺1, що 𝑤 ∈ Cen𝑆(𝐺). Тодi 𝑣 має належати найкоротшому 𝑤−𝑢 шляху з
чого випливає нерiвнiсть ecc𝑆(𝑤) ≥ 𝑑(𝑢,𝑤) = 𝑑(𝑤, 𝑣)+𝑑(𝑣, 𝑢) ≥ ecc𝑆(𝑣)+1,
що суперечить факту, що 𝑤 ∈ Cen𝑆(𝐺). Тож всi 𝑆−центри знаходяться в
блоцi.

Наступна теорема описує вигляд центральних множин для графiв бло-
кiв.

Теорема 4.4. Нехай граф 𝐺 з множиною вершин 𝑉 i блоками 𝐵1, ..., 𝐵𝑟.
Для 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟, покладемо 𝑉 (𝐵𝑖) = 𝑉𝑖. Центральними вершинами 𝐺 є
одноточковi множини {𝑣}, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) та 𝑉𝑖.

Доведення. Розглянемо спочатку тривiальний випадок коли 𝑆 = {𝑣}. Тодi
очевидно, що Cen𝑆(𝐺) = {𝑣}. Тож всi {𝑣}|𝑣 ∈ 𝑉 є центральними множина-
ми.

Нехай 𝑆 є нетривiальною пiдмножиною 𝑉𝑖 для 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟, що мiстить
двi або бiльше вершин. З означення графу блокiв випливає, що ecc𝑆(𝑣) = 1
для всiх 𝑣 ∈ 𝑉𝑖 i ecc𝑆(𝑥) > 1 для всiх 𝑥 ∈ 𝑉 ∖ 𝑉𝑖. З цього слiдує рiвнiсть
Cen𝑆(𝐺) = 𝑉𝑖. Тож всi 𝑉𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 є центральними вершинами.

Розглянемо випадок коли 𝑆 ⊆ 𝑉 (𝐺) мiстить щонайменше двi вершини з
рiзних блокiв. Нехай 𝑥 є скороченною вершиною графу 𝐺, що ecc𝑆(𝑥) = 𝑘.
Також припускаємо, що 𝑑(𝑥, 𝑣) = 𝑘 де 𝑣 ∈ 𝑆. Зафiксуємо найкоротший
шлях мiж 𝑥 та 𝑣 𝑃 = 𝑥 = 𝑥0𝑥1...𝑥𝑖𝑥𝑖+1...𝑥𝑘 = 𝑣. Припустимо, що ecc𝑆(𝑥1) =
𝑘−1. Оскiльки ексцентриситет вершин з шляху 𝑃 нiколи не дорiвнюватиме
0, ми можемо двi вершини 𝑥𝑖 та 𝑥𝑖+1, що ecc𝑆(𝑥𝑖) = ecc𝑆(𝑥𝑖+1) = 𝑘 − 𝑖.
Звертаємо вашу увагу, що можливий випадок 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖+1. Тодi для кожної
вершини 𝑦 з блоку, що мiстить 𝑥𝑖 та 𝑥𝑖+1, справджуватиметься ecc𝑆(𝑦) = 𝑘−
𝑖, а ексцентриситети вершин з iнших блокiв будуть збiльшуватися. Таким
чином 𝑆−центром у даному випадку буде блок, що мiстить 𝑥𝑖 та 𝑥𝑖+1.

Розглянемо випадок коли ecc𝑆(𝑥𝑖) = 𝑘 − 𝑖, а ecc𝑆(𝑥𝑖+1) = 𝑘 − 𝑖 + 1. Всi
вершини 𝑦 з блоку, що мiстить 𝑥𝑖 та 𝑥𝑖+1, такi що 𝑦 ̸= 𝑥𝑖, матимуть ecc𝑆(𝑦) =
𝑘− 𝑖+ 1. Всi вершини з iнших блокiв матимуть бiльший ексцентриситет. З
цього випливає, що 𝑆−центром графу 𝐺 у цьому випадку буде {𝑥𝑖}. Цей
результат закiнчує доведення твердження, що центральними вершинами
графу блокiв є або одноточковi множини, або блоки.
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5 Знаходження центральної та периферiйної

областi простого многокутника

Текст пов’язаний з алгоритмом триангуляцiї багатокутника є рефера-
тним матерiалом з [1].

5.1 Постановка задачi

Алгоритм отримує на вхiд масив кортелiв з двох дiйсних чисел, що є ре-
презентацiєю точок багатокутника, що заданi проти годинникової стрiлки.

На вихiд вiн має повернути матрицю вiдстаней дуального графа триан-
гульованого багатокутника.

5.2 Структура даних

Головною структурою даних, що зберiгатиме прогрес роботи алгори-
тмiв буде двозв’язний список ребер. За допомогою цiєї структури даних
можна легко вiдновити зовнiшнiй вигляд багатокутника та знаходити мно-
жини сумiжних та iнцидентних елементiв. Дана сруктура даних складає-
ться з трьох множин: множини вершин, ребер та граней. Кожна вершина
двозв’язного списку окрiм збереження власних координат, також вiдсилає-
ться на одне напiвребро, що в нiй починається. Кожна грань двозв’язного
списку посилається на одне напiвребро, що належить кривiй, яка обмежує
зовнiшнiсть гранi, та на одне напiвребро, що належить кривiй, яка обмежує
внутрiшнiсть гранi. Кожне напiвребро посилається на свого близнюка, свою
початкову точку, iнцидентну грань, наступне та попереднє напiвребра.

5.3 Опис алгоритму розбиття многокутника на моно-

тоннi частини

Задача триангуляцiї простого багатокутника не є тривiальною, проте
триангуляцiя монотонного багатокутника є бiльш легкою завдяки насту-
пнiй характеризацiї y-монотонного трикутника: проходячи вiд найвищої до
найнижчої вершини у-монотонного багатокутника лiвим ланцюгом вершин
(правим ланцюгом вершин), напрямок руху завжди буде спадним.

На вхiд алгоритм має отримати двозв’язний список ребер простого ба-
гатокутника. Результатом роботи алгоритму буде двозв’язний список ребер
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з додатковими внутрiшнiми напiвребрами, що роздiляють простий много-
кутник на у-монотоннi частини. Робота алгоритму заключається в про-
ходженнi вiд найвищої до найнижчої вершини i певнiй реакцiї на кожну
вершину. Варто зауважити, що у випадку, коли вершини мають однакову
у-координату, вищою ми вважатимемо лiвiшу вершину.

Реакцiя алгоритму на точку залежатиме вiд її типу. Тип точки визначає
її взаємне розташування з сусiднiми вершинами. Таким чином, точку, що
лежить нижче обох сусiднiх вершин та має внутрiшнiй кут менше 𝜋, ми
називатимемо кiнцевою. У випадку, коли кут є бiльшим за 𝜋, така вершина
буде вершиною злиття. Таку, що лежить вище обох сусiднiх вершин та має
внутрiшнiй кут менше 𝜋, ми називатимемо початковою. У випадку, коли
кут є бiльшим за 𝜋, така вершина буде роздiльною. Регулярною вершиною
називатимемо точку, що лежить нижче однiєї з сусiднiх вершин, але вище
iншої.

Для пояснення подальшої роботи алгоритму знадобиться поняття до-
помiжної вершни ребра. Для ребра 𝑒 в певний момент роботи алгоритму
допомiжною вершиною буде найнижча “опрацьована” алгоритмом точка 𝑝,
що горизонтальний вiдрiзок, що з’єднує 𝑒 та 𝑝, повнiстю лежить в багато-
кутнику.

Багатокутник буде монотонном у випадку, коли вiн не матиме роздiль-
них вершин або вершин злиття. Щоб позбутися роздiльної вершини необ-
хiдно з’єднати її з допомiжною вершиною найближчого ребра лiворуч вiд
неї. З означення допомiжної вершини також зрозумiло, що кожна вершина
в певний момент виконання алгоритму є допомiжною для якогось ребра.
Щоб позбутися вершини злиття 𝑝 необхiдно її з’єднати з наступною допо-
мiжною вершиною ребра, для якого 𝑝 є допомiжною вершиною.

Наведемо детальний опис дiй алгоритму з прикладами реалiзацiї мовою
програмування Python:

� point – точка, що розглядається

� dceList – двозв’язний список ребер

� tree – бiнарне дерево, де зберiгаються ребра злiва направо.

� supports – словник, де для ребер зберiгаються вiдповiднi їм допомi-
жнi вершини

Опрацьовуючи роздiльну 𝑣 вершину, алгоритм знаходить найближче
ребро 𝑒 лiворуч вiд вершини, з’єднує ребром 𝑣 та допомiжну вершину 𝑒,
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робить 𝑣 новою допомiжною вершиною 𝑒, також знаходить ребро, що по-
чинається в 𝑣, додає його до tree i робить 𝑣 його допомiжною вершиною:

Опрацьовуючи початкову точку 𝑣, алгоритм знаходить ребро 𝑒 лiворуч
вiд 𝑣, додає 𝑒 до tree та робить його допомiжною вершиною 𝑣:

Опрацьовуючи точку злиття 𝑣, алгоритм знаходить ребро 𝑒, що закiн-
чується у 𝑣, у випадку, коли допомiжна вершина 𝑒 є точкою злиття, з’єднує
її ребром з 𝑣, з tree видаляється 𝑒, алгоритм знаходить ребро 𝑟 лiворуч вiд
𝑣, у випадку, коли допомiжна вершина 𝑟 є точкою злиття, з’єднує її ребром
з 𝑣, робить 𝑣 новою допомiжною вершиною 𝑟:

Опрацьовуючи регулярну вершину 𝑣, алгоритм у випадку, коли право-
руч вiд 𝑣 знаходиться внутрiшнiсть багатокутника, якщо допомiжна вер-
шина ребра 𝑟, що закiнчується у 𝑣, є точкою злиття, додає ребро мiж нею
та 𝑣, видаляє 𝑟 з tree, знаходить ребро, що починається у 𝑣, додає його до
tree i робить 𝑣 його допомiжною вершиною.
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А у випадку, коли внутрiшнiсть багатокутника знаходиться лiворуч вiд
𝑣, алгоритм знаходить ребро 𝑒 лiворуч вiд 𝑣, якщо допомiжна вершина 𝑒
є точкою злиття, додає мiж нею та 𝑣 ребро, робить 𝑣 новою допомiжною
вершиною 𝑒:

5.4 Опис алгориму триангуляцiї монотонного трику-

тника

Наступний крок полягає в триангуляцiї кожної монотонної гранi бага-
токутника. Алгоритм буде опрацювувати вершини гранi вiд найвищої до
найнижчої, а у випадку коли вони матимуть однакову y-координату, ви-
щою вважатиметься лiвiша вершина. Як допомiжна структура даних буде
використовуватися стек. На початку алгоритму стек буде пустий i в подаль-
шому мiститиме точки, що потребуватимуть бiльше ребер. Опрацьовуючи
кожну точку, ми зв’єднуватимемо її з якнайбiльшою кiлькiстю вершин зi
стеку.

Шлях вiд найвищої до найнижчої точки багатокутника, що лежить лi-
воруч вiд найвищої вершини ми називатимемо лiвим ланцюгом, а шлях
праворуч — правим ланцюгом. Алгоритм опрацьовує точку 𝑣 вiдносно того
чи знаходиться вона на тому ж ланцюгу що i минула опрацювана точка.
Якщо так, тодi ми дiстаємо зi стеку найверхню вершину, дiстаємо зi стеку
вершини поки їх можна з’єднувати ребрами з 𝑣 та повертаємо до стеку 𝑣 з
останньою вершиною яку дiстали:

23



Iнакше, якщо точка 𝑣, що розглядається, з iншого ланцюга анiж попе-
редня вершина, ми дiстаємо, всi вершини зi стеку, проводимо мiж ними та
𝑣 ребра, та кладемо в стек 𝑣 з попередньою точкою:

5.5 Алгоритм знаходження центру та периферiї дуаль-

ного графа триангульованого многокутника

Маючи триангульований багатокутник, ми будуємо дуальний граф цьо-
го багатокутника наступним чином: трикутнi гранi будуть вершинами, а
ребро мiж вершинами буде у випадку, коли вiдповiднi гранi є сумiжними.

Твердження 5.1. Дуальний граф простого багатокутника є деревом.

Наслiдок 5.2. Центром триангульованого простого багатокутника
будуть одна або двi гранi.

Алгоритм знаходження центру та периферiї графа має доволi тривiаль-
не рiшення, якщо знайти матрицю вiдстаней графа 𝐷. Найбiльше число
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в рядку матрицi вiдстаней вiдповiдатиме ексцентриситету вiдповiдної вер-
шини, пiсля цього найменший та найбiльший ексцентриситети будуть вiд-
повiдно центром та периферiєю графа. Завдяки двозв’язному списку ребер
ми можемо знайти матрицю сумiжностi 𝐴 для вершин графа. Алгоритм
побудови матрицi вiдстаней базується на наступному твердженнi:

Твердження 5.3. Якщо граф 𝐺 зв’язний, то вiдстань мiж 𝑣𝑖 та 𝑣𝑗
дорiвнює найменшому 𝑛, що 𝑎

(𝑛)
𝑖,𝑗 > 0, де 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 ∈ 𝑉 (𝐺) та 𝑖, 𝑗 є додатнi-

ми цiлими числами, що вiдповiдають за рядок та стовпчик в матрицi

сумiжностi, а 𝑎
(𝑛)
𝑖,𝑗 вiдповiдає числу в 𝑖-тому рядку на 𝑗-тому стовпчику

матрицi сумiжностi пiднесеної до 𝑛-тої степенi.

Наводимо реалiзацiю даного алгоритму знаходження матрицi вiдстаней
за матрицею сумiжностi:

Далi наведемо приклад реалiзацiї алгоритмiв знаходження центру та
периферiї графа за матрицею вiдстаней 𝐷:

25



6 Програмна реалiзацiя

Для реалiзацiї алгоритму була застосована мова програмування Python
та бiлiотеки: Numpy, functools, matplotlib, bintrees.

6.1 Опис класiв

Клас Point
Репрезентацiя точки на площинi.

Поля:

� x – координата точки на вiсi абсцис.

� y – координата точки на вiсi ординат.

� edge – ребро, що iнцидентне до даної точки.

� pointType – тип точки в контекстi багатокутника.

Статичнi методи:
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calcTurn(i,j,k)
Обраховує напрям повороту кривої, що задана трьома точками. Вважа-
ємо, що перший аргумент вiдповiдає точцi з якої починається крива.

Аргументи:

� i – перша вершина кривої, що задана кортелем з двох координат.

� j – друга вершина кривої, що задана кортелем з двох координат.

� k – третя вершина кривої, що задана кортелем з двох координат.

Повертає:
Значення в межах [−1, 1]. Якщо значення бiльше 0, то вважаємо, що
крива повертає лiворуч, iнакше – праворуч.

determineVert(verts, i)
Визначає тип точки в контекстi багатокутника.

Аргументи:

� verts – вершини багатокутника, що заданi проти годинникової
стрiлки.

� i – iндекс точки в verts.

Повертає:
Стрiчку “e” якщо точка є кiнцевою. Стрiчку “m” якщо точка є точкою
злиття. Стрiчку “s” якщо точка є роздiльною. Стрiчку “st” якщо точка
є початковою. Стрiчку “r” якщо точка є регулярною.

Клас Edge
Репрезентацiя напiвребра багатокутника.

Поля:

� origin – точка з якої починається напiвребро.

� twin – ребро-двiйник.
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� face – сумiжна грань багатокутника.

� next – наступне ребро в багатокутнику.

� prev – попереднє ребро.

Клас Face
Репрезентацiя гранi багатокутника.

Поля:

� name – назва гранi.

� outComponent – напiвребро, що є частиною зовнiшньої межi гранi.

� innComponent – напiвребро, що є частиною внутрiшньої межi гранi.

Вiдкритi методи:

getVertsByFace()
Знаходить всi вершини, що iнцидентнi данiй гранi

Повертає:
Масив точок, що iнцидентнi данiй гранi.

centroidOfFace()
Знаходить центроїду трикутної гранi

Повертає:
None якщо грань не трикутна, або точку, що є центроїдою гранi.

Клас DceList
Репрезентацiя двозв’язного списку ребер.

Поля:

� points – точки багатокутника.

� edges – ребра багатокутника.
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� faces – гранi багатокутника.

Вiдкритi методи:

findEdgeByOrigin(origin)
Знаходить напiвребро, що починається в данiй точцi.

Аргументи:

� origin – точка.

Повертає:
Ребро, що починається в origin, або None якщо такого не iснує.

findOnFaceByOriginAndEnd(origin, end)
Знаходить два ребра, що належать однiй гранi.

Аргументи:

� origin – точка.

� end – точка.

Повертає:
Кортель з двох ребер, що належать однiй гранi. Перше має починатися
в точцi origin, друге ребро має закiнчуватися в точцi end.

findEdgeByEnd(end)
Знаходить два ребра, що належать однiй гранi.

Аргументи:

� end – точка.

Повертає:
Два ребра, що належать однiй гранi, але одне з них має починатися в
точцi origin, а iнше закiнчуватися в точцi end.
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getVertByCoord(tup)
Знаходить точку за координатами.

Аргументи:

� tup – кортель з двох чисельних значень.

Повертає:
Точку, що належить двозв’язному списку ребер i має координати tup,
або None якщо такої немає.

getFaceByName(name)
Знаходить грань за iм’ям.

Аргументи:

� name – стрiчка, або цифра.

Повертає:
Грань, що належить двозв’язному списку ребер i має iм’я name, або None
якщо такої немає.

getIncFaces(face)
Знаходить сумiжнi гранi до даної на вхiд.

Аргументи:

� face – грань.

Повертає:
Масив сумiжних граней з двоз’язного списку реберр до гранi face.

getIncMatrix()
Знаходить матрицю сумiжностi граней.

Повертає:
Повертає numpy.matrix, що є матрицею сумiжностi граней у
двозв’язному списку.
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addEdge(origin, end)
Додає в двозв’язний список ребро, що починається в origin та закiнчує-
ться в end.

Аргументи:

� origin – точка.

� end – точка.

6.2 Опис методiв

getLeftEdge(point, tree)
Знаходить найближче ребро лiворуч вiд заданої точки.

Аргументи:

� point – точка.

� tree – бiнарне дерево, де у вузлах зберiгаються ребра.

Повертає:
Ребро, що є найближчим ребром лiворуч вiд point.

handlePoint(point, dceList, tree, supports)
Викликає потрiбну функцiю обробки точки вiдносно її типу.

Аргументи:

� point – точка.

� dceList – двозв’язний список ребер.

� tree – бiнарне дерево, де у вузлах зберiгаються ребра.

� supports – словник, де для точок зберiгаються допомiжнi ребра.
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handleStartPoint(point, dceList, tree, supports)
Обробляє початкову точку.

Аргументи:

� point – точка.

� dceList – двозв’язний список ребер.

� tree – бiнарне дерево, де у вузлах зберiгаються ребра.

� supports – словник, де для точок зберiгаються допомiжнi ребра.

handleEndPoint(point, dceList, tree, supports)
Обробляє кiнцеву точку.

Аргументи:

� point – точка.

� dceList – двозв’язний список ребер.

� tree – бiнарне дерево, де у вузлах зберiгаються ребра.

� supports – словник, де для точок зберiгаються допомiжнi ребра.

handleSplitPoint(point, dceList, tree, supports)
Обробляє роздiльну точку.

Аргументи:

� point – точка.

� dceList – двозв’язний список ребер.

� tree – бiнарне дерево, де у вузлах зберiгаються ребра.

� supports – словник, де для точок зберiгаються допомiжнi ребра.
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handleMergePoint(point, dceList, tree, supports)
Обробляє точку злиття.

Аргументи:

� point – точка.

� dceList – двозв’язний список ребер.

� tree – бiнарне дерево, де у вузлах зберiгаються ребра.

� supports – словник, де для точок зберiгаються допомiжнi ребра.

handleRegularPoint(point, dceList, tree, supports)
Обробляє регулярну точку.

Аргументи:

� point – точка.

� dceList – двозв’язний список ребер.

� tree – бiнарне дерево, де у вузлах зберiгаються ребра.

� supports – словник, де для точок зберiгаються допомiжнi ребра.

innerRight(point, dceList)
Перевiряє чи внутрiшнiсть багатокутника знаходиться праворуч вiд да-
ної регулярної точки.

Аргументи:

� point – точка.

� dceList – двозв’язний список ребер.

Повертає:
Значення True or False.
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highestInd(verts)
Знаходить iндекс найвищої точки в масивi verts.

Аргументи:

� verts – масив кортелей з двох циферних значень.

Повертає:
Цiле число.

lowestInd(verts)
Знаходить iндекс найнижчої точки в масивi verts.

Аргументи:

� verts – масив кортелей з двох циферних значень.

Повертає:
Цiле число.

chains(verts, dceList)
Знаходить двi послiдовностi точок вiд найвищої до найнижчої точки
в масивi verts. Перша послiдовнiсть йде праворуч вiд найвищої точки,
iнше – лiворуч.

Аргументи:

� verts – масив кортелей з двох циферних значень.

� dceList – двозв’язний список ребер.

Повертає:
Кортель з двох масивiв чисельних значень.
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getTopLowPoints(verts, dceList)
Знаходить точки з двозв’язного списку ребер, що вiдповiдають найвищiй
та найнижчiй точцi з масиву verts.

Аргументи:

� verts – масив кортелей з двох циферних значень.

� dceList – двозв’язний список ребер.

Повертає:
Кортель з точок.

handlePointsFromDifferentChains(currentVert, prevVert, dceList, stack)
У двозв’язному списку dceList з’єднує ребрами currentVert та всi вершини з stack
крiм останньої.

Аргументи:

� currentVert – точка.

� prevVert – точка.

� dceList – двозв’язний список ребер.

� stack – масив точок.
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handlePointsFromSameChain(currentVert, prevVert, prevPrevVert,
dceList, stack, rightC)
У двозв’язному списку ребер dceList з’єднує currentVert зi всiма точками зi stack
у випадку, якщо мiж ними i currentVert не iснує ребра i нове ребро повнiстю
належатиме многокутнику.

Аргументи:

� currentVert – точка.

� prevVert – точка.

� prevPrevVert – точка.

� dceList – двозв’язний список ребер.

� stack – масив точок.

� rightC – масив точок.

handleLastPoint(lowestVert, dceList, stack)
У двозв’язному списку ребер dceList з’єднує lowestVert зi всiма точками
зi stack.

Аргументи:

� lowestVert – точка.

� dceList – двозв’язний список ребер.

� stack – масив точок.

thereAreZeroes(row, matrix)
Перевiряє чи присутнi нулi в рядку row матрицi matrix.

Аргументи:

� row – iндекс рядка в матрицi matrix.

� matrix – матриця цiлих чисел.

Повертає:
Значення True або False.
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makeDistanceMatrix(A)
За матрицею сумiжностi A робить матрицю вiдстаней.

Аргументи:

� A – матриця.

Повертає:
Матрицю.

center(D)
За матрицею цiлих чисел D знаходить рядки в яких найбiльше число є
найменшим серед найбiльших чисел в iнших рядках.

Аргументи:

� D – матриця.

Повертає:
Масив цiлих чисел, що є iндексами рядкiв матрицi D.

periphery(D)
За матрицею цiлих чисел D знаходить рядки в яких найбiльше число є
найбiльшим серед найбiльших чисел в iнших рядках.

Аргументи:

� D – матриця.

Повертає:
Масив цiлих чисел, що є iндексами рядкiв матрицi D.
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eccs(D)
За матрицею вiдстаней D знаходить найбiльшу вiдстань в кожному ряд-
ку.

Аргументи:

� D – матриця.

Повертає:
Масив цiлих чисел.

6.3 Робота алгоритму на прикладi

Наведемо результат роботи алгоритму для масиву точок:

(1, 5), (4, 4), (5, 6), (7, 2.5), (10, 5), (8, 8.5), (6, 7), (4, 9), (3.5, 7), (2.5, 6.5)

Зобразимо отриманий багатокутник:

Далi створимо список точок eventQ вiд найвищої до найнижчої. Iнiцiа-
лiзуємо бiнарне дерево tree, що зберiгатиме ребра злiва направо та словник
supports ребер та вiдповiдних їм допомiжних точок. Опрацювуємо кожну
точку з eventQ за допомогою функцiї handlePoint:
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Отримали розбиття багатокутника на у-монотоннi гранi:

Далi для кожної гранi, що не є трикутною проводимо триангуляцiю. За-
ради цього для кожної гранi визначається послiдовнiсть точок вiд найвищої
до найнижчої eventQ, знаходяться лiвий та правий ланцюги, знаходитяться
найвища та найнижча точки i iнiцiалiзується стек stack точок необхiдний
для виконання алгоритму, що описаний в роздiлi 5.4 :
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Пiсля триангуляцiї отримуємо триангульований багатокутник:

Можемо вважати кожну грань вершиною графа, що з’єднана ребром
з iншою вершиною у випаку коли вони є сумiжними гранями. Таким чи-
ном далi ми працюватимемо iз зв’язним графом. Знаходимо його таблицю
сумiжностi за допомогою наступних функцiй:

Та застосувавши алгоритм, що описаний в 5.5 отримаємо таку матрицю
вiдстаней:
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Такi iндекси граней, що є центральними:

Такi iндекси граней, що є периферiйними:
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7 Висновки

В ходi дослiдження були проаналiзованi центр та периферiя рiзних кла-
сiв зв’язних графiв. Особлива увага була придiлена унiкально ексцентрично
точковим графам. Також, ми ознайомилися з концепцiєю вiдносних центрiв.

Новизна робити полягає доведеннi твердження про вiдсутнiсть циклiв
довжини бiльше 2 в орграфах ексцентриситетiв у.е.т. графiв (твердження
3.18), в повному описi орграфiв ексцентриситетiв для у.е.т. графiв блокiв
(теорема 3.21, отриманнi характеризацiї самих у.е.т. графiв блокiв (теоре-
ма 3.23). Цi результати ми доповiли та опублiкували в тезах X Всеукраїн-
ської наукової конференцiї молодих математикiв [4].

Практична частина роботи складається з реалiзацiї алгоритму знахо-
дження центру та периферiї простого багатокутника мовою програмування
Python. Цей алгоритм є комплексним i включає в себе алгоритм моното-
нiзацiї простого багатокутника, алгоритм триангуляцiї монотонного бага-
токутника та алгоритм знаходження матрицi вiдстаней графа за його ма
рицею сумiжностi.
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