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1 Вступ
У сій роботі розглядається поняття анігілятора в графах. Метою дослі­
дження є вивчити їхні властивості та зв’язок з іншими поняттями з теорії 
графів.

На зв’язних графах досить природньо вводиться метричний простір 
(відстань між двома вершинами - се довжина найкоротшого шляху між 
ними). Се дозволяє ввести на графах такі знайомі з математичної аналізи 
поняття, як опуклі множини, зв’язні множини, (метричні) відрізки. Зокре­
ма, се дозволяє ввести поняття анігілятора. Анігілятор визнвчається для 
пари вершин графа: а і 6, і його зручно уявляти як промінь, що виходить 
із вершини 6, а вершина а задає його напрямок.

У першому розділі роботи розглядаються основні властивості анігіля­
торів, які в основному відомі з літератури. Особливу увагу приділено осо­
бливим анігіляторам, що називаються простими, та похідному поняттю - 
графам перетинів простих анігіляторів. Дуже корисними для сього дослі­
дження виявляються прості опуклі множини, зокрема графи перетинів про­
стих опуклих множин, і їм також відводиться особлива увага.

У другому ж  розділі представлено основні результати роботи. Ососбли- 
вий інтерес викликали такі запитання. По-перше, у сім розділі детально 
досліджуються графи перетинів простих анігіляторів, з метою навести ви­
черпну характеризацію. По-друге, детальніше розглядаються графи пере­
тинів простих опуклих множин з метою виявлення кляс графів, що є таки­
ми. У останньому підрозділі розглядаються анігіляторні відображення. У 
метричній теорії графів особливе місце відведено лінійним та неперервним 
відображенням, що вводяться з використанням метричних відрізків. Цікаво 
розглянути, що ж  відбувається, якщо у означеннях сих відображень замі­
нити відрізки на відповідні анігілятори? Які властивості матимуть такі від­
ображення? Забігаючи наперед, виявляється, що вони дуже тісно пов’язані.
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2 Основні означення та попередні результати
Оскільки метрика вводиться тільки на зв’язних графах, надалі усі графи 
вважаються зв’язними.

2.1 Означення
О зн а ч е н н я  2.1. Відстанню d(u, v) між вершинами u  та v графа G на­

зивається довжина найкоротшого шляху між ними.

/  \ clefО зн а ч е н н я  2 .2 . Оком,ом вершини ж графа G називається множина N (ж) = 
{у Є V (G) | xy  Є E(G)}. Поняття околу легко поширюється на множину
вершин: N (X ) =  {у Є V ( G ) \X  | Зж Є X  : xy Є E(G)}, X  с  V (G).

G
V(G) E(G )

G u, v Є
V (G) називається множина вершин w Є V (G) таких, що:

d(u, w) +  d(w, v) =  d(u, v).

Позначається [u, v]G або просто [u, v], якщо з контексту зрозуміло, про який 
граф іде мова.

О зн а ч е н н я  2.5. Анігілятором \а,Ь] граф a G, де а, b Є V (G), назива­
ється множина {ж Є V (G) | b Є [а,х]}. Іншими словами, анігілятор - се

x b
[а, x]

О зн а ч е н н я  2 .6 . Анігілятор \а,Ь] граф a G називається простим , якщо 
виконуються дві умови:

1. \а, b] П \b, а] =  0.

2. \аф ] U \b, а] =  V (G).

З а у в а ж е н н я  2.7. З о зн а ч ен н я  видно, що анігілятор \аф ] простий
\b, а]

а, b
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G
рів \а, а], а Є V (G), можна представити як перетин простих.

О зн а ч е н н я  2.9. Півпростором W (а, b) графа G, де ab Є E(G), назива- 
ютв множину {ж Є V (G) | d(a, ж) <  d(b, ж)}. Себто півпростір - се множина 
вершин графа, ближчих до а аніж до b.

О зн а ч е н н я  2 .10 . Множина A с  V (G) називається з в ’язною, якщо G[A]
- зв’язний граф.

З а у в а ж е н н я  2 .11 . Якщо A - підмножина V (G), то G[A] - граф, поро- 
A

О зн а ч е н н я  2 .12 . Множина A с  V (G) називається чебишовською, якщо 
для Уж Є V (G) |prA(x)| =  1, де p rA(x) =  {а Є A | Уу Є A : d(a ,x) <  d(y,x)}
- проекція вершини ж на множину A.

О зн а ч е н н я  2.13. Множина A с  V (G) називається множиною з ворі­
тьми , якщо Уж Є V (G)3y Є Ayz Є A : у Є [ж, z]. При сьому у називається 
воротями для ж в A.

О зн а ч е н н я  2.14. Множина A с  V (G) називається опуклою , якщо для 
Уа, b Є A метричний від різок [а, 6]g є підмножи ною A  Опукла множина A

V (G )\A

О зн а ч е н н я  2.15. Циклом  називається шлях у графі, у якому перша 
та остання вершини збігаються. Якщо при цьому усі інші вершини різні 
між собою, то шлях називається простим циклом. Граф, який сам по собі 
є простим циклом та має k вершин позначатимемо C y Довж иною  циклу 
називається кількість ребер (вершин) на ньому.

О зн а ч е н н я  2.16. Граф T  називається деревом,, якщо він зв’язний і не 
містить циклів.

G
його вершин можна розбити на дві неперетинні множини U та V так, що 
будь-яке ребро із E(G ) містить вершину як з U, так і з V.

G
трьох вершин u, v, w графа існує вершина m  така, що [u, v] П [v, w] П [w, u] =  
{m}. Верши ну m  називають медіяною вершин u, v, w.

G
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бдьок (компонента двозв’язности) є повним підграфом.

З а у в а ж е н н я  2.20. Граф бдьоків іноді визначають як граф перетинів
[]

ктеризацію і’рафів бдьоків. Втім, у сій роботі буде використано дише озна­
чення вище; крім того, на думку автора воно краще передає інтуїцію щодо 
того, чим же насправді є графи бдьоків.

О зн а ч е н н я  2 .2 1 . Граф називається хордальпим , якщо кожен його цикл 
із чотирма або більше вершинами містить хорду.

О зн а ч е н н я  2 .2 2 . Підграф H  графа G називається ізометричним, якщо 
він зберігає відстані між вершинами:

y u ,v  Є V (H ) : dH(u,v) =  dG(u,v).

2.2 П опередні результати
Спершу розгляньмо декілька простих тверджень, які однак допоможуть 
відчути що ж  таке сі анагідятори.

Т в е р д ж е н н я  2.23. Най a ,b  Є V (G). Тоді \a, b] П \b, а] =  0 а =  b 
[9].

Довід. Доведемо достатню умову. Най ж Є \a,b] П \b,а]. З того, що ж Є 
\а, b], за означенням анігілятора слідує, що b Є [а, ж]. Се значить, що 
d(a, b)+d(b, ж) =  d ( a ^ )  = ^  якщо а =  b, Tod(b, ж) < d(a, ж). З симетричної 
умови ж Є \b, а] дуально отримаємо, що якщо а =  b, то d(b, ж) < d ( a ^ ) .  
Однак сі нерівності суперечать одна одній. Отже, а =  b. Довід необхідної 
умови вельми простий. Допитливий читач його з легкістю проведе само­
стійно. □

З а у в а ж е н н я  2.24. Легко бачити, що b Є \a,b]. А як щодо а? Виявля­
ється, а Є \a,b] а =  b. Се прямо випливає із т в е р д ж е н н я  , у
чому я закликаю читача переконатися власноруч.

Поняття анігілятора фактично є узагальненням поняття півпростору. 
Наступне зауваження формалізує сей факт.

Т в е р д ж е н н я  2.25. Д л я  будь-яких а, b Є V (G) : ab Є E(G ) виконується 
рівність W (a, b) =  \b, а ] .

G
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Довід. Най ж Є W (a, b). Тоді d ( a ^ )  < d(b, ж). Оскільки відстані у графі є 
цілими числами, модемо записати наступне:

d ( a ^ )  < d (b , ж) d(a ,x) +  1 <  d(b, ж) d(a, ж) +  d(a, b) <  d(b, ж)

Однак за нерівністю трикутника d(a ,x) +  d(a,b) >  d(b, ж) Отже d(a, ж) +  
d(a,b) =  d(b,ж) = ^  а Є [ж,Ь] = ^  ж Є \b,а ]  Отже W (a,b) С \b,а]. Най
ж Є \b, a ] . Се значить, що а Є [ж,Ь] (за означенням анігілятора), а тоді

d(x ,a) +  d(a,b) =  d ^ ,b )  d(x ,a) +  1 =  d(x, b) = ^  d ^ , a )  <  d(x, b)
= ^  ж Є W (a, b)

А відтак \b, а] С W (a, b). Враховуючи W (a,b) С \b, а] отримуємо W (a,b) =  
\b,a], що й потрібно було довести. □

На сім етапі хотілося б трохи поговорити про прості анігілятори. Спершу 
наведу твердження, доведене в [9], що описує їх у загальних рисах.

Т в е р д ж е н н я  2.26. Якщо \a, b] - простий анігілятор, то ab Є E(G ) 
[9].

Довід. Проведемо довід від супротивного. Най \a,b] - простий анігілятор, 
ab Є E(G). Очевидно, a =  b, бо інакше за т в е р д ж е н н я м  \a,b] П
\b,a] =  0. Тоді Зж =  a, b : ж Є [a, b] = ^

d(a, ж) < d (a ,b )  i d(b, ж) < d (a ,b )  (1)

Оскільки \а, b] - простий, то ж Є \а, b] U \b, а ] . Без обмеження загальности, 
припустимо що ж Є \a,b]. Тоді b Є [а, ж] = ^  d(a,b) <  d(a,x). Однак се 
суперечить ( )! Отже початкове припущення невірне і ab Є E(G ). □

З а у в а ж е н н я  2.27. Цікаво, що т в е р д ж е н н я  2.26 можна послабити. 
Насправді, якщо \a,b] U \b,a] =  0, то звідси уже випливає, що ab Є E(G). 
Пропоную читачеві переконатися у сьому самостійно.

У простих інігіляторів є деякі цікаві властивості. Тримаючи у голові 
попередні два твердження, перейдімо до їх розгляду.

Т в е р д ж е н н я  2.28. Най a ,b  Є V (G); а і b - суміжні. Тоді наступні 
твердження еквівалентні:

1. W (a, b) - простий анігілятор.
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2. {a, b} - чебишовська множина.

3. W (а, b) U W(b, а) =  V (G) [9].

Довід. Спершу доведімо, що із першої умови випливає третя. Оскідвки 
W (a, b) - простий, то за твердж енням  W (a,b) =  \b, а]. Отже, \b,а]
- простий анігілятор. Се значить, що \b,a] U \a,b] =  V (G). А се і є шукана 
рівність (твердж ення 2 .25)!

ж Є V(G)
третьої умови маємо, що або ж Є W (a, b), або ж Є W (b,a). Без обмежен­
ня загальности припустимо перше. Тоді d ( a ^ )  < d(b, ж) ргщ щ Д ) =
{а} = ^  {a, b} - чебишовська!
Наостанок покажемо, що перша умова є наслідком другої. Зробимо ми се 
від супротивного. Дійсно, най W (a, b) - не простий. Тоді або Зж Є W (a, b) U 
W(b, а )  або W (a, b) П W(b, а) =  0. Зважаючи на твердж енням  , дру­
ге є неможливим, тому виконується перше. Якщо ж Є W (a, b) U W(b, а), 
то d ( a ^ )  <  d(b, ж) і d(b, ж) <  d(a ,x ) = ^  d(a, ж) =  d(b, ж). Отже,
рг{а,Ь}(ж) =  {a, b} = ^  {a, b} - не чебишовська, що завершує довід. □

Продовжимо розмову про властивості простих анігіляторів у наступно­
му ключі. Ми розглянемо конструкцію, побудовану на простих анігідято- 
рах, і розберемося, що вона собою являє. Мова іде про графи перетинів 
простих анігіляторів (озн. 2 .8 ). Не тримаючи інтриґу, наведу твердження, 
що пов’язує їх із іншою досить добре вивченою кдясою І’рафІВ.

G
простих анігіляторів [9].

Перш ніж перейти до доведення теореми, пропоную розглянути допомі­
жну лему.

G
G

Довід. Най u, v Є V (G). Покажемо, що анігілятор \u,v] є перетином про­
стих. Для сього розглянемо множину P  впорядкованих пар вершин (s ,t)  
таких, що st Є E(G ), ребро st лежить на якомусь із найкоротших шляхів
між u та v, і d(u, s) < d(u, t). Визначимо множину вершин D =  П \s, t] •

(s,t)€p
Очевидно, що D є перетином простих ангіляторів, адже за умовою кожне 
ребро породжує простий анігілятор. Таким чином, достатньо довести, що
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D =  \u, v ] . Проведемо сей довід у два кроки.
Спершу покажемо, що D  3  \u ,v ]. Най ж Є \u ,v]. Тоді v Є [u, ж] = ^
u — s — t — v — ж - один із найкоротших шляхів між u та ж для усіх пар
(s, t) Є P . А відтак s — t — v — ж є одним із найкоротших шляхів між s та ж, 
адже інакше існував би коротший шлях між u та ж (рис. ) . Таким чином, 
t Є [s,x] = ^  ж Є \s , t ] ,  що завершує першу частину.
Лишаєтвся пересвідчитися, що D С \u ,v]. Най ж Є D. Зафіксуємо один із 
найкоротших шляхів між u та v: v =  s0 — si — • • • — sn—i — sn =  u (рис.

) . Очевидно, d(u,v) =  n. Покладемо j  =  d(u, ж) =  d(sn,x). Помітимо, що 
оскілвки ж Є D, то ж Є \s*, s i—i ] , i  =  1..n. Тоді, за означенням анігілятора, 
s i—1 Є [si, ж]. Маємо:

d ^ ,  s*—i ) +  d(si—i , si) =  d ^ ,s* )  = ф d ^ s * ^ ^  d ^ ,s* )  — 1 (2)
= ^  d ^ s * —k) =  d ^ ,s* )  — k, (3)

де останній крок доводиться за індукцією. Дійсно, база се рівняння (2). 
Крок виглядає так:

d ^ ,  s*—k) =  d ^ ,  s*—(k—i)) — 1 =  d ^ ,  s*) — (k — 1) — 1 =  d(x, s*) — k

З рівняння (3) отримуємо таке:

d(v, ж) =  d(sn—n, ж) =  d ^ ,  sn) — n  =  d ^ ,  u) — n =  d ^ ,  u) — d(u, v)

Однак тоді v Є [u, ж] = ^  ж Є \u,v] = ^  D С \u ,v ], що доводить
лему. □

©  . . .  — ©  •■■ © • • ■ _ , ©

Рис. 1: Якщо між s та ж існував би коротший шлях, то він би породжував 
коротший шлях між u та ж

Тепер можна перейти до доводу тео р ем и  2.29

G
G

фом перетинів простих анігіляторів. Отже, досить показати, що довільний
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/  \ d e f  /  \Рис. 2: d(x, sn - i) =  j  — і, де j  =  d(x, u)

двочастковий граф задовольняє вказану властивість. Зробімо се від супро­
тивного.
Припустимо, що існує ребро ab двочасткового графа G, яке не породжує 
простий анігілятор. Тоді, зважаючи на твердження т в е р д ж е н н я  2 .23 , ма­
ємо, що Зх Є V ( G) , x  Є [a, b] U [b, a ] . Оскільки x  Є [a,b], то b Є [a, ж]. 
Тоді d (a ,x )  <  d(b, x), адже припустивши протилежне одразу отримуємо 
протиріччя:

d (a ,x )  > d (b ,x )  = ^  d(a ,x) >  d(b,x) +  1 =  d(b, x) +  d(a,b) = ^  b Є [a,x]

d(b, x) <  d(a, x)
обидві нерівності: d(a ,x) =  d(b,x). ^^^^p розгляньмо точку c Є [a, x] П 
[b, x] a
вона буде водночас найближчою до точки b, адже усі точки із [a, x] П [b, x]

a b

Vy Є [a, x] П [b, x] : d(a, y ) =  d(a, x) — d(y, x) =  d(b, x) — d(y, x) =  d(b, x)

Тоді точки a, b, і c лежать на непарному циклі (його довжина: d(a, b) +  
d(b, c) +  d(c, a) =  1 +  2d(b, c)). А за відомим фактом з теорії графів ([4], ст. 
18) у двочастковому графі немає непарних циклів. Се притиріччя завершує 
довід. □

З а у в а ж е н н я  2.31. Як слушно вказано у доводі т ео р ем и  2 .29 , двочас- 
ткові графи - се якраз ті графи, у яких усі цикли парні. Варто зауважи­
ти, що якщо у графі знайдеться хоча б один непарний цикл, то у ньому

12



обов’язково знайдеться ребро, що не породжує простий анігілятор. І справ­
ді, розглянемо найменший непарний цикл C  нашого графа G і довільне 
ребро ab Є E ( C ). Позначимо як ж найвіддаленішу від ab вершину з C 
(рис. ) . Най d c (a, ж) =  d c (b, ж) =  k. Як відомо найменший цикл непарної 
довжини у графі є обов’язково ізометричним (озн. ) . Тому dG(a, ж) =  
dG(b, ж) =  k. А відтак ж Є W (b,a) U W (a, b) =  \a, b ]U \b , a] = ^  \a ,b ] -H e  
простий!

Рис. 3: Ізометричний цикл C. Вершина ж рівновіддалена від a та b, тому не 
належить жадному з півпросторів, породжених ними

Деякі властивості анігіляторів розкриваються при використанні простих 
опуклих множин. Зокрема, досить цікавою є тема порівння графів пере­
тинів простих анігіляторів та графів перетинів простих опуклих множин. 
Однак перш ніж перейти до їх розгляду, я вважаю було б доцільно при­
святити трішку часу для того, щоби дослідити графи перетинів простих 
опуклих множин і з ’ясувати, що вони із себе являють.

Для початку, цікаво подивитися, які ж  опуклі множини є простими. 
Одну з відповідей дає означення 2 .14 . Дещо в інших термінах, на се пи­
тання відповідає наступне твердження.

Т вердж ен н я 2.32. Якщо A  С V (G) - проста опукла множина вершин 
графа G, то для Va Є A : N (a)\A  - кліка.

Довід. Зафіксуємо a Є A. Най b,c Є N (a)\A . Тоді, [b, c] С V (G)\A, адже 
A

k k

13



бачити, що d(b, c) =  1, адже у зворотньому випадку b — a — c буде одним 
із найкоротших шляхів між b та с. Отже, bc Є E(G), а оскільки b ї c були 
вибрані довілвним чином, то N (a)\A  - кліка. □

Зауваж енн я  2.33. Зауважу, що в інший бік твердження не буде прав­
дивим. З умови, що для Va Є A : N (a)\A  - кліка, не випливає, що A - проста 
опукла. Ба більше, се не стане правдою в загальному випадку, навіть якщо

A
наведений на рис. 4 .

© ©
V____ ^

A

Рис. 4: Най A =  {b, c} - опукла множина, причому вона задовольняє умову 
Va Є A : N (a)\A  - кліка. Однак A - не проста!

Для розмови про графи перетинів простих опуклих множин годилося б 
спершу розглянути, які графи є такими. Яскравим прикладом є медіянні 
графи, про що свідчить наступний результат.

Т еорем а 2.34. Медіянні графи є графа,млі перетинів простих опуклих 
множин.

Сю теорему доведено у [1]. У секції про основні результати я наведу 
новий довід, який розі'лядає сю задачу з графової перспективи.

Щодо зв’язку між графами перетинів простих опуклих множин та гра­
фів перетинів простих анігіляторів, то його прекрасно описує наступна те­
орема.

G
G G
двочастковий.

Довід. Див. [9]. □
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З Основні результати
При розгляді опуклих множин виділяється окрема кляса: двоточкові опу­
клі множини, а саме, ребра. Цікаво, за яких умов сі опуклі множини є 
простими? А що якщо умову посилити, і припустити, що кожне ребро у 
графі є простим? Виявляється, для таких графів існує досить нескладна 
характеризація, яка висвітлена у наступній теоремі.

Т ео р е м а  3.1. Графи, у яких колене ребро є протою опуклою множ и­
ною, се повні графи K n, а також ланцюг P^, та цикли  C4 й С5 (див. 
рис . 5) .

Довід. Досить нескладно переконатися, що ребра наведених в умові графів 
дійсно є простими опуклими множинами. Переконаємося, що для усіх інших 
графів се не так.
Спершу, припустимо, що граф G не є графом бльоків (озн. 2.21) . Згідно з 
[]
та циклів довжиною більшою або рівною 4. Оскільки G - не граф бльоків, 
то:

1. G містить породжений діямант (рис. 6) .
Най вершини діяманта позначені як на рисунку. Тоді легко бачити, що
ребро ab - не є простою опуклою множиною, адже A =  V (G)\{a,b} 
- не опукла! Дійсно, x ,y  Є A, але [x,y] ^  A, оскільки a, b Є [x,y] (x

y
2

G

G 4
Спершу розглянемо випадок, коли G =  Ck, k > 4. Якщо k =  4 або 
k =  5  то кожне ребро у G - просте опукле. Інакше, у G жадне ребро не 
буде простим опуклим, адже воно лежатиме на відрізку між сусідніми 
вершинами.

Якщо ж  G не є простим циклом, але у G породжений підграф Ck>4, то 
існує вершина a Є V (Ck), що суміжна з верши н о ю Ь Є Ck (рис. 8) . Тоді 
ребро ab не буде простим опуклим. Дійсно, оскільки Ck - породжений 
підграф, то a —iai Є E(G), а тоді a Є [a_i,ai] = ^  V (G )\{a,b} - не 
опукла множина.
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Таким чином, опріч графів бльоків є лише 2 графи, у яких усі ребра 
прості опуклі - C4 й C5.

G 1
має бути повним, а отже G - повний граф. Легко пересвідчитися, що K n

G 1
Тоді у G є точка з ’єднання u. Розглянемо двох її сусідів (степінв точки

2 a b
Най знайдетвся іще одна вершина c Є |"a,u] (рис. 9) . Тоді ребро ub не буде 
простим, адже граф G — u - не зв’язний, і вершини a та c опинятися у різних 
компонентах. Отже такої вершини c немає. Дуально, анігілятор |"b,u] не 
містити жадної вершини, опріч a. Отже, отримуємо єдиний граф: Р 3, що 
завершує довід. □

Р з

0

Рис. 5: Не повні графи, для яких кожне ребро є простим опуклим
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Рис. 7: Цикл Се. Доповнення до ребра 12 - не опукла множина, адже від­
різок [3,6] містить вершини 1 та 2

17



Рис. 8: Цикл Ck з ’єднаний ребром із вершиною b

Рис. 9: Анігілятор [a, u] містить хоча б дві вершини: b та c

У попередній секції йшла мова про те, що медіянні графи обов’язково 
є графами перетинів простих опуклих множин (теорема 2 .34 ). Зараз я б 
хотів навести ориґінальний довід сієї теореми. Оскільки він досить довгий, 
його годиться розбити на декілька тверджень.

Л ем а 3.2. У медіяппому графі довільна опукла множина є множиною  
з ворітьми.

Довід. Спершу покажемо, що у медіянному графі G будь-яка опукла мно­
жина A є чебишовською. Дійсно, припустимо, що се не так. Тоді існує вер­
шина x така, що |ргд(х)| > 1. Виберемо р ізн ір і ,р2 ^ ргд(ж). Оскільки граф
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медіянний, то [x,pi] П [pi,p2] П [p2,x] =  {m} (m - медіяна вершин x, Pi та 
p 2). Помітимо, що m  Є [p1,p2] С A  адже A - опукла! Але єдина вершина із 
[x,pi], що належитв A  - се власнеpi, бо усі інші точки метричного відрізка 
знаходитися ближче. Тому m  =  pi. Дуалвно можна показати, що m  =  p2, 
що суперечити тому, що pi і р2 - різні.
Тепер доведімо, що в медіянних і’рафах усі чебищовські множини є множи­
нами з ворітвми. Для свого зафіксуємо x Є V (G). Най g Є p rA(x) (g єдина 
вершина з prA (x), адже A - чебишовська). Переконаємося, що g - воротя 
для х у A. І справді, най z Є A. Тоді, оскілики G - медіянний, то

[x,g] П [g ,z] П [z,x] =  {t} .

Однак [x,g] П [g,z] =  {g}, адже [g,z] С A, a [x,g] П A =  {g}, б° g елемент 
проекції x на A. Таким чином, t =  g = ^  g Є [x, z] A - множина з
ворітьми. □

Л е м а  3.3. Най A - множина з ворітьми графа G. Тоді A є перетином 
півпросторів.

Довід. Покажемо, що A =  |Д W (gx,x), де gx - воротя для x у A. За-
xeN (A)

уважу, що g(x) та x дійсно з ’єднані ребром, адже з того, що x Є N (A)
x A

Спершу переконаємося, що A С П W(gx , x). Дійсно, як що a Є A, то
x€N (A)

Vx Є N  (A) a Є W  (gx, x), б° gx Є [a, x] (gx =  x, оскільки x Є A). А у такому 
разі a буде належати перетинові W (gx,x) по всіх x.
Для того, щоби перевірити, що A D Р| W (gx,x), припустимо, що існує

x€N (A)
у Є V (G )\A  такий, що у Є |Д W (gx, x). Виберемо вершину t таку, що

x€N (A)
t Є [у, gy ] та d(t, gy) =  1 (рис. ) . Очевидно, що така і снує, адже у Є A = ^  
d(y,gy) >  1. За нашим припущенням у Є W (gt ,t). Однак се неможливо! 
Причина сьому наступна. Легко бачити, що gt =  gy, адже єдина вершина з 
A  ЩО лежить у [t, gt], се якраз gy. Тому у Є W(gt , t) = ^  у Є W (gy, t) 
у ближче до gy, аніж до t, що суперечить t Є [у, gy] □

Л е м а  3.4. Най a, b Є V (G)7 де G -  медіянний граф. Тоді W (a, b) -  про­
с т а  опукла множмна.
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Рис. 10: t - передостання вершина на одному з найкоротших шляхів між у 
та gy

Довід. З [7] у медіанному графі півпростір є опуклою множиною. Тому 
множина W (a, b) -  опукла. Оскільки граф G -  двочастковий, то доповнення 
до множини W (a, b) -  се півпростір W (b,a). Дуально, він є опуклим. Тому 
W (a, b) є простою опуклою множиною. □

Скориставшись вище наведеними лемами досить нескладно довести те­
о рем у  2 .34 .

Довід. Най G - медіянний граф, A с  V (G) - опукла. Тоді, оскільки G - 
A

A
A

множин, що й потрібно було довести. □

Н а с л ід о к  3.5. Дерево є графом перетинів опуклих множин.

Довід. Оскільки дерево обов’язково є медіанним графом, то твердження 
випливає із т ео р ем и  2.34. □

Отже, се твердження прямо випливає з попереднього. Що цікаво, існу­
ють відмінні від медіанних графів надкласи дерев, що також є графами 
перетинів опуклих множин. Дійсно, дерева є підклясою графів бльоків, які 
теж є графами перетинів простих опуклих множин. Доведімо є сей факт.

Т ео р е м а  3.6. Графи бльоків є графами перетинів опуклих множин.

G A  
немо B  =  V (G ) \A  Най G[B] має n  компонент зв’язности: B ^ B 2, • • • , B n

n
(див. рис. ) . Тоді A =  Р| V (G )\B j - перетин простих опуклих множин.

i=і
Наступна лема допоможе се довести.

G A A
A
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Довід. Необхідність очевидна. Для доведення достатности зафіксуємо граф 
бльоків G та неопуклу множину вершин A у ньому. Оскільки A -  не опукла, 
то Зм, v Є A3w Є [u, v] : w Є A. Як відомо, у графі бльоків кожна точка 
метричного відрізка між м та v є точкою з ’єднання (можливо, за винятком 
самих м та v). Оскільки u ,v  Є A, то w =  u ,v  = ^  w -  точка з ’єднання. 
Однак тоді w лежить на усіх шляхах між м та v = ^  A -  не зв’язна. Тому 
у графі бльоків зв’язність та опуклість справді еквівалентні. □

Таким чином, кожна множина B : опукла, бо зв’язна. Тоді, для того, 
щоби V (G )\B : була простою опуклою, досить показати, що вона є опуклою. 
Завважимо, що V (G )\B : =  A U (У  B j ). А ся множина зв’язна тому, що

довільна множина Bj з ’єднай а з A ребром. Дійсно, в іншому разі шлях між 
Bj та A у графі G повинен був би пролягати через якесь B k, але оскільки
Bj B
A. □

G \ A

11

B i

B з

31

A G
кілька опуклих множин
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Зауважу, що хоча довід сього результату оригінальний, саме твердження 
прямо випливає із раніше доведених теорем. Зокрема, у [10] показано, що 
довільний хордальний граф, без породжених Hi та Н 2 (рис. 12) є графом 
просторів з ’єднань, які у свою чергу є графами перетинів простих опуклих 
множин [11]. Легко переконатися, що графи бльоків є хордальними, без 
породжених Hi та Н 2.

H i  H 2

Рис. 12: Заборонені підграфи для хордальних графів просторів з ’єднань

Отже, у межах графів перетинів простих опуклих множин кожен граф 
перетинів простих анігіляторів є двочастковим. Але чи правда се у загаль­
ному випадку? Оскільки теоретичного доводу знайти не вдавалося, я ви­
рішив спробувати знайти контрприклад - недвочастковий граф перетинів 
простих анігіляторів - з використанням комп’ютерних засобів. Результат 
описує наступне твердження:

Т в е р д ж е н н я  3.8. Нехай G - з в ’язний гра,ф із |V(G)| <  10. Тоді G є 
графом, перетинів перетинів простих анігіляторів тоді, і, т ільки тоді, 
коли він двочастковий.

Перевірялося твердження повним перебором усіх зв’язних графів із ма­
ксимум десятьма вершинами. Для перевірки на те, чи є заданий граф гра­
фом перетинів простих анігіляторів було розроблено наступний алгоритм.
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A lgorithm  1: Перевірка чи є заданий граф графом перетинів про­
стих анігіляторів 

Input : Неорієнтований зв’язний граф G =  (V, E )
G

false у іншому разі.

/ /  S tep  1: Пошук у с іх  а н іг іл я т о р ів  графа

1 ann ih ila to rs  ^  F in d A n n ih ila to rs (G ) ;
2 p rim es ^  {};
3 for а Є ann ih ila to rs  do

a
5 I add a to prim es;
e end
7 end

/ /  S tep  2: П еревірка чи є ан іг іл я то р  перетином простих

a Є ann ih ila to rs  
9 ll ^ { } ;

p Є prim es 
p a

12 I add p to ll;
13 end
14 en d
is if  a =  P| ll th e n
16 | return fa lse ;
17 end
18 end
19 return  t r i i i :
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A lgorithm  2: Допоміжні функції для виявлення графів перетинів 
простих анігіляторів

1
2

3
4

5

6
7

8 
9

10

11

12

13
14

15

16

G

G
ann ih iia to rs  — {};
distances — shortest distances between every pair of vertices in G; 
for a, b Є V (G ), a =  b do

s — { }
for u Є V(G) do

if  distances [a, b] +  distances [b, u] =  distances [a, u] th en  
| add u to s; 

end
else if  distances [b, a] +  distances [a, u] =  distances [b, u] 

then
| mark current annihilator as not prime; 

end  
end
add s to annih iia tors ; 

end
return  annih iia tors ;

/ /  Рутина для перевірки чи є ан іг іл я то р  перетином простих

17 Function  I s In te r s e c t io n O f  Prim es (a, p r im e s ) :
18 ii —— {};
19 for p Є prim es do
20 if  p contains a th en
21 | add p to i i ;
22 e n d

23 end
24 if  a =  P| ii th en
25 | return  false;
26 end
27 return  true;
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Складність сього алгоритму оцінюється як O (n 3m) (також O (n 5)), де 
n  - кількість вершин у графі G, a m  - кількість його ребер. Се оцінка для 
найгіршого випадку, хоча вона досяжна, зокрема для повного двочастково- 
го графа K «,«. Однак для деяких інших графів алгоритм працює суттєво

n 3

Алгоритм було реалізовано мовою Python з використанням бібліотеки 
networkx [3]. Реалізація доступна за посиланням. Завдання зґенерувати усі

n n
нетривіальне, тому було використано базу графів із [6].
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3.1 Анігіляторні відображення
Для розмови про анігіляторні відображення слід увести кілвка означенв.

О значення 3.9. Відображення f  : V (G) ^  V (H ) між двома зв’язними 
графами G та H  називається лінійним, якщо Va,b Є V (G) f([a ,b]G) С 
[f ( a ) , f  (b)]H-

О значення 3.10. Відображення f  : V (G) ^  V (H ) між двома зв’язними 
G H

образом довільної опуклої множини A С V (H ) є опукла множина.

О значення 3.11. Відображення f  : V (G) ^  V (H ) між двома зв’язними 
G H

прообразом довільної зв’язної множини A С V (H ) є зв’язна множина.

Спершу поговоримо про лінійні відображення. Виявляється, їх можна 
дуже просто охарактеризувати з використанням анагіляторів. Насправді, 
якщо у означенні замінити метричні відрізки на відповідні анагілятори, то 
воно описуватиме ту саму клясу графів!

Т вердж ен н я 3.12. Най f  : V (G) ^  V (H ) - відображення між  зв ’язними  
графами. Тоді f  - лінійне тоді і лише тоді, кoлuVa, b Є V (G) f ( [ a ,  b]G) С
17 ( a ) , f  (ь)! я -

f
дження, себто 3a, b Є V (G) f  (|"a,b]G) 2 f ( a ) , f (6)1 H- Тоді 3c Є V(G) c Є 
[щ ф с ,  але f(c) Є [ f ( a ) , f ( b )1H- c
носильні такому: b Є [a,c]G, але f(b) Є [ f ( a ) , f ( c)]h - А звідсіля видно, що

f
Тепер покажемо достатність. Най f  не задовольняє лінійне. Тоді 3a, b Є 

V (G) f  ([a, 6]g) 2  [f ( a ) , f  (6)]h- Звідси випливає, що 3c Є V(G) c Є [a,b]G, 
але f  (c) Є [f ( a ) , f  (b)]H. Знову скористаємося означенням анігілятора. Має­
мо: b Є [a, ф е ,  але f  (b) Є [ f  (a), f  (c)1h-Але тоді f  ([a ,c1G) 2  7  ( a ) , f  (c)1h- 
Отже, ся умова є також достатньою, що завершує довід. □

На сім місці я б хотів описати ще одну цікаву властивість лінійних від­
ображень. Виявляється, їх можна використати для наведення альтернатив­
ної характеризації графів бльоків. Але спершу наведу допоміжну лему.

Л ем а 3.13. Най G, H  - з в ’язні графи, a f  : V (G) ^  V (H ) - відображе­
ння між  ними. Тоді f  - лін ійне =Ф  f  - інваріянтне відносно опуклости 
=Ф  f  - інваріянтне відносно з в ’язности.
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Довід. Див. [8] □
Тепер розглянемо нову характеризацію графів блвоків.

Т ео р е м а  3.14. Най G - з в ’язний граф. Тоді G - граф бльоків 
(VH, f  : V (G) V (H ) : f  - інваріянтне відносно з в ’язности  = ^  f  - 
лінійне ).

Довід. Спершу покажемо необхідність. Отже, най G - граф бльоків, a f  : 
V (G) V (H ) - інваріянтне відносно зв’язности (H вибраний довільним

f
вершин a, & із графа G. Оскільки метричний відрізок - зв’язна множина, то 
f -1 ([f (a), f  (&)h ] ) - також зв’язна, адже f  - інваріянтне відносно зв’язности. 
Очевидно, що a, & Є f -1 ([f ( a ) , f  (&)#])• Зі зв’язности сієї множини, випли­
ває, що a і & входять у неї разом із певним шляхом між ними. Але оскільки 
G
найкоротший шлях, причому усі вершини з нього, опріч можливо самих 
a &
ного іншого шляху між a та &. Тому [a,&]c С f - 1( [ f ( a ) , f (&)#]), абощо 
f  ([a, &]g) С [f ( a ) , f  (&)]я . Таким чином, необхідність доведено.

Цікавіше буде показати достатність. Для цього слід показати, що якщо 
G не є графом бльоків, то існує граф H  та інваріянтне відносно зв’язности 
відображення f  : V (G) V (H ), яке не є лінійним. Скористаємося хара-
ктеризацією графів бльоків з леми  3.7: у графі бльоків опуклі та зв’язні

G
зв’язна але не опукла множина вершин. Позначимо її А (рис. 13) . Най Та - 
кістякове дерево підграфа G[TA]. Доповнимо його до кістякового дерева T  
графа G і розгляньмо відображення ф : V (G) V (T ), яке переводить вер­
шини самих у себе. Тоді легко бачити, що ф інваріянтне відносно зв’язности, 
адже T  - кістякове дерево графа G, тому всі його ребра присутні й у G. 
Однак воно не є лінійним, адже воно не інваріянтне відносно опулости (ле­
ма 3.13) ! І справді, множина А зв’язна у T  за побудовою, бо Та - кістякове 
дерево для G[TA]. Однак її прообраз - А у графі G - не є опуклою, адже

ф
лінійне, що й потрібно було продемонструвати. □
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Рис. 13: Алгоритм побудови відображення: вибираємо зв’язну неопукду 
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Н а с л ід о к  3.15. Най G - з в ’язний граф- Тоді G - граф бльоків 
(VH, f  : V (G) V (H ) : f  - інваріянтне відносно з в ’язности  f  -
інваріянтне відносно опуклости).

Довід. Дійсно, достатність уже доведена у попередній теоремі. А необхі-
G

відображення f  : V (G) V (H ) є інваріянтним відносно зв’язности, то з
попередньої теореми воно має бути лінійним. Однак тоді, за лемою 3.13 
воно також повинно бути інваріянтним відносно опуклости, що завершує 
довід. □

У метричній теорії графів існує дуальна концепція щодо лінійности, а 
саме - неперервність.

О зн а ч е н н я  3.16. Відображення f  : V (G) V (H ) між двома зв’язними
графами G та H  називається неперервним, якщо Va,b Є V (G) f  ([a, b]G) D 
[f ( a ) , f  (6)]h-

Як бачимо, означення вельми подібне, однак на сей раз f  ([a, b]g) є над- 
множиною [ f ( a ) , f ( 6)]h-
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О значення 3.17. Відображення f  : V (G) V (H ) між двома зв’язними
G H

Va,& Є V (G) f ( fa,&1g ) d  f ( a ) . / (&)1н-

Пізніше, нам також знадобиться означення гомоморфізму, певно най- 
відомішої кляси відображень між графами, та означення метричного від­
ображення.

О значення 3.18. Відображення f  : V (G) V (H ) між двома зв’язними
G H

Va& Є E(G ) : f  ( a ) f  (&) Є E (H ), себто f  зберігає ребра.

О значення 3.19. Відображення f  : V (G) V (H ) між двома зв’язними
G H

Va& Є E(G ) : dH(a,&) <  1, себто для кожного ребра з G f  або переводить 
його у ребро, або стискає у вершину.

Зауваж енн я  3.20. Кдясичне означення метричних відображень зву­
чить трохи не так. У такому разі, означення наведне вище подається як 
характеризація. Однак мені воно буде потрібне саме у такій формі, тому 
для простоти викладу я подаю його саме таким чином.

Природньо було б очікувати чогось на кшталт твердження 3.12. Однак, 
у сім випадку нічого подібного не спостерігається. Навпаки, досить нескла­
дно показати, що анігіляторно-неперервні відображення - се окрема кляса 
відображень. Се випливає з наступного результату.

Т вердж ен н я 3.21. Кожне анігіляторно-неперервне відображення є 
сюр Активним.

Довід. Най G, H  - графи, а f  : V (G) V (H ) - анігіляторно-неперервне 
відображення між ними. Тоді для всіх a, & Є V (G) виконуєт вся f  (fa, &1g) D

f f  ( a ) , f  (&)1 h - & = a

f ( f a , a l G) D | 7 ( a ) , f ( a ) 1 H

абощо
f(V (G ))  D V (H )

А отже f  - сюр’єкція. □
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Тепер легко навести приклад неперервного, але не анігіляторно-неперервного 
відображення. Наприклад, постійне відображення у граф H  із |V (H )| >  1. 
Утім, можна виділити клясу відображена, у межах якої неперервніств та 
анігіляторна неперервніств дійсно еквівалентні. Мова іде про бієктивні від­
ображення.

Т вердж ен н я 3.22. Най f  : V (G) ^  V (H ) - бієкція між  з в ’язними гра- 
G H  f  f

пеперервпа.

Довід. Почнемо із необхідносте, як завше. Отже най f  : V (G) V (H )
- неперервна бієкція між G та H . Зафіксуємо a, b Є V (G) та розглянемо 
анігілятори |"a,b]G Ta [ f ( a ) , f ( b ) ] H- Най C Є f ( a ) , / ( f t ) !  ^  f (b) Є
[f(a),c']. Оскільки f  - бієкція, то 3!c Є V(G) f(c) =  c'. З неперервносте 
f  : f  ([a, c]g) D [f (a), f  (c)]h  3 f  (b) [a,c]G 3 ^ ж е  f  - ін’єкція. Тоді
за означенням анігілятора c Є [a,b| = ^  f ( [ a ,b | )  3 f(c) =  c'. Оскіль­
ки c' було обрано довільним чином, то звідси випливає, що f ( [ a ,  b|) D 
[ f  (a), f  (b ) |, а внаслідок cього f  - анігіляторно-неперервне.

Як щодо достатносте? Насправді, спрацює вельми подібний арґумент.
f

a ,b  Є V (G), а c' Є [ f ( a ) , f (6)]я, абощо f(b) Є [ f ( a ) ,c ' | .  Знову ж  таки,
3!c Є V (G) f  (c) =  c', що випливає з бієктивности / . Т оді f  ([a, b| g) D 
[ f  ( a ) , f  (b)|H 3 f(b) f  f
робимо висновок, що b Є [ a ,c |G, абощо c Є [a,b]G. Том у f  ([a,b]G) 3 f  (c) =
c', звідки випливає, що f  - неперервне. □

Н аслідок  3.23. Будь-яке біективне анігіляторно-неперервне відобра­
ж ення є гомоморфізмом.

Довід. З попередньої теореми бієктивне анігіляторно-неперервне віюобра- 
ження є неперервним. У [5] доведено, що кожне неперервне відображення 
є метричним. Нагадаю, що метричне відображення може переводити ребра

f
жуть мати спільний образ, тому ребра мають переходити у ребра = ^  f  

гомоморфізм. □

Зауважу, що існують сюр’єктивні неперервні відображення f  : V (G)
V (H ), які втім не є анігіляторно-неперервними {рис. 14) . Однак знайти 
приклад анігілятоно-неперервного відображення, яке не було б неперерв­
ним, ніяк не вдавалось. Тому виникла наступна гіпотеза.
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П р и п у щ е н н я  3.24. Кожне анігіляторно-неперервне відображення є 
неперервним.

Зауважу, що довести се припущення покищо не вдалося, але се є пер­
спективним напрямом для подалвшої роботи.

Рис. 14: Легко бачити, що задане f  - сюр’єктивно неперервне. Однак воно 
не анігіляторно-неперервне, адже {v} =  f  ([b,c]) ^  [ f  (b ) ,f  (c)] =  {u,v}

Цікаво розглянути дію анігіляторно-неперервних відображенв на кон­
кретних графах. Природнво запитати, як саме вони можутв відображати 
дерева. Часткову відповідв на се питання дає отака теорема.

Т ео р е м а  3.25. Най G - дерево, a H  =  K  - з в ’язний граф. Тоді будь-яке 
анігіляторно-неперервне відображення f  : V (G) ^  V (H ) є і н ’ективним.

f
G та зв’язним графом H  із |V (H )| >  1. Підемо від супротивного. Най f

m ♦ (lef- не ін’єктивне. Тоді розглянемо u ,v  =  argm ax d(u,v), себто таку пару
f (u)=f(v)

u, v Є V(G), що їхні образи при відображенні f  збігаютвся, і при цвому во­
ни знаходятвся на максималвній відстані серед усіх таких пар. Враховуючи 
що f  - не ін’єкція, маємо: d(u, v) >  0. З анігіляторної неперервности нашого 
відображення випливає, що f  ([u ,v  ]g) З  [ f ( u ) , f ( v ) ] h  =  [ f ( u ) , f ( u ) ] h  =  
V (H ). Том у f  ([u, v ]G) =  V (H ). Дуалвн o, f  ( [v ,u ]G) =  V (H ). Зафіксу­
ємо певну вершину h Є V (H ) таку, що h =  f (u ) .  Оскільки H  =  K p  
то така обов’язково знайдетвся. А оскілвки f ( [ u ,v ] G) =  V (H ), to  3vh Є 
[u,v] : f  (vh) =  h. Аналогічho 3uh Є [v,u] : f  (uh) =  h. Ідея доводу поля­
гає у тому, шоби показати, що d(uh, vh) >  d (u ,v ), що суперечило б вибору 
u, v
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Технічно се показати може бути не так і просто, але сей факт насправді до­
сить природньо випливає із того, що G - дерево (рис. 15) . Але покажемо се 
строго. Розглянемо найкоротший шлях між Uh та v, який містить точку u

u G
uh та u очевидним чином буде найкоротшим шляхом між сими точками; і

[v, u]
коротший шлях між vh та v лежатиме у анігіляторі [u,v]. Тому сі шляхи 
не перетинатимуться. Вони також не перетинатимуть жадний найкоротший 
шлях між u та v, адже всі такі шляхи те перетинають анігілятори [u,v] 
[u,v] та [v,u] (за винятоком власне u та v). Тому конкатенація простих 
ШЛЯХІВ uh — u, u — v та v —vh буде простим шляхом. А у дереві кожен простий 
шлях є найкоротшим. Тому, d(uh, vh) =  d(uh,u) +  d(u,v) +  d(v ,vh) > d (u ,v ) ,

u, v
ним і f  мусить бути ін’єктивним. □

Рис. 15: Як бачимо, точки анігіляторів [u, v] (синій колір) та [v,u] (чорний
u v

нативного коротшого шляху означало б існування циклу

Зауважу, що з твердження 3.21 випливає, що будь-яке ін’єктивне анігіляторно- 
неперервне відображення є бієктивним. Тому у теоремі 3.25 ін’єктивність 
насправді можна замінити на бієктивність.

Н аслідок  3.26. Най G ,H  - дерева, f  : V (G) ^  V (H ) -  анігіляторно- 
неперервне відображення між  ними. Тоді або H  ф К \,  або f  -  ізоморфізм.

Довід. Най H  ф К і. Тоді за теоремою 3.25 f  - бієктивне. Тепер скори-
3.23

є і’омоморфізмом. Але будь-який і’омоморфізм між деревами є ізоморфі-
G

H. Проте оскільки G та H  - дерева, то у них фіксована відносно кількости
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вершин кількість ребер (власне, n  — 1  де n  - кількість вершин). Отже у G 
H

f  також буде гомоморфізмом, що й потрібно було довести. □

Зауважу, що сей наслідок насправді стверджує, що усі анігіляторно- 
неперервні відображення між деревами є у певному сенсі тривіальними. 
Дійсно, анігіляторно-неперервне відображення або не міняє структуру гра- 

G
Виникає бажання усе ж  розглянути, які бувають нетривіальні анігіляторно- 
неперервні відображення. Оскільки ін’єктивні анігіляторно-неперервні від­
ображення уже досліджено (се неперервні бієкції), то хотілося б розгляну­
ти неін’єктивні анігіляторно-неперервні відображення. Наприклад, у яких 
випадках вони існують? Досить розгорнуту відповідь на се питання дає 
наступне твердження.

G
G' та анігіляторно-неперервне відображення, f  : V (G') V (G), яке не є
ін Активним.

Довід. Для того, щоби довести се твердження достатньо за заданим графом 
G побудувати граф G', що задовольняє умову твердження {рис. 16) . Зробімо 
се у декілька кроків.

H G
він анігіляторно неперервно у нього вкладається (позначимо се від­
ображення д ). Такий H  обов’язково знайдеться. Наприклад, підійде 
H  -  G.

2 Візьмемо граф H ' ~  H  -  ізоморфну копію H  із заданим ізоморфізмом 
u  ^  u'.

3 Побудуємо граф G' таким чином:

V (G') =  V (H ) U V (H '), E(G ') =  E (H ) U E (H ') U {uu' : u Є V (H )}.

Нескадно здогадатися, як виглядатиме відображення f : якщо u Є 
V (H ), то f  (u) =  ^>(u), а якщо u' Є V (H '), то f  (u ') =  ^(u).

f
(воно очевидно не ін’єктивне, aджeVu Є V (H ) : f  (u) =  f  (u ') =  ^(u)). Для 
своїх) п о д и в и м о с я , як можуть вні’лядатн анігілятори у сьому графі. Є два 
принципові випадки.
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1 Якщо u ,v  Є V (H ), то [u ,v ]G =  [u ,v ]H U [u;,v ' ]Hi (переконайтеся!).
Тоді f ( [ u ,v ] G') =  f ( [ u ,v ] H U [u/,v/]H') =  f ( [ u ,v ] H) =  T ( [u ,v ]H) ^  
[^ (u ) ,^ (v )]  =  [ f  ( u ) , f  (v)], адже ф -  анігіляторно-неперервне.

2 Якщо ж  u Є V (H ), a v/ Є V (H ^, то [u ,v /] G/ =  [u/, v/] H/, і анігіляторна
f

f
довід. □

H '

H
- ) •

G

Рис. 16: Шукане відображення зручно уявляти собі як цилінд із основами,
G

Се твердження показує, що анігіляторно-неперервні відображення се 
насправді досить широка кляса відображень, тому їх дійсно варто дослі­
джувати.
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4 Висновки
Ся робота присвячена анігіляторам у графах. Розглянуто їхні загальні вла­
стивості, але основну увагу приділено похідним поняттям. У першу чергу 
хотів би виділити графи перетинів простих анігіляторів. Наведено повну ха- 
рактеризацію таких графів, якщо вони мають не більше десяти вершин, а 
для більших графів наведено часткову характеризацію. Оскільки для сього 
дуже потрібними вмявилися прості опукли множини у графі, зокрема гра­
фи перетинів простих опуклих множин, то було проведене невелике дослі­
дження властивостей сих понять. Зокрема, було охарактеризовано графи, 
у яких кожне ребро є простою опуклою множиною, а також було знайде­
но ориґінальні доводи уже відомих фактів про те, що такі визначні кляси 
графів як медіянні графи та графи бльоків є графами перетинів простих 
опуклих множин.

Особливої уваги заслуговують анігіляторні відображення. Вони вводя­
ться як аналоги лінійних та неперервних відображень, тільки замість ме­
тричних відрізків у них фігурують анігілятори. Вдалося показати, що анігі- 
ляторно-лінійні відображення насправді еквівалентні лінійним. Принагі­
дно, було наведено цікаві властивості лінійних відображень, наприклад, бу­
ло наведено оригінальну характеризацію графів бльоків, що використовує 
лінійні відображення. Анігіляторно-неперервні ж  відображення виявилися 
еквівалентними неперервним лише у межах бієкцій. У загальному випад­
ку, се незалежна кляса відображень між графами, що не збігається з ж а­
дною відомою авторові клясою відображень. Тому сі відображення було 
досліджено окремо. Зокрема, було наведено характеризацію анігіляторно- 
неперервних відображень між деревами. Хоча се й виявилося досить вузьке 
коло відображень, анігіляторно-неперервні відображення аж  ніяк не є три- 
віяльними. На підтвердження сих слів було сконструйовано анігіляторно- 
неперервні відображення у довільний наперед заданий граф з додатковою 
умовою, що сі відображення не повинні бути ін’єкціями.
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