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ЧЕРНІКОВСЬКІ 2-ГРУПИ З КЛЯЙНІВСЬКОЮ  ВЕРХІВКОЮ  
І ЦІЛКОМ ЗВІДНОЮ  БАЗОЮ

We give a classification of Chemikov 2-groups with Kleinian top and totally reducible bottom.

Наведено класифікацію черніковських 2-груп з кляйнівською верхівкою і цілком звідною базою.

1. Вступ. Нагадаємо, що черніковською групою називається група, яка містить нормальну під
групу скінченного індексу, що є прямим добутком скінченного числа квазіциклічних груп (або 
груп типу (р00)). Відомо [6 ], що такою є будь-яка локально розв ’язна група з умовою мінімаль
ності, а також будь-яка локально скінченна р-група з умовою мінімальності. Властивості таких 
груп вивчалися багатьма авторами, але питання про їхню класифікацію вперше було розглянуто 
в роботах [2, 3]. У цих роботах було встановлено зв’язок черніковських груп із зображення
ми та когомологіями скінченних груп. Для р-груп цей зв’язок має такий вигляд. Нехай R : 
Я  -> GL(r, Zp) — зображення скінченної р-групи Я  над кільцем Zp цілих р-адичних чисел. 
Оскільки Zp ~  Aut(p°°), зображення R  визначає групу М  =  (р°°)г як модуль над груповим 
кільцем ZPH  (ми казатимемо також Н-модуль). Тому можна розглядати розширення групи 
Я  за допомогою Я-модуля М, які класифікуються класами когомологій Я 2 (Я, М ). Отже, 
пара (М, 5), де 5 Є H 2(G,M) ,  визначає деяку черніковську р-групу G й усі черніковські 
р-групи отримуються таким способом. Групу Я  ми назвемо верхівкою, а модуль М  — базою 
черніковської р-групи G. У роботах [2, 3] показано, що пари {М ,8) і (М ',8') визначають 
ізоморфні групи тоді і тільки тоді, коли вони одержуються одна з одної автоморфізмами групи 
Я  і Я-модуля М. Цей результат є основою для класифікації черніковських р-груп.

Втім, вже класифікація р-адичних зображень даної р-групи, як правило, є дуже складною 
задачею, яка розв’язана лише для циклічних груп порядків р і р2, а також, при р =  2 , для 
четверної групи Кляйна та циклічної групи порядку 8 . Більш того, відомо, що для інших р- 
груп ця задача є дикою, тобто містить у собі задачу класифікації довільних наборів матриць з 
точністю до спряженості.

Для циклічних груп порядків р і р2  класифікацію пар (М, 5) і р-груп з такою верхівкою 
наведено в роботі [3]. Когомології модулів, які одержуються з р-адичних зображень групи 
Кляйна, обчислено в роботі [8 ]. Ці групи швидко збільшуються зі збільшенням розмірності 
зображень, що вносить значні труднощі у класифікацію пар. У даній роботі ми розглянемо 
найпростіший випадок, коли зображення R  є цілком звідним, тобто розкладається у пряму 
суму незвідних зображень. Для цього випадку ми одержимо повну класифікацію відповідних 
черніковських груп.
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2. Когомології. Отже, нехай Я  — (а,  б | о2 =  б2 — 1, аЬ =  ба) — четверна група Кляйна. 
Вона має чотири незвідні р-адичні зображення, в яких г  —  1, а на и і, б на г»1, де и, V  Є {+ , —}. 
їм відповідають чотири модулі Ь иУ, и, V Є { + , — }, у яких адитивна група — квазіциклічна група 
(2°°). Когомології цих модулів обчислено у [5] у термінах резольвенти Р, побудованої в [7], в 
якій Рп — модуль однорідних многочленів від х, у степеня п над груповим кільцем Я  =  2(7, а

б (Xіуі) =  Сі®4“ V +  ( -1  Г С 'з х у -1,

де

( а +  (—1 )\ якщо і > 0,

Ь якщо і — 0;

Гб +  ( - іУ , якщо 3 >  о,
<?2 =  {

о. якщо II о

Нагадаємо цей результат.
Твердження 2.1. 1. Я 2 (Я, L++) ~  Z/2; іїненульовий елемент — клас когомологій коциклу 

7 , в якому 7 (ж2) — 7(р2) =  0, 7 (жу) =  є, де є — елемент порядку 2 групи (2°°).
2. H \ H ,L UV) ~  (Z /2)2, якщо (що) ф (+ ,+ ) , 'її елементи — класи коциклів 7 , в яких 

7 (3 7 /) =  0 , а 7 (х2) і 7 (у2) — або 0 , або в.
Для опису черніковських груп нам потрібно знати відповідні коцикли в термінах стандарт

ної резольвенти [1]. Такий «переклад» наведено в [7]. У застосуванні до групи Кляйна він дає 
такі ненульові стандартні коцикли 7 :

для модуля L++ : 7 (0 , а] =  7 [б, 6 ] =  7 [а, б] =  0, 7 [b, а] =  є; 
для модуля L-1— :

71+~[а,а] =  7і [а, 6] =  7 і~[Ь,а] =  0, 7 і~ [М ] =  є,
72 [Ь, б] =  7г [°> Ь] =  72 о] =  0, а] =  є,
7^~ =  7і +  7^“ ;

для модуля L_+:
71“+ [Ь, 6] =  7Г+ [а, Ч =  7 f + [^ а1 =  °> 7Г+ [о, а] =  є,
7г"+ [а) а] =  7г"+ [°) Щ =  Ъ +[Ь, а] =  0, 7 ^ + [б, б] =  є,
7з"+ =  7г_+ +  7 2 “+ ; 

для модуля L__:
7Ї |>, Ц =  7f  '“ [а, б] =  7 f ~ в а] =  0, 7Ї [а, а] =  є,
7 г Іа> *] =  Ъ ~  [b, а] =  0 , 7 ^“ [а, а] =  7 ^~ [б, б] =  є,
7з~~ =  7Ї +  72 •

Нумерацію коциклів 7 ““ підібрано так, що при автоморфізмі о- групи Я  такому, що =  
Luivi , коцикл 7 ”̂ переходить у 7 ”  (у випадку -і—  з точністю до кограниці).

Якщо М  =  ® u>v muvLuv, то Я 2 (Я, М) =  muvH 2(H, Luv). Отже, елементи цієї групи 
можна ототожнити з четвірками векторів huu, hM„ =  (б,“1', K%v, . . . ,  h’muv), де hfv G Я 2 (Я, Luu). 
Автоморфізми модуля М  діють окремо на кожний доданок muvLuv, тобто такий автоморфізм 
задається четвіркою обертовних матриць Suv з цілими р-адичними коефіцієнтами. При дії 
цього автоморфізму вектор когомологій hUÎ, переходить у hUVSUV. Якщо (u,v) =  (+ , + ), легко 
бачити, що при Ь ц..+  ф 0 існує автоморфізм модуля muvL uvi який переводить цей вектор
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у вектор е ++ =  (7++, 0 , . . . ,  0). Якщо ж (и, у) ф ( + ,+ ) ,  так само перевіряється, що або 
=  0, або Ьи.„ можна перевести у вектор =  (7 ^ ,  0 , к Є {1,2,3},  або його можна 

перевести у вектор е $  =  (7 “г’, 7 2 и, 0 , . . . ,  0). (В усіх випадках це вектори довжини тиь.)
Отже, пара (М ,6), де 5 Є Я 2 (Я,М),  з точністю до автоморфізму модуля М  задається 

набором Н =  {т иу,Ъиу | и ,у  Є { + , - } } ,  в якому Ь++ Є {0,е++}, а Ьи„ Є {0, |
А: Є {1 ,2 ,3 , 1 2 }} при (гі, у) ф (+ , + ).

Автоморфізми групи Я  переставляють модулі Ьиу з (и, у) ф (+ , + ) і залишають на місці 
модуль Ь++. При цьому в наборі Н, який задає пару (М, 6), лише переставляються індекси гш. 
Для вибору канонічних представників уведемо такі порядок на множині індексів гш, множині 
векторів {0, е ++ , е ^ }  і множині наборів Н:

+ + < + - < - + < ---- ;
0  < е++, 0  < <  е™, якщо і: <  1 і <  е“5 ;
Н <  Н', де Н' =  {т'иь, Ьиг)} ф Н, причому
якщо гш — найменший за цим порядком номер, для якого тиь ф т'иіп то тиу < т'иу, 
якщо тиУ — т'иь для всіх гш, а гіг; — перший за порядком номер, для якого Ьиі) ф Ь ^, 

то Дщ, < Д ^.
Означення 2.1. Набір Н =  { тиу, Диг) | гх,»і Є {+ , —} } назвемо канонічним, якщо Н <  Н' 

для будь-якого набору Н', який одержується $ нього перестановкою індексів иь з (и, у) ф 
# ( 0 , 0 ).

Із попередніх розглядів випливає такий результат.
Теорема 2.1. Кожна пара (М , 5) еквівалентна єдиній парі, яка задається канонічним на

бором.
3. Черніковські групи. Згідно з результатами [3] і теоремою 2.1, черніковська група з 

кляйнівською верхівкою Я  і цілком розкладною базою М  ізоморфна групі, яка відповідає парі, 
що задається канонічним набором Н, причому цей набір визначено однозначно. Нагадаємо, що 
група (З, яка відповідає парі (М ,д), як множина збігається з декартовим добутком М  х Я, а 
операція задається правилом

{х,И,)(у,д) -  (х + И у +  5(Н,д),Іід).

Пари (ж, 1) утворюють підгрупу, ізоморфну М, і ми ототожнюємо їх з елементами х Є М. 
Позначимо а =  (0, а), Ь — (0,6). Група (З породжується підгрупою М  та елементами а, 6 . 
Нам відомо, що М  — нормальна підгрупа, і знаємо, як комутують її елементи з а та 6  (це 
визначається дією Я  на М). Отже, щоб визначити групу (3, потрібно знати елементи а =  а2, 
/З =  Ь2 і г) =  [а, 6 ], які є елементами підгрупи М. Вони визначаються коциклом <5.

Означення 3.1. Нехай пара (М, 6) задається набором Н =  { ТОии) Ьци і и,У Є { + , - }  }• 
Елементи групи М  =  т иуЬиу ми розглядаємо як вектори довжини т иь з коефіцієнтами з 
групи (р°°). Через позначимо вектор з т иуЬиь, в якому на і-му місці стоїть є, а інші 
координати є нулями. Визначимо елементи а иь, (Зиу, цих! таким чином: 

якщо Ди„ =  0, то а иу =  /?„„ =  г\иу =  0; 
якщо Д++ =  е ++, то =  /?++ =  0, 77++ =  £^+ ; 
якщо Д+_ =  е^~, то а+_ =  /3+- =  0, ?7+_ =  0;
якщо Д+_ =  е^“ , то /3̂ __=  Єї"", а +_ =  0, — =  0;
якщо Д+_ =  Є3 - , то а_|— =  /?+_ =  ц+- =  0;
якщо Д+_ =  е^ - , то а+_ =  є+~, /3+- =  є^- , ГІ+- — 0;
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еГ+ , то ß -+  =  є^+ , а —1_ =  0, T7-+  =  0; 
e j + , то а _ + =  є^+, /3_+ =  0 , ?)_+ =  0 ; 
e j + , то а_+ = ß - + =  є^+ , т?_+ =  0 ; 
е “2+ , wo с*_+ =  є2+ , 0 _+ =  єГ+ > V-+  =  0 ;
е ї , то а —  =  є {~ ,  ß __=  0, 77___=  0;
e j~ , wo а —  =  ß __=  є [ ~ , г;___=  0;
Єз~, то ß —  =  є“ , а —  — 0, rj—  - 0 ; 
e f f , то а—  =  є ~  +  є2 ß = є2 г)—  = 0.

а(Н) =  а++ +  а+_ +  а_+ +  а — ,

/3(Н) =  ß++ +  ß+~ +  ß -+  +  ß— >

» 7 ( H )  =  r)++ +  V+-  +  » 7 - +  +  V—

Попередні розгляди дають повний опис черніковських груп із кляйнівською верхівкою і 
цілком розкладною базою.

Теорема 3.1. Для кожного набору Н =  { т иу, hut) | и, v  €  {+ , —} } визначимо групу (У(Н) 
як таку, що породжується групою М  =  ф и1) vnuvLuv та елементами а, Ь такими, що 
äxä~l =  ах і bxb~l — bx для всіх х Є М, а? =  ег(Н), b =  /3(Н) і [а,Ь] =  77(H).

1. Група G(H) є черніковською групою з кляйнівською верхівкою і цілком розкладною базою.
2. Кожна черніковська група G з кляйнівською верхівкою і цілком розкладною базою ізо

морфна деякій групі G(H), де Н — канонічний набір, визначений однозначно групою G.
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якщо  Ь_+ =  
якщ о  Ь + =  
якщо  і і— =  
якщ о  Ь—(. =
якщ о  Ь__=
якщ о  Ь__=
Я К Щ О  ї ї -----=

якщо  Ь—  =  
Покладемо
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