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1. Основні поняття

1. Турнір – це повний орієтований граф.
2. k-король (англ. k-king) у турнірі 𝑇 - це така вершина 𝑣 ∈ 𝑇, що має елементарний шлях довжини k або 

менше у будь-яку іншу вершину з турніра 𝑇. 
3. Сильний король (англ. strong king) у турнірі 𝑇 - це така вершина 𝑣 ∈ 𝑇, що для кожної іншої вершини 𝑢 ∈

𝑇 𝑏(𝑣, 𝑢) > 𝑏(𝑢, 𝑣), де b(v,u) - кількість елементарних шляхів довжиною 2 з вершини 𝑣 у вершину 𝑢. 
4. Тензорний добуток 𝐺 × 𝐻 графів 𝐺 і 𝐻 - це граф, у якого множина вершин є декартовим добутком 

𝑉(𝐺) × 𝑉(𝐻) і різні пари (𝑢, 𝑢′) і (𝑣, 𝑣′) є суміжними в 𝐺 × 𝐻 тоді й тільки тоді, коли 𝑢 суміжна з 𝑣 і 𝑢′
суміжна з 𝑣′.



2. Королі в турнірах



2.1. Королі в турнірах T

Теорема 2.1 [1, p.66]
Для кожного 𝑛 ∈ ℕ існує турнір на 𝑛 вершинах, у якому кожна вершина є королем, тоді й тільки тоді, коли 
𝑛 ≠ {2; 4}.

Теорема 2.2 [1, p.66]
Кожний турнір 𝑇 має короля. Нехай, 𝑇 - турнір, у якого для кожної вершини 𝑣 ∈ 𝑉 виконується deg+(𝑣) =
0.
А) Якщо 𝑥 є королем в 𝑇, тоді 𝑇 має іншого короля в 𝑁−(𝑥).
Б) Використовуючи, частину А), турнір 𝑇 має принаймні три королі.
В) Для кожної 𝑛 ≥ 3 , побудуйте турнір 𝑇 з δ−(𝑇) > 0 і має тільки 3 королі.
(Коментар: На 𝑛 вершинах існує турнір, що має рівно 𝑘 королів, коли 𝑛 ≥ 𝑘 ≥ 1, за винятком випадків, 
коли 𝑘 = 2 і коли 𝑛 = 𝑘 = 4) 



2.2 Сильні королі в турнірах T

Теорема 2.3 [3]
Кожна вершина в турнірі з найбільшим рахунком є сильним королем.



2.3 Королі в тензорному добутку
орієнтованих графів 𝐺1 × 𝐺2

Теорема 2.4 [4, p.600]
Якщо орієнтовані графи 𝐺1 , 𝐺2 , … , 𝐺𝑟 - сильнозв’язні орграфи, то тензорний добуток 𝐺1 × 𝐺2 ×. .× 𝐺𝑟
матиме рівно 

𝑑 𝐺1 ∗ 𝑑 𝐺2 ∗. .∗ 𝑑(𝐺𝑟)

𝑙𝑐𝑚(𝑑 𝐺1 , 𝑑 𝐺2 , … , 𝑑 𝐺𝑟 )
сильних компонент.

Теорема 2.5 [5, p.17]

Якщо 𝐷1 і 𝐷2 є сильнозв’язними орграфами, то 𝐷1 × 𝐷2 має gcd 𝑑 𝐷1 , 𝑑 𝐷2 сильних компонент. 

Зокрема, 𝐷1 × 𝐷2 є сильнозв’язним орграфом тоді й тільки тоді, коли gcd 𝑑 𝐷1 , 𝑑 𝐷2 = 1.

Теорема 2.6 [5, p.23]
Вершина 𝑣, 𝑤  є королем в 𝐺1 × 𝐺2 тоді й тільки тоді, коли вершина 𝑣 є королем в 𝐷1, вершина 𝑤 є 

королем в 𝐷2 і gcd 𝑑 𝐷1 , 𝑑 𝐷2 = 1.



3. Алгоритми



3.1. Основні функції

1. Спочатку треба імпортувати необхідні бібліотеки Python

2. Перевірка чи є задана матриця суміжності турніром



3. Перевірка чи є задана матриця суміжності двочастковим турніром

4. Піднесення матриці суміжності 𝐷+до заданого степеня



5. Обчислення матриці 𝑀 = 𝐼 + 𝐷++. . + 𝐷+ 𝑛

6. Малювання турніра заданого суміжною матрицею і турнір заданою класом networkx.DiGraph()



3.2. Алгоритми на турнірах T

1. Алгоритм пошуку короля 𝑥 в турнірі 𝑇 [1, p.65]



Результат:



2. Алгоритм пошуку всіх королів у турнірі T [3]



Результат:



3. Алгоритм пошуку сильних королів у турнірі T [3]



Результат:



4. Алгоритм побудови турнірів на 𝑛 вершинах з 𝑘 королями [3]



Перевірка значень 𝑘 і 𝑛



Створення регулярного турнірах на 𝑘 вершинах

Знаходження перших сусідів для вершини u в 𝑁− 𝑢 і 𝑁+(𝑢)



Результати для 𝑛 = 7, 𝑘 = 3 і 𝑛 = 7, 𝑘 = 4:



5. Алгоритм пошуку королів у двочастковому турнірі T [3]



Результат:
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Дякуємо за увагу!
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