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НЕПЕРЕРВНI ЧАСТКОВI ВIДОБРАЖЕННЯ НА
БЛОК-СХЕМАХ

У роботi розглядаються неповнi збалансованi блок-схеми – системи k-елементних пiдмно-
жин (блокiв) деякої скiнченної множини елементiв, таких, що кожний елемент мiститься в r
блоках та кожна пара елементiв мiститься в λ блоках. Блок-схеми були введенi для плануван-
ня статистичних дослiджень та згодом отримали багато iнших використань. На блок-схемi
можна визначити частковi неперервнi вiдображення, тобто такi частковi вiдображення, при
яких прообразом кожного блоку є блок або пуста множина. Наведено основнi вiдомi властивостi
часткових неперервних вiдображень на блок-схемах.

Однiєю з важливих властивостей, що, зокрема, дає необхiдну умову iснування неперервних
часткових вiдображень на данiй блок-схемi, є лема однорiдностi: для непустого неперервного час-
ткового вiдображення на блок-схемi кiлькiсть елементiв у (непустому) прообразi кожного еле-
мента фiксована i дорiвнює числу d, що дiлить розмiр блокiв k. Дуальна гiпотеза однорiдностi
припускає, що кожен блок, що є прообразом якогось iншого блоку, має бути прообразом фiксова-
ного числа блокiв. Виконання цiєї гiпотези дозволило б отримати не менш важливу властивiсть
блок-схем i неперервних вiдображень на них та отримати новий спосiб побудови блок-схем, як
образiв блок-схем при неперервних вiдображеннях. Основним новим результатом роботи є кон-
трприклад до дуальної гiпотези однорiдностi, який був побудований як складена блок-схема –
блок-схема, множина блокiв якої розбивається на групи блокiв, кожна з яких утворює блок-
схему на тiй самiй множинi елементiв. В останньому роздiлi отримано двi необхiднi умови
складеностi блок-схеми.

Також у роботi наводиться спосiб зведення задачi пошуку блок-схеми з заданими параметра-
ми до задачi булевої або псевдобулевої виконуваностi. Наведено явний алгоритм побудови систем
булевих або псевдобулевих виразiв еквiвалентних задачi пошуку блок-схеми та продемонстровано
результати застосування до вiдповiдних задач iснуючих програм для їх розв’язку.
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Вступ

У багатьох прикладних задачах зустрiчаю-
ться системи iнцидентностi — пари iз множи-
ни елементiв та множини пiдмножин множини
елементiв. Часто при побудовi такої системи ба-
жано, щоб окремi пiдмножини елементiв не ма-
ли переваги над iншими. Важливим прикладом
такої задачi є планування статистичних дослi-
джень, де елементами є випробовуванi зразки, а
множинами — окремi експерименти, в яких по-
рiвнюється певна кiлькiсть зразкiв. Очевидно,
що така рiвноправнiсть для всiх пiдмножин мо-
же бути досягнена, лише якщо для кожного n,
для якого в системi є пiдмножина розмiру n,
система мiстить всi можливi пiдмножини розмi-
ру n, але часто це не є практично досяжним.
Постановка бiльш слабких, проте чiтко визна-
чених умов, призводить до поняття збалансо-
ваної неповної блок-схеми. Як виявилось, блок-
схеми є не лише практично корисним об’єктом,
але й мають цiкавi властивостi як комбiнатор-
нi системи, що є тiсно пов’язаними з теорiєю

чисел [2], теорiєю груп та напiвгруп [1; 7], дис-
кретними геометрiями [8] i т. д. Незважаючи на
значний обсяг дослiджень, присвячених блок-
схемам, ряд основних проблем лишається не-
вирiшеним, зокрема невiдомо, чи можна побу-
дувати точнi необхiднi i достатнi умови iснува-
ння блок-схеми з заданими параметрами. Так,
наприклад, незважаючи на наявнiсть значної
кiлькостi наборiв параметрiв, для яких побу-
довано блок-схеми або доведено їх неiснуван-
ня [2; 5; 6], та деякої кiлькостi бiльш загальних
результатiв [2; 9] на даний момент лишається
невiдомим, чи iснують блок-схеми з параметра-
ми (46, 69, 9, 6, 1), (51, 85, 10, 6, 1) [4].

Ця робота зосереджена на дослiдженнi вла-
стивостей неперервних часткових вiдображень
на блок-схемах, запропонованих в [1]. У роздi-
лi 1 розглядається поняття неперервного час-
ткового вiдображення на системi iнцидентно-
стi та наводяться деякi їх загальнi властивостi,
основна з яких — iзоморфнiсть простору непе-
рервних часткових вiдображень на системi iн-
цидентностi i трансляцiйної оболонки напiвгру-
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пи, породженої цiєю системою. Також вводи-
ться формальне означення поняття блок-схеми
та наводяться властивостi неперервних частко-
вих вiдображень заданих на блок-схемах. У роз-
дiлi 2 наведено зведення задачi побудови блок-
схеми з заданими параметрами до задачi булевої
(псевдобулевої) здiйсненностi. Роздiл 3 мiстить
опис побудови контрприкладу до гiпотези, зро-
бленої авторами роботи [1]. У роздiлi 4 наведено
дослiдження властивостей складених блок-схем
— блок схем, множину блокiв яких можна роз-
бити на пiдмножини, кожна з яких у свою чергу
задає блок-схему.

Частковi вiдображення на системах
iнцидентностi та блок-схемах

Однiєю з проблем комбiнаторного аналiзу є
розташування об’єктiв у певну визначену кiль-
кiсть множин так, щоб i-й об’єкт зустiчався ri
разiв серед усiх множин, j-та множина мiсти-
ла kj об’єктiв та щоб двiйки, трiйки та схожi
групи об’єктiв зустрiчались визначену кiлькiсть
разiв. Математичнi структури, що вiдповiдають
цiй задачi, називають системами iнцидентностi
(incidence system) або тактичними конфiгурацi-
ями (tactical configuration).

Визначимо систему iнцидентностi як пару
D = (V,B), де V — скiнченна множина точок, а
B — множина пiдмножин V , якi називатимемо
блоками.

Автори роботи [1] вводять поняття неперерв-
них вiдображень на схемах iнцидентностi.
Означення 1. Нехай D = (V,B) та D′ =
= (V ′, B′) системи iнцидентностi. Часткове
вiдображення f : V → V ′ називається
неперервним, якщо f−1(b′) ∈ B ∪ {∅} для всiх
b′ ∈ B′.

Далi в цьому роздiлi перелiчено основнi
результати, отриманi в [1] для неперервних
вiдображень на схемах iнцидентностi та блок-
схемах.

Позначимо Ω(D) := {f : V → V |f неперерв-
не }.

Кожне вiдображення f ∈ Ω(D) породжує
вiдображення f : B → B, що дiє справа на B
i визначається системою

bf =

{
f−1(b), якщо f−1(b) 6= ∅;
невизначена, iнакше.

Означення 2. Нехай D = (V,B) система iнци-
дентностi.
Матрицею iнцидентностi системи D називає-
ться матриця |V | × |B| A така, що aij =

= A(vi, bj) =

{
1, якщо vi ∈ bj ;
0, iнакше.

Надалi в роботi розглядатиметься тiльки
клас систем iнцидентностi, який називають зба-
лансованими неповними блок-схемами.
Означення 3. Система iнцидентностi нази-
вається збалансованою неповною блок-схемою
(balanced incomplete block design – BIBD) з па-
раметрами (v, b, r, k, λ), якщо:

1) |V | = v, |B| = b;
2) кожна точка з V входить рiвно в r блокiв

з B;
3) кожний блок мiстить рiвно k точок з V ;
4) кожна пара рiзних точок з V входить рiв-

но в λ блокiв B.
У термiнах матрицi iнцидентностi A системи

D можна записати умови еквiвалентнi умовам
2) — 4):

2’) AJ|B|×1 = rJ|B|×1;
3’) J1×|V | = kJ1×|B|;
4’) AAt = (r − λ)I|V | + λJ|V |×|V |,
де Jm×n – m× n матриця, всi елементи якої

рiвнi 1, та Im – m×m одинична матриця.
Можна показати, що det(AAT ) = (r −

λ)v−1((v − 1)λ + r), тому (крiм вироджених ви-
падкiв, зазначених в рiвностi) матриця AAT

оборотна. Оскiльки rank(A) = v то v < b (нерiв-
нiсть Фiшера). Наведемо узагальнення цiєї не-
рiвностi для неперервних вiдображень.
Лема 1. Нехай D = (V,B) блок-схема, якщо
f ∈ Ω(D), то rank(f) ≤ rank(f).

Також можна показати, що параметри блок-
схеми D задовольняють рiвностi bk = vr та
r(k − 1) = λ(v − 1). Тобто, будь-якi три пара-
метри визначають два iншi, тому задаватимемо
лише параметри (v, k, λ), описуючи блок-схему.
Лема 2. Нехай D = (V,B) — (v, k, λ) блок-
схема. Якщо f : V → V ∈ Ω(D) не-
пусте iн’єктивне часткове вiдображення, то
dom(f) = V .
Наслiдок 3. Нехай D — блок-схема. Тодi f 6=
6= 0 ∈ Ω(D) iн’єктивне тодi i тiльки тодi, коли
f автоморфiзм на D.
Лема 4. (Лема однорiдностi) Нехай D =
= (V,B) — (v, b, r, k, λ) блок-схема. Якщо f ∈
∈ Ω(D) непусте вiдображення, тодi iснує на-
туральне число d, що дiлить k, таке, що
|f−1(v)| = d для всiх v ∈ f(V ). Бiльш того,
r(k − d) = λ(m− d), де m = |dom(f)|.

Називатимемо d степенем неперервного вiд-
ображення f i позначатимемо d = deg(f).
Наслiдок 5. Нехай D = (V,B) — блок-схема.
Тодi f ∈ Ω(D) має dom(f) = V тодi i тiльки
тодi, коли f автоморфiзм на D.
Наслiдок 6. Нехай f ∈ Ω(D) автоморфiзм на
D. Тодi rank(f) < v

2 .
Означення 4. n-аркою в блок-схемi D = (V,B)
називається пiдмножина W множини V , така,
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що кожний блок b ∈ B перетинає W або в 0, або
в n точках.
Наслiдок 7. Нехай D = (V,B) — (v, k, λ) блок-
схема i нехай f непусте неперервне вiдображе-
ння. Тодi f(V ) — k

d -арка.

Перевiрка iснування та пошук блок-схем
як задачi SAT та PBS

Проблема перевiрки iснування та пошу-
ку блок-схем з заданим набором параметрiв
(v, b, r, k, λ) є вiдомою комбiнаторною пробле-
мою, яка до цього часу не має загального
розв’язку. В роботах [2; 10–12] наведено спе-
цiальнi умови iснування блок-схем з задани-
ми параметрами, алгоритми для генерування
блок-схем та таблицi параметрiв, для яких вiдо-
мi блок-схеми, та параметрiв, для яких питан-
ня iснування блок-схеми лишається вiдкритим.
У цiй роботi розглянуто бiльш загальний пiдхiд
до проблеми iснування блок-схеми з заданими
параметрами шляхом зведення її до проблеми
булевої (псевдобулевої) здiйсненностi та перевi-
рено можливiсть застосування до неї наявних
програм розв’язання SAT та PBS задач.

Задача булевої здiйсненностi (SAT) полягає
в знаходженнi набору значень логiчних змiнних
xi, при пiдстановцi яких в заданий логiчний ви-
раз P (xi) вiн набуває iстинного значення, або
до доведення неiснування такого набору. Ло-
гiчний вираз P (xi) задається в кон’юнктивнiй
нормальнiй формi — у виглядi кон’юнкцiї набо-
ру диз’юнкцiй логiчних змiнних або їх запере-
чень.

Для зведення задачi пошуку блок-схеми з за-
даними параметрами до SAT задачi розглянемо
кожeн елемент Aij матрицi iнцидентностi шука-
ної блок-схеми як булеву змiнну xij . Тодi умо-
ва того, що матриця iнцидентностi задає блок-
схему, може бути записана у виглядi:
• ∀i, 1 6 i 6 v серед {xij , 1 6 j 6 b} є рiвно
r iстинних змiнних,
• ∀j, 1 6 j 6 b серед {xij , 1 6 i 6 v} є рiвно
k iстинних змiнних,
• ∀i1, i2, 1 6 i1 < i2 6 v серед {xi1j∧xi2j , 1 6

6 j 6 b} є рiвно λ iстинних виразiв.
Для зведення останнього запису до такої ж

форми, як i попереднi, введемо додатковi змiн-
нi yi1i2j = xi1j ∧ xi2j . Дана умова записується
наступною КНФ:

(ȳi1,i2,j ∨ xi1,j) ∧ (ȳi1,i2,j ∨ xi2,j)
∧ (yi1,i2,j ∨ x̄i1,j ∨ x̄i2,j)

1 6 i1 < i2 6 v, 1 6 j 6 b.

(1)

Тепер всi умови мають вигляд: «В множинi
S є рiвно t iстинних змiнних». Кодування та-

ких умов можна здiйснити рiзними способами.
Одним з можливих пiдходiв є паралельний су-
матор: припустимо, що в множинi S мiститься
2k − 1 змiнних (k > 2). Якщо це не так, ми
можемо збiльшити кiлькiсть змiнних до потрi-
бної, додавши деяку кiлькiсть хибних змiнних
та спростивши отриманi наприкiнцi вирази. Ба-
зовий випадок k = 2 розв’яжемо за допомогою
суматора. Суматор P (a1, a2, a3, b0, b1) – це логi-
чний вираз, який приймає iстинне значення тодi
й лише тодi, коли число, задане двiйковим за-
писом b1b0, дорiвнює кiлькостi iстинних змiнних
серед a1, a2, a3. Суматор можна записати у ви-
глядi наступної КНФ:

(b̄0 ∨ a1 ∨ a2 ∨ a3) ∧ (b0 ∨ ā1 ∨ ā2 ∨ ā3)∧
(b̄0 ∨ a1 ∨ ā2 ∨ ā3) ∧ (b0 ∨ ā1 ∨ a2 ∨ a3)∧
(b̄0 ∨ ā1 ∨ a2 ∨ ā3) ∧ (b0 ∨ a1 ∨ ā2 ∨ a3)∧
(b̄0 ∨ ā1 ∨ ā2 ∨ a3) ∧ (b0 ∨ a1 ∨ a2 ∨ ā3)∧
(b̄1 ∨ a2 ∨ a3) ∧ (b̄1 ∨ a1 ∨ a3) ∧ (b̄1 ∨ a1 ∨ a2)∧
(b1 ∨ ā2 ∨ ā3) ∧ (b1 ∨ ā1 ∨ ā3) ∧ (b1 ∨ ā1 ∨ ā2).

(2)

Нехай тепер в S є 2k+1 − 1 змiнних, i ми
отримали двiйковий запис кiлькостi iстинних
змiнних серед перших 2k − 1 змiнних S в змiн-
них ak−1ak−2 . . . a1a0, двiйковий запис кiлькостi
iстинних змiнних серед наступних 2k − 1 змiн-
них S в змiнних bk−1bk−2 . . . b1b0, s — остання
змiнна в S. Тодi ми можемо задати додавання
«в стовпчик» за допомогою суматорiв, зiбравши
в ckck−1 . . . c1c0 двiйковий запис кiлькостi iстин-
них змiнних в S (pi – допомiжнi змiннi):

P (s, a0, b0, c0, p1) ∧
P (p1, a1, b1, c1, p2) ∧
. . .

P (pk−2, ak−2, bk−2, ck−2, pk−1) ∧
P (pk−1, ak−1, bk−1, ck−1, ck).

(3)

Таким чином, за допомогою каскаду сумато-
рiв можна обчислити двiйковий запис кiлькостi
iстинних змiнних в S.

Записавши наведенi умови як КНФ на наборi
булевих змiнних, можна скористатися iснуючи-
ми програмами розв’язання задач SAT для по-
шуку блок-схеми з заданими параметрами. Для
прискорення пошуку, особливо в випадку не-
обхiдностi доведення неiснування блок-схеми з
заданим набором параметрiв, корисно врахува-
ти iнварiантнiсть задачi вiдносно перестановок
елементiв рядкiв та стовпчикiв матрицi iнциден-
тностi. В [10] вводиться поняття канонiчної ма-
трицi iнцидентностi – лексикографiчно макси-
мальної матрицi iз тих, що отримуються iз да-
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ної перестановками рядкiв та стовпчикiв. Пов-
на перевiрка канонiчностi матрицi є складною,
проте легко записати перевiрку наслiдку з ка-
нонiчностi – лексикографiчної впорядкованостi
за спаданням рядкiв та стовпчикiв матрицi.

Умова «рядок (стовпчик) a1, a2, . . . , an ле-
ксикографiчно бiльший за рядок (стовпчик)
b1, b2, . . . bn» може бути записана таким чином:
введемо змiннi ci = ai ⇔ bi, за допомогою на-
ступних КНФ

(ci ∨ ai ∨ bi) ∧ (ci ∨ āi ∨ b̄i) ∧
(c̄i ∨ ai ∨ b̄i) ∧ (c̄i ∨ āi ∨ bi).

(4)

Тепер для кожного i вiд 1 до n запишемо за-

перечення для умови
i−1∧
j=1

(aj ⇔ bj) ∧ (ai < bi):

c̄1 ∨ c̄2 ∨ . . . ∨ c̄i−1 ∨ ai ∨ b̄i. (5)

Кон’юнкцiя умов виду (4) та (5) задає умову
впорядкування двох рядкiв (стовпчикiв).

Для розв’язання задач SAT використовува-
лась програма CryptoMiniSAT [13]. Час роботи
програми при розв’язаннi окремих задач пошу-
ку блок-схем наведено в таблицi. Випадки, ко-
ли програма не завершувала роботу протягом
10 годин, в таблицi позначенi знаком ’–’.

У процесi зведення задачi пошуку блок-
схеми до SAT задачi значну складнiсть стано-
вить запис умови «В множинi S є рiвно t iстин-
них змiнних». Виявляється, подiбнi умови часто
з’являються в практичних задачах, що спричи-
нило iнтерес до розгляду задач псевдобулевої
здiйсненностi (PBS). В цих задачах логiчнi змiн-
нi xi розглядаються як змiннi, що можуть при-
ймати два цiлочисленнi значення 0 та 1, i задача
записується як кон’юнкцiя лiнiйних обмежень
вигляду ∑

aixi 6 c, (6)

де ai та c — деякi цiлi константи. Для зручностi
зазвичай дозволяється використовувати також
обмеження вигляду∑

aixi = c, (7)

якi можуть бути записанi як пара обмежень∑
aixi 6 c,∑
−aixi 6 −c.

Хоча програми для розв’язання PBS задач
не настiльки розвиненi, як для SAT задач, зна-
чне спрощення умови дозволяє ефективно їх ви-
користовувати для пошуку блок-схем.

При зведеннi задачi пошуку блок-схеми з за-
даними параметрами до PBS задачi умови ви-
гляду «В множинi S є рiвно t iстинних змiнних»
кодуються як одна умова∑

x∈S
x = t , (8)

тому єдину проблему становить задання дода-
ткових змiнних yi1,i2,j = xi1,j ∧ xi2,j , якi можна
задати наступною системою обмежень

yi1,i2,j − xi1,j 6 0,

yi1,i2,j − xi2,j 6 0,

xi1,j + xi2,j − yi1,i2,j − 1 6 0.

(9)

Для задання умови впорядкування ма-
трицi iнцидентностi умова рядок (стовпчик)
a1, a2, . . . , an, лексикографiчно бiльший за ря-
док (стовпчик) b1, b2, . . . bn, може бути записана
як

n∑
i=1

2n−ibi +
n∑

i=1

(−2n−i)ai 6 0. (10)

Для розв’язання задач PBS використовува-
лась програма RoundingSAT [14]. Час роботи
програми при розв’язаннi окремих задач пошу-
ку блок-схем наведено в таблицi. Незважаючи
на бiльшу простоту програми, спрощення си-
стеми умов дозволяє знаходити (або доводити
неiснування) блок-схеми за значно менший час.
Додавання умови впорядкування незначно при-
скорює знаходження блок-схем, проте iстотно
зменшує час доведення неiснування блок-схем,
при використаннi як PBS, так i SAT. На жаль,
жоден з варiантiв не дав можливостi довести не-
iснування блок-схеми (15, 21, 7, 5, 2) – наймен-
шого набору параметрiв, для якого доведення
неiснування блок-схуми не є тривiальним.
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блок- SAT PBS
схема без впор. з впор. без впор. з впор.

(16, 16, 6, 6, 2) 2.3 2.4 0.4 0.4
(21, 21, 5, 5, 1) 2.9 2.7 0.1 0.1
(25, 30, 6, 5, 1) 8.0 6.0 0.4 0.3
(31, 31, 6, 6, 1) 67.5 10.7 0.6 0.2
(8, 14, 7, 3, 3) 49.7 2.0 3.6 0.1
(16, 13, 6, 4, 2) – 19.5 – 4.8

Таблиця 1. Час (в секундах) до знаходження блок-схеми з вiдповiдними параметрами (у верхнiй частинi
таблицi), та доведення неiснування блок схеми з вiдповiдними параметрами (у нижнiй частинi таблицi)
для рiзних способiв задання задачi. Використовувалась система Ubuntu Linux з процесором Intel Core

i7-2630QM

Контрприклад до дуальної леми
однорiдностi

Пiсля доведення леми однорiдностi автори
роботи [1] ставлять питання – чи виконується
дуальна лема однорiдностi? Тобто, чи для будь-
яких двох блокiв b1, b2, що є прообразами де-
яких блокiв, при неперервному вiдображеннi f
виконується |{b ∈ B|f−1(b) = b1}| = |{b ∈
∈ B|f−1(b) = b2}|. Якщо б дуальна лема одно-
рiдностi виконувалась, то кожна неперервна на
блок-схемi функцiя породжувала б iншу блок-
схему. Проте ця лема не завжди справджується.
В цьому роздiлi будується приклад блок-схеми
i неперервної функцiї на нiй, для яких твердже-
ння дуальної леми не виконуєтся.

Щоб не переобтяжувати пояснення в цьому
роздiлi, вважатимемо, що в блок-схемах блоки
можуть повторюватися. Зрештою ми покажемо,
що можна побудувати контрприклад, в якому
блоки не будуть повторюватися.

Перед побудовою контрприкладу зазначимо,
що виконуються наступнi твердження.
Твердження 8. При перестановцi елементiв
σ(V ) (в блоках) блок-схеми S = (V,B) отрима-
ємо блок-схему S1 = (V,B1).
Доведення. При перестановцi елементiв блок-
схеми множина елементiв не змiнюється, а в
блоках вiдбувається перепозначення елементiв,
що не змiнює кiлькiсть елементiв в блоках, кiль-
кiсть блокiв, що мiстять довiльний елемент i
кiлькiсть блокiв, що мiстять довiльну пару еле-
ментiв.
Твердження 9. Якщо маємо двi блок-схеми:

S1 = (V,B1) з параметрами (v, b1, r1, k, λ1)
та

S2 = (V,B2) з параметрами (v, b2, r2, k, λ2),
з однаковою множиною елементiв V i однако-
вою кiлькiстю елементiв в блоках k, то при
об’єднаннi (множин блокiв) отримаємо блок-
схему S = (V,B) з параметрами

(v, b1 + b2, r1 + r2, k, λ1 + λ2)

Доведення. В результуючiй блок-схемi множи-
на блокiв B = B1

⋃
B2.

Довiльний елемент з V належав r1 блокам з
B1 та r2 блокам з B2, тому вiн належить r1 + r2
блокам з B.

Довiльна пара елементiв належала λ1 бло-
кам з B1 та λ2 блокам з B2, тому вона належить
λ1 + λ2 блокам з B.
Зауваження 1. Блок-схему, отриману в твер-
дженнi 1, позначатимемо σ(S). Ту, що отримана
в твердженнi 2, позначатимемо S1 ∪ S2.

За основу вiзьмемо блок-схему 31 з додатку
1 [2]. Це симетрична (25,25,9,9,3)-схема, в якiй є
3-арка з 7 елементiв A.

Базова схема: S0 = (V,B0), де V =
= {0, 1, ..., 24},

3-арка: A = { 0 , 1 , 2 , 9 , 13 , 16 , 24 }

B0 = {{ 0 , 1 , 2 , 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{ 2 , 4, 6, 12, 13 , 19, 20, 22, 24 },

{ 1 , 4, 7, 9 , 10, 11, 12, 13 , 14},

{ 2 , 5, 8, 11, 13 , 14, 15, 21, 24 },

{ 2 , 4, 6, 9 , 11, 15, 16 , 17, 18},
{6, 7, 8, 10, 11, 15, 19, 20, 23},

{ 2 , 3, 7, 9 , 14, 16 , 19, 20, 21},

{ 0 , 1 , 2 , 11, 14, 18, 19, 22, 23},
{3, 4, 5, 10, 14, 15, 18, 20, 22},

{ 0 , 1 , 2 , 10, 12, 15, 17, 20, 21},

{ 2 , 5, 8, 9 , 10, 12, 16 , 22, 23},

{ 2 , 3, 7, 10, 13 , 17, 18, 23, 24 },

{ 0 , 3, 6, 10, 11, 13 , 16 , 21, 22},

{ 0 , 3, 6, 9 , 12, 14, 15, 23, 24 },

{ 1 , 4, 7, 15, 16 , 21, 22, 23, 24 },
{6, 7, 8, 12, 14, 17, 18, 21, 22},

{ 1 , 3, 8, 11, 12, 16 , 18, 20, 24 },

{ 0 , 4, 8, 13 , 14, 16 , 17, 20, 23},

{ 1 , 5, 6, 9 , 13 , 18, 20, 21, 23},

{ 0 , 5, 7, 9 , 11, 17, 20, 22, 24 },
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{ 1 , 5, 6, 10, 14, 16 , 17, 19, 24 },
{3, 4, 5, 11, 12, 17, 19, 21, 23},

{ 1 , 3, 8, 9 , 13 , 15, 17, 19, 22},

{ 0 , 4, 8, 9 , 10, 18, 19, 21, 24 },

{ 0 , 5, 7, 12, 13 , 15, 16 , 18, 19}}

Оберемо функцiю f на елементах базової схе-
ми так, щоб область значень f збiгалася з A i
кожен елемент з областi значень був образом
трьох рiзних елементiв (при виборi f має вико-
нуватись умова ∀v ∈ A, f(v) = v).

f :=



0, 3, 6→ 0
1, 4, 7→ 1
2, 5, 8→ 2

9, 12, 13→ 9
11, 13, 21→ 13
10, 16, 22→ 16
14, 15, 24→ 24

(11)

Нехай L – множина всiх непустих перетинiв
блокiв базової блок-схеми з A.

L = {{0, 1, 2}, {0, 13, 16}, {0, 9, 24}, {1, 9, 13},
{1, 16, 24}, {2, 13, 24}, {2, 9, 16}} .

Як видно, кожна множина з L зустрiчається в
трьох блоках з B.

Крок 1
Оберемо перестановку елементiв множини

A, яка лишає на мiсцi деякi, але не всi множини
з L, та довiльну перестановку множини V \A.

σ1 =

(
0 1 2 9 13 16 24
0 1 13 9 2 16 24

)
(

3 4 5 7 8 10 17 21 22
10 3 21 17 7 8 5 22 4

)
(

6 11 12 14 15 18 19 20 23
11 20 19 23 14 15 6 18 12

)

Пiд дiєю цих двох перестановок базисна
блок-схема S0 = (V,B0) перейде в iзоморфну
їй схему S1 = (V,B1). S2 = S0 ∪ S1 буде (25,
50, 18, 9, 6)-схемою, для якої A буде 3-аркою,
такою, що деякi непорожнi b ∩A будуть зустрi-
чатись 3 рази (тi елементи з L, якi не зберiгаю-
ться при перестановцi, тобто мiстять рiвно один
з елементiв 2 або 13), а деякi 6 разiв (елементи
з L, якi зберiгаються при пiдстановцi). Нехай
L2 = {b ∩A|b ∈ B2, b ∩A 6= ∅}.
Твердження 10. Розглянемо блок схему S =
= (B, V ) i часткове вiдображення f на V . Не-
хай A = f(V ), L = {b∩A|b ∈ B, b∩A 6= ∅}. Для
того, щоб f було неперервним на S, необхiдно
i достатньо, щоб ∀l ∈ L, f−1(l) ∈ B.

Доведення.

f– неперервна ≡ ∀b ∈ B, f−1(b) ∈ B ∪ {∅}
≡ ∀b ∈ B, f−1(b ∩A) ∈ B ∪ {∅}
≡ ∀l ∈ L, f−1(l) ∈ B

Для того, щоб f була неперервною на S2, не-
обхiдно i достатньо, щоб ∀l ∈ L2, f

−1(l) ∈ B2.
У разi, якщо це справджується, ми побудували
контрприклад (в якому деякi прообрази є про-
образами трьох елементiв B, а деякi – шести).

Крок 2
В iншому випадку розширимо блок-схему

так, щоб функцiя f стала неперервною, насту-
пним чином:

Розглянемо елемент l ∈ L2, f
−1(l) 6∈ B2. По-

значимо l̄ = f−1(l) та оберемо bl – один з елемен-
тiв B2, що мiстить l. Так як l̄ i bl вiдрiзняються
лише в елементах з V \A, то iснує перестановка
V \A, що переводить bl в l̄. Ця перестановка пе-
реводить S2 в iзоморфну схему Sl. Отримаємо
(25, 100, 36, 9, 12)-схему S3 = (V,B3 = B2 ∪Bl),
в якiй A лишається 3-аркою, L3 = {b ∩ A|b ∈
∈ B3} = L2, деякi елементи L3 зустрiчаються
шiсть разiв, а деякi — дванадцять, але тепер l
має прообраз в B3. Далi, якщо iснує iнше l ∈
∈ L2 таке, що f−1(l) 6∈ B3, дiємо аналогiчно,
будуючи (25, 150, 54, 9, 18)-схему S4, i так да-
лi. За скiнченну кiлькiсть крокiв (адже множин
в L2 скiнченна кiлькiсть) побудуємо схему Sk,
на якiй f буде неперервною, але кратнiсть про-
образiв буде рiзною.

Очевидно, що для доведення коректностi на-
веденого алгоритму необхiдно довести, що на
кожному кроцi можливо обрати перестановку
так, щоб виконувалась умова Bi ∩ Bl = ∅. За-
мiсть наведення такого доведення наведемо пе-
рестановки, використання яких дає можливiсть
побудувати (25, 350, 126, 9, 42)-схему без повто-
рюваних блокiв, для якої не виконується твер-
дження дуальної однорiдної леми:

σ1 =

(
0 1 2 9 13 16 24
0 1 13 9 2 16 24

)
(

3 4 5 7 8 10 17 21 22
10 3 21 17 7 8 5 22 4

)
(

6 11 12 14 15 18 19 20 23
11 20 19 23 14 15 6 18 12

)
S1 =σ1(S0)

S2 =S1 ∪ S0

σ2 =

(
3 4 5 6 7 8 10 12 15 19 23
19 23 8 3 12 10 7 4 6 5 15

)
(

11 14 17 18 20 21 22
21 11 18 20 22 17 14

)
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σ3 =

(
3 11 18 19
19 18 3 11

)(
4 7 15
15 4 7

)
(

5 6 8 12 14 21 22
21 5 12 6 8 22 14

)
(

10 17 20 23
20 23 17 10

)
σ4 =

(
3 6 7 10 11 15 21 22
11 22 6 3 21 10 7 15

)
(

4 5 8 12 14 17 18 19 20 23
12 17 19 14 8 4 20 23 5 18

)
σ5 =

(
3 4 7 10 12 17 18 20 22
4 22 3 17 20 12 10 7 18

)
(

5 6 8 11 14 15 19 21 23
21 11 5 15 19 14 8 6 23

)
σ6 =

(
3 4 8 10 20 22
10 4 8 20 22 3

)
(

5 6 11 12 15 17 23
11 15 12 6 23 5 17

)
(

7 14 18 19 21
19 21 7 14 18

)
σ7 =

(
3 11 12 15 17 18 19 21 23
19 3 21 15 11 12 23 17 18

)
(

4 5 6 7 8 10 14 20 22
5 7 4 14 10 6 20 22 8

)
S =S2 ∪ σ2(S2) ∪ σ3(S2) ∪ σ4(S2)

∪ σ5(S2) ∪ σ6(S2) ∪ σ7(S2)

На отриманiй (25, 350, 126, 9, 42)-схемi S =
= (V,B), часткове вiдображення f є неперерв-
ним (за побудовою i твердженням 10). При цьо-
му прообрази тих елементiв з L2, якi зберiгаю-
ться при перестановцi σ1, будуть прообразами
42 блокiв з B, а прообрази тих елементiв з L2,
якi не зберiгаються при перестановцi σ1, будуть
прообразами 21 блока з B. Отже, блок-схема S
є контрприкладом до дуальної гiпотези однорi-
дностi.

Варто зазначити, що за побудовою наведе-
ний кортрприклад є складеною блок-схемою
(множину блокiв можна розбити на двi пiдмно-
жини, що самi утворюють блок схеми з тiєю
ж множиною елементiв). Властивостi складе-
них блок-схем ми розглянемо бiльш детально в
наступному роздiлi.

Перевiрка блок схем на складенiсть.
Необхiднi умови

За побудовою, множина блокiв контрприкла-
ду в попередньому роздiлi може бути розбита
на набiр пiдмножин, кожна з яких сама по со-
бi також задає блок-схему на тiй самiй множинi
елементiв. Назвемо такi блок-схеми, якi можна
представити у виглядi S = S1 ∪ S2, складени-

ми. Постає питання, як для заданої блок-схеми
S перевiрити, чи є вона складеною.

Очевидно, що блок-схема S є складеною то-
дi та тiльки тодi, коли деяка пiдмножина її бло-
кiв утворює блок-схему S1 на тiй самiй множинi
вершин (блоки, що не увiйшли в S1, утворюва-
тимуть блок-схему S2).
Твердження 11. Якщо блок-схема з параме-
трами (v, b, r, k, λ) є складеною, то числа b, r i
λ мають спiльний дiльник вiдмiнний вiд 1.
Доведення. Якщо блок-схема з параметрами
(v, b, r, k, λ) є складеною, то iснує блок схема з
параметрами (v, b1, r1, k, λ1), b1 < b, r1 < r, λ1 <
< λ, складена з певної пiдмножини блокiв по-
чаткової блок-схеми. Тодi виконуються умови

bk = vr , r(k − 1) = λ(v − 1) ,

b1k = v1r , r1(k − 1) = λ1(v − 1) .

Звiдси випливає, що вектори (b, r, λ) та
(b1, r1, λ1) колiнеарнi.

Використовуючи алгоритм Евклiда, можна
знайти такий вектор (b0, r0, λ0), що (b, r, λ) =
= c(b0, r0, λ0), (b1, r1, λ1) = c1(b0, r0, λ0), c, c1 ∈
∈ N. Оскiльки b > b1, c > c1 > 1, отже b, r, i λ
мають спiльний дiльник c вiдмiнний вiд 1.

Назвемо розширеною матрицею iнцидентно-
стi блок-схеми матрицю, в якiй до рядкiв ма-
трицi iнцидентностi, що вiдповiдають елемен-
там блок-схеми, додано v(v − 1)/2 рядкiв, що
вiдповiдають парам елементiв — елемент матри-
цi в рядку, що вiдповiдає парi елементiв i1 та i2
в j-ому стовпчику дорiвнює одиницi, якщо vi1 ∈
∈ bj ∧ vi2 ∈ bj , та нулю в iншому випадку.

Нехай блок-схема S з параметрами
(v, b, r, k, λ) має розширену матрицю iн-
цидентностi A′. Пiдмножина блокiв блок-
схеми S утворює блок-схему S1 параметрами
(v, b1, r1, k, λ1) тодi i тiльки тодi, коли iснує ве-
ктор β = (β1, β2, . . . , βb), βi ∈ 0, 1 такий, що
A′β = γ1, де γ1 = (r1, . . . , r1, λ1, . . . , λ1) — ве-
ктор з v елементiв r1 та v(v − 1)/2 елементiв
λ1. Це, зокрема, означає, що задача перевiрки
блок-схеми на складенiсть може бути зведена
до PBS задачi з b невiдомими.
Твердження 12. Якщо блок-схема з розшире-
ною матрицею iнцидентностi A′ є складеною,
то rankA′ < b.
Доведення. Якщо блок схема S з параметра-
ми (v, b, r, k, λ) i розширеною матрицею iнциден-
тностi A′ є складеною, то деяка пiдмножина її
блокiв утворює блок-схему S1 з параметрами
(v, b1, r1, k, λ1), причому з доведення тверджен-
ня 11

b1
b

=
r1
r

=
λ1
λ

Нехай β — вектор з b одиниць, γ — вектор з v
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елементiв r та v(v − 1)/2 елементiв λ, β1 — ве-
ктор з b елементiв, i-й елемент якого дорiвнює
1, якщо вiдповiдний блок S належить S1 та 0, в
iншому випадку, γ1 - вектор з v елементiв r1 та
v(v − 1)/2 елементiв λ1. Тодi A′β = γ , A′β1 =
= γ1, але γ1 = (b1/b)γ, тому A′ (β1 − (b1/b)β) =
= 0, тобто рiвняння A′x = 0 має нетривiальний
розв’язок, отже, rankA′ < b.

Висновки

У роботi розглянуто поняття неперервного
часткового вiдображення на системi iнциден-
тностi та наведено деякi їх загальнi властиво-
стi, основна з яких — iзоморфнiсть простору
неперервних часткових вiдображень на систе-
мi iнцидентностi i трансляцiйної оболонки на-
пiвгрупи, породженої цiєю системою, розгляну-
то формальне визначення поняття блок-схеми
та властивостi неперервних часткових вiдобра-
жень, заданих на блок-схемах.

Основним результатом, одержаним у роботi,
є контрприклад до дуальної леми однорiдностi,
справедливiсть якої цiкавила авторiв роботи [1].
Отриманий контрприклад побудовано шляхом
задання часткового вiдображення f на початко-

вiй блок-схемi S0 та побудови складеної блок-
схеми з iзоморфних копiй S0, на якiй вiдобра-
ження f буде неперервним. З огляду на викори-
стання складеної блок-схеми в якостi контрпри-
кладу, було дослiджено властивостi складених
блок-схем, зокрема наведено двi необхiднi умо-
ви складеностi блок-схеми. Цiкавим є питання
визначення властивостей часткового вiдображе-
ння f , якi дозволяють побудувати таку блок-
схему S, що f є неперервним на S, та алгоритму
побудови такої блок-схеми в загальном випадку.
Також вiдкритим лишається питання iснування
неперервних функцiй на простих блок-схемах,
для яких не виконується дуальна лема про не-
перервнiсть, як i питання про мiнiмальний кон-
трприклад.

Також в роботi було розглянуто використа-
ння стандартних алгоритмiв розв’язання SAT
проблем i псевдобулевих проблем для зада-
чi побудови або доведення неiснування блок-
схеми з заданими параметрами. Побудовано ал-
горитм зведення задачi побудови блок-схеми з
довiльними параметрами до булевої формули в
кон’юктивнiй нормальнiй формi та системи лi-
нiйних псевдобулевих нерiвностей.
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Y. Kochubinska, H. Chelnokova

CONTINUOUS PARTIAL MAPS ON BLOCK DESIGNS

This paper studies the properties of balanced incomplete block designs – the systems of k-element
subsets (blocks) of some finite set of elements, such that every element is included in r blocks, and
every pair of elements is included in λ blocks. The block designs were introduced for the planning of
statistical experiments, and since then they have found lots of other uses. One can define a continuous
partial map on a block design as a partial map for which the preimage of every block is either a block or
an empty set. The paper lists the main known properties of continuous partial maps on block designs
are listed.

One of the important properties which, in particular, provides a necessary condition for existence of
continuous partial maps on a given block design, is the homogeneous lemma: for a nonempty continuous
map on a block design the number of the elements in a (nonempty) preimage of every element is fixed
and equals to a number d, a divisor of the block size k. The dual homogeneous hypothesis conjectures
that every block which is a preimage of some other block has to be a preimage of a fixed number of
blocks. If this hypothesis holds, one would get a property for the block designs and the continuous maps
on them, which is as important as the homogeneous lemma, and it would be able to build new block
designs by taking continuous map images of other block designs. The main new result of this work is a
counterexample to the dual homogeneous hypothesis built as a composite block design – block design
whose set of blocks can be partitioned into groups, each one making a block design on the same element
set. In the last section two necessary conditions for a block design to be composite are provided.

Also a way of reduction of the search for a block designs with given parameters to the Boolean
satisfiability problem and to the pseudo-Boolean satisfiability problem is given. The paper provides
an explicit algorithm that builds a system of Boolean or pseudo-Boolean expressions equivalent to the
problem of search for a block designs is provided. Finally, it demonstrates the results of application of
existing solvers to the obtained problems.

Keywords: block designs, continuous partial maps.
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