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Анотацiя

Метою роботи є встановлення властивостей метрики Улама для

перестановок та мультиперестановок, в тому числi з’ясувати можливiсть

iснування iдеального коду на цiй метрицi.

Актуальнiсть теми: коди перестановок в метрицi Улама нещодавно

були запропонованi для використання в пристроях флеш-пам’ят. Коди

мультиперестановки пiдходять для флеш-пам’ятi, де заряди клiтин можуть

мати однаковий ранг. Змiни в зарядах клiтин проявляються як помилки,

вплив яких на отриманий сигнал можна вимiряти за допомогою вiдстанi

Улама.

Об’єктами дослiдження є коди перестановок та мультиперестановок в

метрицi Улама.

Установленi мiнiмальнi та максимальнi можливi радiуси сфер

перестановок в метрицi Улама. Дослiджено можливiсть iснування iдеальних

кодiв перестановки в метрицi Улама, розглядаючи розмiри сфери

перестановок.

Робота складається з двох роздiлiв.

Перший роздiл присвячено опису основних метематичних конструкцiй,

таких як групи, метрики, коди перестановок та наведенi необхiднi термiни з

топологiї. Наведено короткий огляд кодiв рiзних видiв.

В другому роздiлi дослiджуються властивостi кодiв перестановок у

метрицi Улама, а саме екстремуми вiдстанi Улама мiж перестановками.

Також перевiряється можливiсть iснування iдеального коду для рiзної

кiлькостi помилок.
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0
ВСТУП

Перестановки та мультиперестановки як формати представлення

iнформацiї мають довгу iсторiю, причому раннi застосування в теорiї

комунiкацiї сягають роботи Слепiана, який запропонував використовувати

коди мультиперестановки для передачi в присутностi адитивного бiлого

гауссового шуму. Зовсiм недавно Вiнк запропонував використовувати коди

перестановки в метрицi Хеммiнга для боротьби з iмпульсним шумом i

постiйним частотним шумом в електромережах. Коди перестановки знову

викликали iнтерес за останнi кiлька рокiв через їх перспективу

застосування їх в системах зберiгання даних, таких як флеш-пам’ять.

Флеш-пам’ять – це енергонезалежнi блоки зберiгання даних (тобто

блоки зберiгання, якi залишаються працездатними, коли без живлення) i

зазвичай використовуються для архiвного або довгострокового зберiгання.

Iнформацiя органiзована в блоки осередкiв, усi вони повиннi оброблятися

спiльно пiд час циклiв стирання iнформацiї. Суть пiдходу, що лежить в

основi кодування перестановок у флеш-пам’ятi, який використовує той

факт, що пам’ять складаються зi спецiально органiзованих комiрок, якi

зберiгають заряди, полягає в тому, що iнформацiя представлена у

вiдносному порядку рiвнiв заряду клiтин, а не їх абсолютних рiвнях заряду.

Цей пiдхiд, який називається модуляцiєю рангу, пом’якшує проблеми

надмiрної iн’єкцiї комiрки, зменшує необхiднiсть стирання блокiв i є бiльш

стiйким до помилок, спричинених витоком заряду. Наприклад, хоча всi

абсолютнi значення пiддаються помилкам, викликаним витоком заряду,

вiдносний порядок кiлькiсних даних може залишатися в основному

незмiнним. Припущення моделювання, що лежить в основi модуляцiї рангу,

полягає в тому, що ймовiрнi лише помилки при замiнi зарядiв сусiднiх

клiтинок. В результатi розробка коду для флеш-пам’ятi в основному

виконувалася в областi метрики Кендалла , яка враховує помилки малої

величини, що спричиняють замiну сусiднiх елементiв.



Актуальнiсть теми: коди перестановок в метрицi Улама нещодавно

були запропонованi для використання в пристроях флеш-пам’ят. Коди

мультиперестановки пiдходять для флеш-пам’ятi, де заряди клiтин можуть

мати однаковий ранг. Змiни в зарядах клiтин проявляються як помилки,

вплив яких на отриманий сигнал можна вимiряти за допомогою вiдстанi

Улама.

Метою роботи є встановлення властивостей метрики Улама для

перестановок та мультиперестановок, в тому числi з’ясувати можливiсть

iснування iдеального коду на цiй метрицi.

Об’єктами дослiдження є коди перестановок та мультиперестановок в

метрицi Улама.

Установленi мiнiмальнi та максимальнi можливi радiуси сфер

перестановок в метрицi Улама. Дослiджено можливiсть iснування iдеальних

кодiв перестановки в метрицi Улама, розглядаючи розмiри сфери

перестановок.

Робота складається з двох роздiлiв.

Перший роздiл присвячено опису основних метематичних конструкцiй,

таких як групи, метрики, коди перестановок та наведенi необхiднi термiни з

топологiї. Наведено короткий огляд кодiв рiзних видiв.

В другому роздiлi дослiджуються властивостi кодiв перестановок у

метрицi Улама, а саме екстремуми вiдстанi Улама мiж перестановками.

Також перевiряється можливiсть iснування iдеального коду для рiзної

кiлькостi помилок.
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2
1 ОСНОВНI ТЕОРЕТИЧНI ДАНI

1.1 Групи пiдстановок

На початку i в серединi 19 столiття групи перестановок були єдиними

групами, якi дослiджували математики. Поняття групи вперше ввiв Ґалуа

(1831 р.), хоча в неявному виглядi комутативнi групи зустрiчалися вже в

Лагранжа i Ґауса. Пiсля робiт Кошi про пiдстановки (1847 р.) дослiдження

груп (головним чином — груп пiдстановок) починають наростати. У 1870 р.

виходить знаменитий трактат Жордана про групи пiдстановок, але тут

теорiя груп розглядалась лише в обсязi, необхiдному для дослiдження

розв’язностi рiвнянь у радикалах. Лише приблизно в 1850 роцi Кейлi ввiв

поняття абстрактної групи, i пройшла ще чверть столiття, перш нiж iдея

мiцно закрiпилася.

1.1.1 Групи

Визначення 1.1. Бiнарною дiєю (або просто дiєю) * на непорожнiй

множинi 𝑀 називається довiльне вiдображення * : 𝑀𝑀 → 𝑀 . Результат

застосування дiї * до пари (𝑎, 𝑏) позначається 𝑎 * 𝑏. Синонiмом до термiну

“дiя” є слово “операцiя”.

Визначення 1.2. Множина 𝑀 iз заданим на нiй певним набором

алгебричних дiй (𝜔𝑖)𝑖∈𝐼 (можливо, рiзної арностi) називається алгебраїчною

структурою (алгебричною системою або унiверсальною алгеброю), множина

𝑀 — її носiєм, а набiр 𝜔𝑖|𝑖 ∈ 𝐼 — її типом. Зазвичай позначається (𝑀 ;

(𝜔𝑖)𝑖∈𝐼).

Серед властивостей дiй вiдмiтимо такi:

– дiя * на множинi M називається асоцiативною, якщо для довiльних

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑀 (𝑎 * 𝑏) * 𝑐 = 𝑎 * (𝑏 * 𝑐);
– дiя * на множинi M називається комутативною, якщо для довiльних



𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀𝑎 * 𝑏 = 𝑏 * 𝑎;
– дiя * на множинi M називається скоротною злiва (справа), якщо для

довiльних 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑀 з рiвностi 𝑐 * 𝑎 = 𝑐 * 𝑏 (вiдповiдно 𝑎 * 𝑐 = 𝑏 * 𝑐) випливає

рiвнiсть a = b.

Визначення 1.3. Клас сполученостi — множина елементiв групи 𝐺,

утворена з елементiв, сполучених заданим 𝑔 ∈ 𝐺, тобто всiх елементiв виду

ℎ𝑔ℎ−1, де ℎ - довiльний елемент групи 𝐺. Клас сполученостi елемента 𝑔 ∈ 𝐺

може позначатися [𝑔] 𝑔𝐺Cl(𝑔).

Елементи 𝑔1 i 𝑔2 групи 𝐺 називаються сполученими, якщо iснує елемент

ℎ ∈ 𝐺, для якого ℎ𝑔1ℎ
−1 = 𝑔2. Сполученiсть є вiдношенням еквiвалентностi,

тому розбиває 𝐺 на класи еквiвалентностi, це, зокрема, означає, що кожен

елемент групи належить в точностi одному класу сполученостi, i класи [𝑔1]

i [𝑔2] збiгаються тодi i тiльки тодi, коли 𝑔1 i 𝑔2 пов’язанi, i не перетинаються

iнакше.

– Нейтральний елемент завжди утворює свiй власний клас [𝑒] = {𝑒}
– Якщо 𝐺 — абелева, то ∀𝑔 ℎ ∈ 𝐺𝑔ℎ𝑔−1 = ℎ, таким чином [𝑔] = {𝑔} для

всiх елементiв.

– Якщо два елементи 𝑔1 i 𝑔2 групи 𝐺 належать тому самому класу

спряженостi, то вони мають однаковий порядок.

Алгебрична структура (𝑀 ; *) називається напiвгрупою, якщо дiя * на

множинi 𝑀 є асоцiативною. Напiвгрупа з нейтральним елементом

називається напiвгрупою з одиницею або моноїдом. Якщо дiя ще й

комутативна, то напiвгрупа називається комутативною або абелевою.

Визначення 1.4. Моноїд, в якому кожен елемент є оборотним,

називається групою. Iншими словами, група (𝐺; *) — це непорожня

множина G з бiнарною дiєю *, яка задовольняє такi умови (аксiоми групи) :

1) асоцiативнiсть: для довiльних 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺(𝑎 * 𝑏) * 𝑐 = 𝑎 * (𝑏 * 𝑐);
2) iснування нейтрального елемента: iснує такий елемент 𝑒 ∈ 𝐺, що для

довiльного 𝑎 ∈ 𝐺𝑎 * 𝑒 = 𝑒 * 𝑎 = 𝑎;

3) оборотнiсть: для кожного 𝑎 ∈ 𝐺 iснує такий елемент 𝑎−1 ∈ 𝐺, що

𝑎 * 𝑎−1 = 𝑎−1 * 𝑎 = 𝑒.
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Група — одне з найважливiших понять сучасної алгебри, яке має

численнi застосування у багатьох сумiжних дисциплiнах. Здебiльшого група

виникає як множина всiх перетворень (симетрiй) деякої структури.

Результатом послiдовного застосування двох перетворень буде знову деяке

перетворення.

Поняття абстрактної групи є узагальненням груп симетрiй i

визначається як множина iз операцiєю множення (композицiї), що

задовольняє певним аксiомам (асоцiативностi, iснування нейтрального та

оберненого елемента). У застосуваннях математики групи часто виникають

як засiб систематично описувати симетрiї рiзного ґатунку або як групи

перетворень.

1.1.2 Перестановки

Алфавiт - скiнченна множина A, |A| ≥ 2, елементи якого називаються

лiтерами (або символами). Рядок (або слово) є послiдовнiсть букв над даним

кiнцевим алфавiтом A. Безлiч всiх кiнцевих послiдовностей над алфавiтом A
позначається як W(A).

Пiдрядок (або ланцюжок, блок) рядка = 1,..., 𝑛 - будь-яка

пiдпослiдовнiсть змiнних елементiв 𝑖𝑖+1...𝑥𝑘 з 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Префiксом

рядка 1...𝑛 є будь-який його пiдрядок, що починається з 1; суфiкс - будь-яка

його пiдрядок, що закiнчується на 𝑛. Якщо рядок є частиною тексту, то

роздiловi знаки (пробiл, точка, кома тощо) додаються до алфавiту A.

Вектор – будь-яка скiнченна послiдовнiсть iз дiйсних чисел, тобто,

скiнченний рядок над безкiнечним алфавiтом R. Вектором частот (або

дискретним розподiлом ймовiрностей) є будь-який рядок 𝑥1...𝑥𝑛, з усiма

𝑖 ≥ 0 i
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖 = 1. Перестановка (чи ранжування) - будь-який рядок

𝑥1...𝑥𝑛, у якому все 𝑥𝑖 - рiзнi числа множини 1...𝑛.

Перестановкою (чи ранжуванням) називається будь-яка рядок 1...𝑥𝑛,

де 𝑖 - рiзнi числа множини 1...𝑛; перестановка зi знаком - будь-який рядок
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1...𝑛’
де |𝑖| - рiзнi числа з множини 1...𝑛. Позначимо через (𝑆𝑦𝑚𝑛, ·,𝑖𝑑) групу

всiх перестановок множини 1...𝑛, де 𝑖𝑑 - тотожне вiдображення. Звуження

на безлiч 𝑆𝑦𝑚𝑛, (всiх 𝑛-перестановних векторiв) будь-якої метрики на R𝑛 є

метрикою на 𝑆𝑦𝑚𝑛; основним прикладом служить 𝑙𝑝-метрика

(
∑︀𝑛

𝑖=1 |𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|𝑝)1/𝑝, 𝑝 ≥ 1.

Основними операцiями редагування на перестановках є:

1) Транспозицiя блоку, тобто перемiщення пiдрядка.

2) Перемiщення символу, тобто транспозицiя блоку, що складається iз

одного символу.

3) Своп символiв, тобто перестановка подекуди двох сусiднiх символiв.

4) Обмiн символiв, тобто перестановка мiсцями будь-яких двох

символiв (у теорiї груп це називається транспозицiєю).

5) Однорiвневий обмiн знакiв, тобто обмiн символiв 𝑥𝑖 i 𝑗, 𝑖 < 𝑗 таких,

що для будь-якого 𝑘 з 𝑖 < 𝑘 < 𝑗 виконується або min{𝑖, 𝑗} > 𝑥𝑘 або

𝑥𝑘 < max{𝑖, 𝑗}.
6) Реверсiя блоку, тобто перетворення, скажiмо, перестановки = 1...𝑥𝑛,

на перестановку 1...𝑥𝑖−𝑘𝑗𝑗−1...𝑖+1𝑋𝑖𝑥𝑗+1...𝑥𝑛 (так, своп – це реверсiя блоку, що

складається лише з двох символiв).

7) Реверсiя зi знаком, тобто реверсiя у перестановцi, зi знаком, з

наступним множенням на -1 всiх символiв реверсованого блоку.

Рядок (над алфавiтом
∑︀

) називається перестановкою, якщо всi її символи

рiзнi. (Це поняття, яке iнодi називають варiацiєю, розширює звичайне

поняття перестановки на випадки, коли |
∑︀

| > 𝑛, але це дещо бiльш

загальне налаштування є бiльш зручним для наших цiлей i потенцiйно

кориснiшим у додатках.)

У математицi група перестановок — це група G, елементи якої є

перестановками даної множини 𝑀 , а групова операцiя — це композицiя

перестановок у 𝐺 (якi вважаються бiективними функцiями вiд множини 𝑀

до неї самої). Група всiх перестановок множини 𝑀 є симетричною групою

𝑀 , яку часто записують як 𝑆𝑦𝑚(𝑀). Таким чином, термiн група

перестановок означає пiдгрупу симетричної групи. Якщо 𝑀 = {1, 2, ...,𝑛},
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то 𝑆𝑦𝑚(𝑀) зазвичай позначається 𝑆𝑛 i може називатися симетричною

групою з 𝑛 лiтер.

Будучи пiдгрупою симетричної групи, все, що необхiдно для того, щоб

набiр перестановок задовольнив аксiомам групи i був групою перестановок,

це те, щоб вiн мiстив тотожну перестановку, обернену перестановку кожної

мiститься в нiй, i був закритий за композицiєю його перестановки. Загальна

властивiсть скiнченних груп означає, що скiнченна непорожня пiдмножина

симетричної групи є групою тодi i тiльки тодi, коли вона закрита щодо

групової операцiї.

1.1.3 Мультиперестановка

Будемо використовувати такi позначення та визначення. Будемо

вважати, що 𝑛 i 𝑟 є цiлими додатними числами, а 𝑟 дiлить 𝑛. Символ [𝑛]

позначає набiр цiлих чисел 1, 2, . . . , n. Символ 𝑆𝑛 означає множину

перестановок (автоморфiзмiв) на [𝑛], тобто симетричну групу порядку 𝑛!.

Для перестановки 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 ми використовуємо позначення 𝜎 = [𝜎(1), 𝜎(2), . .

. , 𝜎(𝑛)], де для всiх 𝑖 ∈ [𝑛]𝜎(𝑖) є образом 𝑖 пiд 𝜎. Зловживаючи

позначеннями, ми також можемо використовувати 𝜎 для посилання на

послiдовнiсть (𝜎(1), 𝜎(2),..., 𝜎(𝑛)) ∈ [𝑛]𝑛 . Для двох перестановок 𝜎, 𝜋 ∈ 𝑆𝑛

добуток 𝜎𝜋 визначається як (𝜎𝜋)(𝑖) = 𝜎(𝜋(𝑖)). Iншими словами, ми

визначаємо множення перестановок за композицiєю, наприклад, [2, 1, 5, 4,

3][5, 1, 4, 2, 3] = [3, 2, 4, 1, 5]. Тотожна перестановка [1, 2, . . . , n] ∈ 𝑆𝑛

позначимо через 𝑒.

𝑟-регулярна мультимножина — це мультимножина, у якiй кожен її

елемент з’являється рiвно 𝑟 разiв (тобто кожен елемент повторюється 𝑟

разiв). Наприклад, 1, 1, 2, 2, 3, 3 — це 2-регулярна мультимножина.

Мультиперестановка — це впорядкований кортеж, записи якого точно

вiдповiдають елементам мультимножини, а у випадку 𝑟-регулярної
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мультимножини ми називаємо мультиперестановку 𝑟-регулярною

мультиперестановкою. Наприклад, (3, 2, 2, 1, 3, 1) ∈ [3]6 — це 2-регулярна

мультиперестановка 1, 1, 2, 2, 3, 3. Оскiльки r-регулярнi

мультиперестановки призводять до найбiльшого потенцiйного кодового

простору, у цiй роботi ми розглядаємо лише 𝑟-регулярнi

мультиперестановки. Отже, термiн «мультиперестановка» завжди буде

посилатися на 𝑟-регулярну мультиперестановку.

Визначення 1.5. Вважаючи 𝜎 ∈ 𝑆𝑛, визначимо вiдповiдну

𝑟-регулярну мультиперестановку 𝑚𝑟
𝜎 таким чином: для всiх 𝑖 ∈ [𝑛] i

𝑗 ∈ [𝑛/𝑟]:

𝑚𝑟
𝜎(𝑖) := 𝑗 ⇔ (𝑗 − 1)𝑟 + 1 ≤ 𝜎(𝑖) ≤ 𝑗𝑟 (1.1)

𝑚𝑟
𝜎 := (𝑚𝑟

𝜎(1), 𝑚𝑟
𝜎(2),...,𝑚𝑟

𝜎(𝑛) ∈ [𝑛/𝑟]𝑛

Далi ми визначаємо 𝑟-регулярну вiдстань Улама. Для визначення

спочатку необхiдно визначити ⋖(𝑥, 𝑦). Данi послiдовностi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍𝑛, тодi

⋖(𝑥, 𝑦) позначає довжину найдовшої спiльної пiдпослiдовностi 𝑍 > 0,

наприклад 𝑥 i там 𝑦 (не плутати з найдовшим спiльним пiдрядком).

Точнiше, ⋖(𝑥, 𝑦) є найбiльшим цiлим числом 𝑘 ∈ Z>0, яке iснує в

послiдовностi (𝑎1, 𝑎2, ... , 𝑎𝑘), де для всiх 𝑙 ∈ [𝑘] маємо 𝑎𝑙 = 𝑥(𝑖𝑙) = 𝑦(𝑗𝑙) з

1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 < < 𝑖𝑘 ≤ 𝑛 i 1 ≤ 𝑗1 < 𝑗2 < < 𝑗𝑘 ≤ 𝑛. Наприклад, ⋖((3, 1, 2, 1, 2,

3), (1, 1, 2, 2, 3, 3)) = 4, оскiльки (1, 1, 2, 3) є загальною пiдпослiдовнiстю

обох (3, 1, 2, 1, 2, 3) i (1, 1, 2, 2, 3, 3), а його довжина дорiвнює 4. Не має

значення, що iснують iншi однаково довгi загальнi пiдпослiдовностi

(наприклад, (1, 2, 2, 3)), поки не iснує бiльше загальних пiдпослiдовностей.

Якщо 𝜎 ∈ 𝑆𝑛, то ⋖(𝜎, 𝑒) — це довжина найдовшої зростаючої

пiдпослiдовностi 𝜎, яку позначимо просто ⋖(𝜎). Аналогiчно для

𝑟-регулярної мультиперестановки 𝑚𝑟
𝜎 позначимо довжин найдовшої

неспадної пiдпослiдовностi ⋖(𝑚𝑟
𝜎, 𝑚𝑟

𝑒) 𝑚
𝑟
𝜎 просто на ⋖(𝑚𝑟

𝜎).

Визначення 1.6. Нехай 𝑚𝑟
𝜎,𝑚𝑟

𝜋 ∈ ℳ𝑟(S𝑛), тодi:

𝑑(𝑚𝑟
𝜎;𝑚

𝑟
𝜋) := 𝑚𝑖𝑛𝑑(𝜎′; 𝜋′) (1.2)
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де 𝑑(𝜎′, 𝜋′) := 𝑛−⋖(𝜎,𝜋).

1.2 Метрики на групах

Визначення 1.7. Метричним простором називається пара (𝑋, 𝑑), яка

складається з деякої множини елементiв 𝑋 i вiдстанi 𝑑 : 𝑋 ×𝑋 → 𝑅, а саме

однозначної, невiд’ємної, дiйсної функцiї 𝑑(𝑥,𝑦), визначеної для ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,

яка задовольняє такi 3 аксiоми:

1) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦 (аксiома тотожностi).

2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦,𝑥) (аксiома симетрiї).

3) 𝑑(𝑥, 𝑧) ⩽ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦,𝑧) (нерiвнiсть трикутника).

1.3 Коди та коди на пiдстановках

Для початку, опишемо одну ситуацiю, в якiй може виникнути код. Це

не єдина ситуацiя, але вона висвiтлює основнi поняття теорiї кодування. З

цiєю метою згадаємо вiдому iнженерну проблему, коли Алiса надсилає

повiдомлення Бобу. Алiса хоче надiслати повiдомлення 𝑚 з деякого набору

𝑀 можливих повiдомлень Бобу через шумовий канал. Пiд шумовим

каналом ми маємо на увазi, що повiдомлення, яке Алiса має намiр надiслати

Бобу, може бути пошкоджено (змiнене), коли воно проходить через канал.

Тип спотворення, яке може статися, залежить вiд каналу, про який йде

мова. Наприклад, можливо, Алiса хоче надiслати одне з двох можливих

повiдомлень, 0 або 1, що вiдповiдає «нi» i «так». Вона може надiслати 0, але

через шум це сприймається Бобом як 1. Або, можливо, вона надсилає 0, але

через шум жодне повiдомлення не сприймається взагалi. Звичайно, тип

можливого шуму не обмежується цими прикладами.

Замiсть того, щоб просто надсилати оригiнальне повiдомлення через
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канал, Алiса може додати до свого повiдомлення деякi допомiжнi символи

(i, можливо, взагалi змiнити формат), щоб збiльшити ймовiрнiсть того, що

воно успiшно досягне Боба. Процес додавання допомiжних символiв

називається кодуванням, а набiр 𝐶 (як правило, пiдмножина бiльшої

множини 𝑋) закодованих повiдомлень називається кодом. Члени 𝑐 ∈ 𝐶

називаються кодовими словами. Алiса передає кодове слово через канал

замiсть вихiдного повiдомлення, i в результатi шуму Боб отримує

потенцiйно змiнене слово 𝑐 на iншому кiнцi каналу. Це отримане слово

належить до деякої надмножини 𝑌 ⊆ 𝐶 можливих слiв, якi можна

отримати. Отримане слово 𝑐 потiм декодується, щоб отримати оцiнку

𝑚̂ ∈ 𝑀 вихiдного повiдомлення, надiсланого Алiсою. Якщо декодування

пройшло успiшно, то 𝑚 = 𝑚̂.

1.3.1 Лiнiйнi коди

Двiйковий код 𝐶 довжини 𝑛 — це набiр двiйкових векторiв довжини

𝑛, елементи 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑛) яких називаються кодовими словами.

Мiнiмальна вiдстань коду 𝐶 дорiвнює min{𝑑𝐻(𝑐 𝑐′) : 𝑐,𝑐′ ∈ 𝐶, 𝑐 ̸= 𝑐′}, де

𝑑𝐻(𝑐, 𝑐′) — вiдстань Хеммiнга, яка визначається як кiлькiсть координат, де 𝑐

i 𝑐′ вiдрiзняються. Розмiр (або потужнiсть) 𝐶 — це кiлькiсть кодових слiв,

якi вiн мiстить. Код з принаймнi довжиною 𝑛, розмiром 𝑀 i мiнiмальною

вiдстанню 𝑑 називається (𝑛𝑀 𝑑) кодом. Лiнiйний код довжини 𝑛 i рангу 𝑘

— це лiнiйний пiдпростiр 𝐶 з розмiрнiстю 𝑘 векторного простору F𝑛
𝑞 , де F𝑞

— скiнченне поле з 𝑞 елементами. Такий код має назву «q-нарний код».

Якщо 𝑞 = 2 або 𝑞 = 3, код описується як бiнарний або тернарний

вiдповiдно. Вектори в 𝐶 називаються кодовими словами. Розмiр коду — це

кiлькiсть кодових слiв та дорiвнює 𝑞𝑘.

Вага кодового слова — це кiлькiсть його ненульових елементiв, а

вiдстань мiж двома кодовими словами — це вiдстань Геммiнга, яка є

кiлькiстю елементiв, якi в них вiдрiзняються. Вiдстань 𝑑 лiнiйного коду —
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це мiнiмальна вага його ненульових кодових слiв або, еквiвалентно,

мiнiмальна вiдстань мiж рiзними кодовими словами. Лiнiйний код довжини

𝑛, розмiрностi 𝑘 та вiдстанi 𝑑 називається [𝑛,𝑘,𝑑] код.

Ми хочемо використовувати у F𝑛
𝑞 стандартний базис, оскiльки кожна

координата являє собою «бiт», який передається через «канал з шумом» з

деякою невеликою ймовiрнiстю помилки передачi (двiйковий симетричний

канал). Якщо використовувати якийсь iнший базис, тодi ця модель буде не

придатна, бо вiдстань Геммiнга не буде вимiрювати кiлькiсть помилок при

передачi, як нам би того хотiлося.

Лiнiйний код у теорiї кодування — код з виправленням помилок, для

якого будь-яка лiнiйна комбiнацiя кодових слiв також є кодовим словом.

Лiнiйнi коди традицiйно роздiляють на блоковi коди i згортковi коди, хоча

турбо-коди можна розглядати як гiбрид цих двох типiв. Лiнiйнi коди, в

порiвняннi з iншими кодами, дозволяють реалiзовувати бiльш ефективнi

алгоритми кодування i декодування iнформацiї.

Лiнiйнi коди використовуються при попереднiй корекцiї помилок i

застосовуються для передачi символiв (наприклад, бiт) через канал зв’язку,

так що, якщо вiдбуваються помилки в повiдомленнi, деякi помилки можуть

бути виправленi або виявленi при отриманнi блоку. Кодовi слова в

лiнiйному блоковому кодi є блоком символiв, якi кодуються з

використанням бiльшої кiлькостi символiв, нiж у даних для вiдправки.

Лiнiйний код довжини 𝑁 передає блоки, що мiстять 𝑁 символiв. Так,

наприклад, [7,4,3] код Гемiнга є лiнiйним двiйковим кодом, який

представляє 4-бiтовi повiдомлення з використанням 7-розрядних кодових

слiв. Два рiзних кодових слова розрiзняються принаймнi в трьох бiтах. Як

наслiдок, до двох помилок на кодове слово може бути виявлено i одна

помилка може бути виправлена. Цей код мiстить 24 = 16 кодових слiв.

Коди загалом часто позначаються лiтерою 𝐶, а код довжини 𝑛 i рангу

𝑘 (тобто код, який має 𝑛 кодових слiв у своїй основi та 𝑘 рядкiв у його

породжувальнiй матрицi) зазвичай називають (𝑛, 𝑘) код. Лiнiйнi коди часто

позначаються [𝑛, 𝑘, 𝑑] кодами, де 𝑑 означає мiнiмальну вiдстань коду
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Хеммiнга мiж будь-якими двома кодовими словами. ([𝑛, 𝑘, 𝑑] позначення не

слiд плутати з (𝑛, 𝑀 , 𝑑) позначенням, яке використовується для позначення

нелiнiйного коду довжиною 𝑛, розмiром 𝑀 (тобто має 𝑀 кодових слiв) та

мiнiмальною вiдстанню Хеммiнга 𝑑.)

1.3.2 Блоковi коди

Нехай кодована iнформацiя подiляється на фрагменти довжиною k

бiт, якi перетворюються в кодовi слова довжиною 𝑛 бiт, де 𝑛 > 𝑘[2]. Тодi

вiдповiдний блоковий код зазвичай позначають (𝑛, 𝑘). При цьому число

𝑅 = 𝑘/𝑛 називається швидкiстю коду. Якщо вихiднi 𝑘 бiт код залишає

незмiнними, i додає 𝑛¯𝑘 перевiрочних, такий код називається

систематичним, iнакше несистематичним.

Задати блоковий код можна по-рiзному, в тому числi таблицею, де

кожнiй сукупностi з 𝑘 iнформацiйних бiт зiставляється n бiт кодового слова.

Проте хороший код повинен задовольняти як мiнiмум таким критерiям:

– Здатнiсть виправляти якомога бiльше число помилок

– Якомога менша надмiрнiсть

– Простота кодування i декодування

Неважко бачити, що наведенi вимоги суперечать один одному. Саме тому

iснує велика кiлькiсть кодiв, кожен з яких придатний для свого кола завдань.

Практично всi використовуванi коди є лiнiйними. Це пов’язано з тим, що

нелiнiйнi коди значно складнiше дослiджувати, i для них важко забезпечити

прийнятну легкiсть кодування та декодування.
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1.3.3 Коригувальнi коди

Коригувальнi коди — коди, якi слугують для виявлення або

виправлення помилок, що виникають при передачi iнформацiї пiд впливом

завад, а також при її зберiганнi.

Для цього при запису (передачi) у кориснi данi додають спецiальним

чином структуровану надлишкову iнформацiю (контрольне число), а при

читаннi (прийомi) її використовують для того, щоб виявити або виправити

помилки. Природно, що число помилок, яке можна виправити, обмежена i

залежить вiд конкретного застосовуваного коду.

З кодами, якi виправляють помилки, тiсно пов’язанi коди виявлення

помилок. На вiдмiну вiд перших, останнi можуть тiльки встановити факт

наявностi помилки в переданих даних, але не виправити її.

В дiйсностi, використовуванi коди виявлення помилок належать до тих

же класiв кодiв, що i коди, що виправляють помилки. Фактично будь-який

код, що виправляє помилки, може бути також використаний для виявлення

помилок (при цьому вiн буде здатний виявити бiльше число помилок, нiж був

здатний виправити).

Всi завадостiйкi коди можна роздiлити на два основних класи: блоковi

i неперервнi (рекуррентнi або ланцюговi).

Як блоковi, так i неперервнi коди в залежностi вiд методiв внесення

надмiрностi роздiляються на роздiльнi i нероздiльнi.

Бiльшiсть вiдомих роздiльних кодiв складають систематичнi коди. У

цих кодiв перевiрнi символи визначаються в результатi проведення лiнiйних

операцiй над певними iнформацiйними символами. Для випадку двiйкових

кодiв кожний перевiрний символ вибирається таким, щоб його сума за

модулем два з певними iнформацiйними символами стала рiвною нулю.

Декодування зводиться до перевiрки на парнiсть певних груп символiв. У

результатi таких перевiрок дається iнформацiя про наявнiсть помилок, а в

разi потреби — про позицiю символiв, де є помилки.
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1.3.4 Коди перестановок

У 1965 р. Д. Слепiан опублiкував роботу пiд назвою «Пермутацiйна

модуляцiя», де вiн побудував код, починаючи з початкової послiдовностi, а

потiм беручи всi вiдмiннi послiдовностi, утворенi шляхом перестановки

порядку чисел у цiй послiдовностi. Клас кодiв, якi вiн побудував, був

придатний для передачi цифрової iнформацiї за наявностi бiлого гауссового

шуму, широко використовуваної моделi шуму. Коди, введенi Слепiаном,

можна вважати першим екземпляром кодiв перестановки. Ефективне

кодування є одним з аспектiв, необхiдних для практичної реалiзацiї кодiв,

що виправляють помилки. Бергер та iншi розглянули проблему кодування

для кодiв перестановки, введену ранiше Слепiаном. Вони продемонстрували

вiдносну простоту кодування цих кодiв перестановки.

Код перестановки — це пiдмножина симетричної групи S𝑛, що

супроводжується метрикою вiдстанi.

Кодування перестановки буде визначено наступним чином: з

урахуванням джерела 𝑆 i 𝑎1 𝑎2 ... 𝑎𝑛 — послiдовнi двiйковi кодовi слова з 𝑆,

якi утворюють повiдомлення 𝑀 . 𝑀 ′ буде повiдомленням, яке складається з

кодових слiв 𝑀 в порядку зростання: 𝑀 ′ = (𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 ... 𝑎𝑖𝑛), такi що 𝑎𝑖𝑗 ≤ 𝑎𝑖𝑗+1
,

𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛− 1

Процедура кодування виглядає наступним чином:

𝑀 −→ 𝑃 =

⎡⎢⎢⎣
1 2 · · · 𝑛
... ... . . . ...

𝑖1 𝑖2 · · · 𝑖𝑛

⎤⎥⎥⎦
Перестановочне кодування було введено Слепiаном, а його застосування, в

основному модуляцiйне та вихiдне кодування, вивчалися деякими iншими.

Для оцiнки критерiю вiрностi використовувалося перестановочне кодування

вiдносин прiоритету.

Груповi коди, визначенi Слепiаном, визначаються наступним чином.

13



Розглянемо групу G з 𝑁 × 𝑁 ортогональної матрицi, яка утворює

iн’єктивне представлення абстрактної групи 𝒢 з 𝑀 елементами, i

«початковий вектор» 𝑥 ∈ 𝑅𝑁 , 𝑅𝑁 евклiдовий 𝑁 - вимiрний простiр.

Груповий код 𝒳 — це орбiта 𝑥 пiд 𝒢, тобто множина векторiв 𝐺𝑥. Якщо

припустити, що єдиним розв’язком рiвняння 𝐺𝑥 = 𝑥, 𝐺 ∈ G, є 𝐺 = 𝐼

(тотожна матриця), код 𝒳 має 𝑀 елементiв. Ми говоримо, що 𝒳 ∈ [𝑀 ;𝑁 ]

група коду i позначаємо 𝑥𝑔 кодовий вектор, пов’язаний з 𝑔 ∈ 𝒢.

Коли кодове слово 𝑥𝑔 з 𝒳 передається по каналу адитивного бiлого

гауссового шуму, оптимальний (тобто з максимальною правдоподiбнiстю)

декодер, отримавши шумовий вектор 𝑟 = 𝑥𝑔 + 𝑛, вибирає в якостi найбiльш

ймовiрного переданого вектора той, який дає

min
ℎ∈𝐺

||𝑟 − 𝑥ℎ||2 (1.3)

Якщо 𝒢 не надiлений жодною спецiальною структурою, декодування (тобто

рiшення попереднього рiвняння) отримується шляхом вичерпного пошуку

серед усiх кандидатiв 𝑔 ∈ 𝐺. Це вимагає ряду обчислень 𝑣𝐶 = 𝑁𝑀

(фактично, необхiдно обчислити 𝑀 скалярних добуткiв 𝑁 компонентiв) i

зберiгання 𝑣𝑆 = 𝑁𝑀 дiйсних чисел (𝑀 векторiв з 𝑁 компонентiв кожен).

Визначимо кiлькiсть бiтiв на кожний вимiр, що мiстить в собi сукупнiсть як

𝑟 =
𝑙𝑜𝑔2𝑀

𝑁
(1.4)

тодi ми маємо 𝑣𝐶 = 𝑣𝑆 = 𝑁2𝑟𝑁 , що показує, що складнiсть декодера зростає

експоненцiально зi збiльшенням кiлькостi вимiрiв i кiлькостi бiтiв на вимiр.

Код перестановки — це груповий код, отриманий шляхом застосування до

початкового вектора 𝑥 групи 𝐺 перестановок (тобто G — це група матриць

перестановок). Якщо 𝒳 є кодом перестановки, то можливий менш складний

декодер, еквiвалентний максимальнiй ймовiрностi.

Слепiан вивчав коди перестановки з 𝒢 повної симетричної групи S𝑛. У

цьому випадку iснує дуже простий декодер, який еквiвалентний

максимальнiй ймовiрностi. Карлоф описав декодер «алгоритму стека» для
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довiльних кодiв перестановки, який за наявностi малого шуму створює

вектор максимальної правдоподiбностi, використовуючи менше обчислень,

нiж стандартний декодер максимальної правдоподiбностi.

Коди мультиперестановки — це узагальнення кодiв перестановки, де

кожне повiдомлення кодується як перестановка елементiв мультинабору.

Коди мультиперестановки в метрицi Хеммiнга, вiдомi як коди постiйної

композицiї або масиви частотних перестановок, дослiджувались у кiлькох

роботах. Для енергонезалежної пам’ятi мультиперестановочне кодування

було запропоновано Ен Гадом та iншими, а також Шi та Цай. Цi роботи

були мотивованi рiзними мiркуваннями – перша спрямована на збiльшення

кiлькостi можливих перезаписiв мiж стираннями блокiв, а друга

зосереджена на перевагах мультиперестановочного кодування щодо витоку

осередку, проблем надмiрного введення та коливань заряду. Крiм того,

нещодавно повiдомлялося про коди мультиперестановки для вiдстанi

Чебишева та вiдстанi Кендалла 𝜏 .

1.3.5 Iдеальний код

Iдеальнi коди — одна з найцiкавiших тем теорiї кодування. Iдеальний

код у данiй метрицi — це код, у якому набiр сфер iз заданим радiусом 𝑅

навколо його кодових слiв утворює розбиття простору. Цi коди в основному

розглядалися для схеми Хеммiнга. Вони також враховувалися для iнших

схем, таких як схема Джонсона, схема Грассмана i бiльшою мiрою в

метриках Лi та Манхеттена. Iдеальнi коди також розглядалися на графах

Келi та для дистанцiйно-транзитивних графiв.

Нехай (𝑋, 𝑑) — метричний простiр (𝑑 — функцiя вiдстанi) i 𝑒 > 0.

Пiдмножина 𝐶 ⊂ 𝑋 називається iдеальним 𝑒-кодом, якщо 𝑋 — неперехiдне

об’єднання сфер радiуса 𝑒 навколо точок 𝐶. У цьому формулюваннi ми маємо

задачу про упаковку сфер особливого характеру.

Очевидна необхiдна умова iснування iдеального 𝑒-коригуючого коду
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довжини слова 𝑛 над алфавiтом iз 𝑞 символiв (якщо 𝑞 є степенем простого

числа 𝑝, ми пишемо 𝑞 = 𝑝𝑎) є наступною:

𝑒∑︁
𝑖=0

(𝑛𝑖 )(𝑞 − 1)𝑖|𝑞𝑛 (1.5)

Це умова вiдома як умова щiльної упаковки сфер.

Мiнiмальна вiдстань 𝑑 є простою мiрою якостi коду. Для заданої

довжини та кiлькостi кодових слiв фундаментальна проблема теорiї

кодування полягає у створеннi коду з якомога бiльшим 𝑑. В якостi

альтернативи, враховуючи 𝑛 i 𝑑, визначити максимальну кiлькiсть 𝐴𝑞(𝑛, 𝑑)

кодових слiв у кодi над F𝑞 довжини 𝑛 i мiнiмальну вiдстань принаймнi 𝑑.

Число 𝐴2(𝑛, 𝑑) також позначається 𝐴(𝑛, 𝑑). Те саме питання можна

поставити i для лiнiйних кодiв. А саме, яка максимальна кiлькiсть 𝐵𝑞(𝑛, 𝑑)

(𝐵(𝑛, 𝑑) у двiйковому випадку) кодових слiв у лiнiйному кодi над F𝑞

довжини 𝑛 i мiнiмальної ваги не менше 𝑑? Очевидно, 𝐵𝑞(𝑛, 𝑑) ≤ 𝐴𝑞(𝑛, 𝑑).

Той факт, що сфери радiуса 𝑡 щодо кодових слiв попарно не

перетинаються, вiдразу ж випливає наступну елементарну нерiвнiсть, яку

зазвичай називають межею упаковки сфери або межею Хеммiнга.

Теорема 1.1. Про межу упаковки сфери

𝐵1(𝑛; 𝑑) ≤ 𝐴𝑞(𝑛; 𝑑) ≤
𝑞𝑛∑︀𝑡

𝑖=0(
𝑛
𝑖 )(𝑞 − 1)𝑖

(1.6)

де 𝑡 = ⌊ (𝑑−1)
2 ⌋

Доведення. Нехай 𝒞 — (можливо, нелiнiйний) код над F𝑞 довжини 𝑛

i мiнiмальної вiдстанi 𝑑. Припустимо, що 𝒞 мiстить 𝑀 кодових слiв.

Вiдповiдно до теореми 1.11.2 сфери радiусом 𝑡 щодо рiзних кодових слiв не

перетинаються. Оскiльки в будь-якiй iз цих сфер за (1.11) iснує

𝛼 =
∑︀𝑡

𝑖=0(
𝑛
𝑖 )(𝑞1)

𝑖 загальних векторiв i сфери не перетинаються, 𝑀𝛼 не може

перевищувати кiлькiсть 𝑞𝑛 векторiв у F𝑛
𝑞 . Результат тепер зрозумiлий. З

доведення теореми про межу упаковки сфер ми бачимо, що коли ми

отримуємо рiвнiсть у зв’язку, ми фактично заповнюємо простiр F𝑛
𝑞
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неперетинаними сферами радiуса 𝑡. Iншими словами, кожен вектор у F𝑛
𝑞

мiститься точно в однiй сферi радiуса 𝑡 з центром навколо кодового слова.

Коли у нас є код, для якого це правда, код називається iдеальним.

Добре вiдомо, що МПК (мультиперестановковий код) (𝑛, 𝑟, 𝑑)

виправляє t-помилку тодi i тiльки тодi, коли 𝑑 ≥ 2𝑡 + 1. Це тому, що якщо

вiдстань мiж двома кодовими словами бiльша або дорiвнює 2𝑡+ 1, то пiсля 𝑡

чи менше помилок (множення на t або менше транслокацiй),

мультиперестановка, отримана в результатi цього, залишається ближче до

початкової мультиперестановки, нiж будь-яка iнша мультиперестановка.

Визначення 1.8. Нехай 𝐶 ⊆ ℳ𝑟(𝑆𝑛) — МПК (𝑛, 𝑟). Тодi 𝐶 є

iдеальним кодом для виправлення 𝑡 помилок тодi i тiльки тодi, коли для

всiх 𝑚𝑟
𝜎 ∈ ℳ𝑟(S𝑛) iснує iснує досконалий унiкальний код 𝑚𝑟

𝑐 ∈ ℳ𝑟(𝐶),

такий, що 𝑚𝑟
𝜎 ∈ 𝑆(𝑚𝑟

𝑐, 𝑡). Ми називаємо 𝐶 iдеальним МПК (𝑛, 𝑟)

виправленням 𝑡-помилки). Iдеальний код перестановки називається

iдеальним кодом перестановки.

1.4 Куля, сфера, дiаметр

Нехай маємо довiльний метричний простiр 𝑋, 𝑥0 ∈ 𝑋. Тодi

вiдкритою кулею у цьому просторi називається така множина елементiв,

яка задовольняє умовi:

𝐵(𝑥0; 𝑟) = 𝜌(𝑥;𝑥0) < 𝑟;𝑥 ∈ 𝑋 (1.7)

де 𝑥0- центр кулi, 𝑟 - її радiус (задане дiйсне число).

Пiд поняттям "вiдкритiсть"розумiють строгу нерiвнiсть, тобто,

елементи, що потрапляють на сферу, яка обмежує кулю не враховуються.

Замкненою кулею називається множина елементiв, що задовольняє

умовi:

𝐵[𝑥0; 𝑟] = 𝜌(𝑥;𝑥0) ≤ 𝑟;𝑥 ∈ 𝑋 (1.8)
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Сферою називається множина елементiв, що задовольняє умовi:

𝑆[𝑥0; 𝑟] = 𝜌(𝑥;𝑥0) = 𝑟;𝑥 ∈ 𝑋 (1.9)

Щiльна упаковка сфер - таке розташування сфер, що не

перекриваються в просторi, при якому займана внутрiшнiми областями цих

сфер частка простору (щiльнiсть упаковки) максимальна, а також задача

комбiнаторної геометрiї про пошук такої упаковки. Нехай iснує деякий

метричний простiр 𝑋 i маємо множину елементiв 𝑀 ⊂ 𝑋, таку множина

називається обмеженою, якщо iснує така куля 𝐵(0;𝑅), така, в яку можна

занурити цю множину, тобто 𝑀 ⊂ 𝐵(0;𝑅).

Пiд 0 в даному випадку розумiється 0-ий елемент метричного простору

𝑋. Внутрiшньою точкою множини 𝑀 називається будь-яка точка 𝑥 ⊂ 𝑀 ,

яка розташована в цiй множинi зi своїм 𝜖 - околом. Таким чином, можна

сказати, що множина буде вiдкритою, якщо всi її точки будуть внутрiшнiми.

Можна довести, що будь-яка вiдкрита куля у метричному просторi завжди

буде вiдкритою множиною.
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19
2 ВЛАСТИВОСТI КОДIВ ПЕРЕСТАНОВОК

Хоча iсторiя вивчення кодiв перестановок сягає 1960-х i 70-х рокiв з

працями Слепiана, Бергера, Блейка та iншими, застосуванню кодiв

перестановок i кодiв мультиперестановки для використання в

енергонезалежних системах зберiгання пам’ятi, таких як флеш-пам’ять,

почало придiлятися бiльше уваги в лiтературi з теорiї кодування тiльки в

останнi роки. Однiєю з основних метрик вiдстанi в математичнiй лiтературi

розглядалася 𝑡𝑎𝑢-метрика Кендалла, яка пiдходить для виправлення типу

помилки, яка може виникнути в пристроях флеш-пам’ятi.

Флеш-пам’ять - це енергонезалежна технологiя, яка одночасно

програмується i електрично стирається. Вона включає в себе набiр комiрок,

якi пiдтримуються на певному рiвнi заряду для кодування iнформацiї. Хоча

пiдвищення рiвня заряду елемента є легкою операцiєю, зниження рiвня

заряду вимагає стирання всього блоку, до якого належить клiтина. З цiєї

причини заряд вводиться в комiрку протягом кiлькох iтерацiй. Таке

програмування повiльне i може призвести до помилок, оскiльки клiтини

можуть отримати додатковий небажаний заряд. Iншi поширенi помилки в

осередках флеш-пам’ятi пов’язанi з витоком заряду та порушенням

зчитування, якi можуть спричинити перемiщення заряду з однiєї комiрки до

її сусiднiх осередкiв.

Для подолання цих проблем було введено нову структуру кодiв

модуляцiї рангу. У цьому налаштуваннi iнформацiя передається за

вiдносним рейтингом рiвнiв заряду елементiв, а не за абсолютними

значеннями рiвнiв заряду. Це дозволяє бiльш ефективно програмувати

елементи, а кодування за рейтингом рiвнiв елементiв є бiльш надiйним для

витоку заряду, нiж кодування за їх фактичними значеннями. У цiй моделi

коди є пiдмножинами S𝑛, множини всiх перестановок на 𝑛 елементах, де

кожна перестановка вiдповiдає рейтингу 𝑛 рiвнiв клiтинок.



2.1 Метрика Улама

У 2013 роцi Фарнуд i iншi запропонували коди перестановки з

використанням метрики Улама. Вони показали, що використання метрики

Улама дозволить розглядати велику помилку витоку або перевищення

заряду в межах однiєї клiтинки як одну помилку. Це означає, що метрика

Улама може краще пiдходити для боротьби з помилками, якi виникають

через несправнi або пошкодженi клiтини. У наступних роботах було

викладено використання метрики Улама у кодах мультиперестановки та

обмеження розмiру кодiв перестановки в метрицi Улама. Тим часом Бузагло

виявив iснування iдеального коду перестановки за циклiчною 𝜏 -метрикою

Кендалла i довiв вiдсутнiсть досконалих кодiв перестановки за 𝜏 -метрикою

Кендалла для певних параметрiв. Проте можливiсть iснування досконалих

кодiв перестановки в метрицi Улама ранiше не розглядалася. Вивчення цiєї

можливостi вимагає спочатку розумiння розмiрiв сфер перестановки Улама,

на тему яких iснують лише обмеженi дослiдження.

Метрика Улама вимiрює мiнiмум кiлькiсть транслокацiй, необхiдних

для перетворення однiєї перестановки в iншу, тодi як метрика Кендалла 𝜏

вимiрює мiнiмальнi сумiжнi транспозицiї, необхiднi для перетворення однiєї

перестановки в iншу. Помилки в пристроях флеш-пам’ятi виникають, коли

витiкають заряди клiтини або коли пiд час операцiї перезапису виникають

помилки перевищення, що призводить до неточних рiвнiв заряду. Хоча 𝜏 -

метрика Кендалла пiдходить для виправлення вiдносно невеликих помилок

такого характеру, метрика Улама була б бiльш надiйною до великих витокiв

заряду або помилок перевищення в клiтинi памґятi.

Стандартне визначення метрики Улама для перестановок

використовує функцiю вiдстанi 𝑈𝐿(𝑥, 𝑦), визначену як найменшу кiлькiсть

перемiщень символiв, необхiдних для перетворення 𝑥 в 𝑦. Очевидно, що ця

функцiя вiдстанi обмежена випадком 𝑛 = |
∑︀

| (тобто до звичайного

поняття перестановок), хоча легко побачити, що воно майже еквiвалентне
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вiдстанi редагування, а саме 𝑈𝐿(𝑥, 𝑦) ≤ 𝐸𝐷(𝑥, 𝑦) ≤ 2𝑈𝐿(𝑥, 𝑦). Таким

чином, наше нестандартне визначення метрики Улама (P𝑛, 𝐸𝐷) є лише

незначним зловживанням термiнологiєю для отримання додаткової

загальностi.

Визначення 2.1. Метрика Улама (або метрика редагування

перестановок) 𝑈 - метрика редагування на 𝑆𝑦𝑚𝑛, отримана для 𝑂, що

включає тiльки операцiї перемiщення символiв.

Еквiвалентно вона є метрикою редагування, отриманою для 𝑈 , що

включає тiльки операцiї вставки-видалення. При цьому 𝑛 − 𝑈(, ) = 𝐿𝐶𝑆(,

) = 𝐿𝐼𝑆(−1), де 𝐿𝐶𝑆(𝑥, ) — довжина найдовшої загальної пiдпослiдовностi

(не обов’язково пiдряд) 𝑥 i 𝑦, тодi як 𝐿𝐼𝑆(𝑧) - довжина найдовшої

зростаючої пiдпослiдовностi перестановки 𝑧 ∈ 𝑆𝑦𝑚𝑛. Ця метрика

вважається правоiнварiантною.

Вiдстань редагування (вона ж вiдстань Левенштейна) мiж двома

рядками — це найменша кiлькiсть вставок, видалення або замiн символiв,

необхiдних для перетворення одного рядка в iнший. Вiдстань редагування

виникає природним чином у кiлькох областях застосування, якi часто

включають великi обсяги даних, починаючи вiд помiрної кiлькостi

надзвичайно довгих рядкiв (як у обчислювальнiй бiологiї) до великої

кiлькостi помiрно довгих рядкiв (як при обробцi тексту та пошуку в

Iнтернетi). Тому ефективнi алгоритми для вiдстанi редагування, навiть зi

скромними гарантiями апроксимацiї, є дуже бажаними.

Вiдстань редагування є основною мiрою (не)подiбностi, оскiльки це

дуже проста модель, яка демонструє нетривiальне вирiвнювання (тобто

одна елементарна модифiкацiя може спричинити змiну позицiї багатьох

символiв у рядку). Популярнi показники, такi як вiдстань Хеммiнга,

недостатньо фiксують це явище, тому для цiлей аналiзу даних вiдстань

редагування часто представляє собою набагато кращу модель. Нехай 𝐸𝐷(𝑥,

𝑦) позначає вiдстань редагування мiж рядками 𝑥 i 𝑦. Фiксуючи алфавiт
∑︀

,

функцiя вiдстанi редагування 𝐸𝐷(·, ·) визначає метричний простiр, який

називається метрикою вiдстанi редагування, набiр точок якого мiстить усi
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рядки над
∑︀

. Тому кожна колекцiя 𝑋 рядкiв над цим алфавiтом

(наприклад, 𝑋 = {0, 1}𝑛) може бути пов’язана з субметрикою (𝑋, 𝐸𝐷).

Значною перешкодою в роботi з метрикою вiдстаней редагування є те,

що їй не вистачає багатьох корисних властивостей нормованих просторiв. Ми

обмежуємо нашу увагу до колекцiй 𝑋 рядкiв, якi мають обмеженi повтори.

Хоча цi колекцiї рядкiв є досить великими i створюють субметрики (𝑋, 𝐸𝐷)

iз багатою структурою, ми зможемо отримати результати, якi значно кращi,

нiж вiдомi для загального випадку 𝑋 =
∑︀𝑛 (або навiть {0, 1}𝑛 ). Все-таки

наша основна увага — це показник вiдстанi Улама.

2.2 Властивостi метрики Улама

З теоретичної точки зору, метрика Улама представляє важливий крок

на шляху до розробки алгоритмiв для редагування вiдстанi над звичайними

(або навiть двiйковими) рядками. Алгоритми на метрицi Улама вже

знайшли застосування для деяких моделей згладжування i

використовуються для редагування вiдстанi над двiйковими рядками.

2.2.1 Перестановки з max 𝑑𝑈

Зрозумiло, що для найбiльшої можливої вiдстанi Улама мiж двома

перестановками необхiдна найменша можлива довжина найдовшої спiльної

зростаючої пiдпослiдовностi. Довжина такої пiдпослiдовностi не може бути

менше 1, оскiльки будь-який елемент рядку вже сам по собi утворює

спiльну пiдпослiдовнiсть довжиною 1. Тодi маємо, що найбiльша можлива

вiдстань Улама для перестановок довжиною 𝑛 дорiвнює 𝑛− 1.
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Твердження 2.1. Нехай 𝜋 та 𝜎 - перестановки над S𝑛. Тодi:

max 𝑑𝑈(𝜋;𝜎) = 𝑛− 𝐿(𝜋;𝜎) = 𝑛− 1 (2.1)

Для будь-якої перестановки 𝜋 над симетричною групою S𝑛 iснує

перестановка 𝜎, вiдстань Улама мiж якими буде максимально можливою.

Це можливо в єдиному випадку - коли 𝜎 є дзеркальним вiдображенням 𝜋,

тобто 𝜋 навпаки. Iншими словами,

Твердження 2.2. Нехай 𝜋 - перестановка над S𝑛. Тодi ∃!𝜎, така, що:

𝑑𝑈(𝜋;𝜎) = 𝑛− 𝐿(𝜋;𝜎) = 𝑛− 1 (2.2)

Доведення. Проiнексуємо елементи перестановки 𝜋 = {𝜋1, 𝜋2, ... ,

𝜋𝑛}. Тодi перестановкою з найменшою можливою довжина найдовшої

спiльної зростаючої пiдпослiдовностi буде перестановка 𝜎, що буде

складатися з елементiв у такому порядку: {𝜋𝑛, 𝜋𝑛−1, ... , 𝜋1}. Якщо

помiняти мiсцями хоча б один елемент в 𝜎 один з одним, наприклад, 𝜋𝑖 з 𝜋𝑗,

𝑖 < 𝑗, то елементи 𝜋𝑗 та 𝜋𝑖 утворять спiльну з 𝜋 зростаючу пiдпослiдовнiсть

довжиною 2, таким чином вiдстань Улама мiж 𝜋 та 𝜎 стане дорiвнювати

𝑛− 2 та перестане бути максимально можливою.

Отже, найбiльший можливий дiаметр сфери метрики Улама на множинi

перестановок дорiвнює 𝑛− 1, i вона складається лише з однiєї перестановки.

2.2.2 Перестановки з min 𝑑𝑈

Для найменшої можливої вiдстанi Улама мiж двома перестановками

необхiдна найбiльша можлива довжина найдовшої спiльної зростаючої

пiдпослiдовностi. Максимально така довжина дорiвнює 𝑛 − 1 (якби вона

дорiвнювала 𝑛, це була б та сама перестановка).
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Твердження 2.3. Нехай 𝜋 та 𝜎 - перестановки над S𝑛. Тодi:

min 𝑑𝑈(𝜋;𝜎) = 𝑛− 𝐿(𝜋;𝜎) = 𝑛− (𝑛− 1) = 1 (2.3)

Довжина найдовшої спiльної зростаючої пiдпослiдовностi мiж

перестановками 𝜋 та 𝜎 досягає 𝑛 − 1 лише в тих випадках, коли 𝜎

вiдрiзняється вiд 𝜋 позицiєю тiльки одного елементу.

Твердження 2.4. Нехай 𝜋 - перестановка над S𝑛, Σ𝜋 - множина всiх

таких перестановок 𝜎, що 𝑑𝑈(𝜋;𝜎) = 1:

|Σ𝜋| = 𝑛(𝑛− 1) (2.4)

Доведення. Iснує 𝑛 варiантiв вибору елементу, що змiнить позицiю,

та 𝑛 − 1 спосiб розмiстити його на iнше мiсце, тому всього iснує 𝑛(𝑛 − 1)

перестановок, що будуть мати вiдстань Улама рiвну 1 вiд початкової

перестановки.

2.2.3 Мультиперестановки з max 𝑑𝑈

У випадку мультиперестановок, як i для звичайних перестановок, для

найбiльшої можливої вiдстанi Улама мiж двома мультиперестановками

необхiдна найменша можлива довжина найдовшої спiльної зростаючої

пiдпослiдовностi. Довжина такої пiдпослiдовностi не може бути менше 𝑟,

оскiльки будь-який вид елементiв рядку вже сам по собi утворює спiльну

пiдпослiдовнiсть довжиною 𝑟. Тодi маємо, що найбiльша можлива вiдстань

Улама для мультиперестановок довжиною 𝑛 дорiвнює 𝑛− 𝑟.

Твердження 2.5. Нехай 𝑚𝑟
𝜋 та 𝑚𝑟

𝜎 - мультиперестановки над S𝑛.
Тодi:

max 𝑑𝑈(𝑚
𝑟
𝜋;𝑚

𝑟
𝜎) = 𝑛− 𝐿(𝑚𝑟

𝜋;𝑚
𝑟
𝜎) = 𝑛− 𝑟 (2.5)

Для будь-якої мультиперестановки 𝑚𝑟
𝜋 над симетричною групою S𝑛
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iснує мультиперестановка 𝑚𝑟
𝜎, вiдстань Улама мiж якими буде максимально

можливою, i, на вiдмiну вiд звичайних перестановой, така

мультиперестановка не є єдиною.

2.2.4 Мультиперестановки з min 𝑑𝑈

Для найменшої можливої вiдстанi Улама мiж двома

мультиперестановками необхiдна найбiльша можлива довжина найдовшої

спiльної зростаючої пiдпослiдовностi. Максимально така довжина дорiвнює

𝑛− 1 (якби вона дорiвнювала 𝑛, це була б та сама мультиперестановка).

Твердження 2.6. Нехай 𝑚𝑟
𝜋 та 𝑚𝑟

𝜎 - мультиперестановки над S𝑛.
Тодi:

min 𝑑𝑈(𝑚
𝑟
𝜋;𝑚

𝑟
𝜎) = 𝑛− 𝐿(𝑚𝑟

𝜋;𝑚
𝑟
𝜎) = 𝑛− (𝑛− 1) = 1 (2.6)

Довжина найдовшої спiльної зростаючої пiдпослiдовностi мiж

мультиперестановками 𝑚𝑟
𝜋 та 𝑟

𝜎 досягає 𝑛− 1 лише в тих випадках, коли 𝑚𝑟
𝜎

вiдрiзняється вiд 𝑚𝑟
𝜋 позицiєю тiльки одного елементу.

Твердження 2.7. Нехай 𝑚𝑟
𝜋 - перестановка над S𝑛, Σ𝑚𝑟

𝜋
- множина

всiх таких перестановок 𝑚𝑟
𝜎, що 𝑑𝑈(𝜋;𝜎) = 1:

|Σ𝜋| = (
𝑛

𝑟
)(𝑛− 𝑟) (2.7)

Доведення. Iснує 𝑛
𝑟 варiантiв виборати "вид"елементу, що змiнить

позицiю, та 𝑛 − 𝑟 спосiб розмiстити його на iнше мiсце, тому всього iснує

(𝑛𝑟 )(𝑛 − 𝑟) мультиперестановок, що будуть мати вiдстань Улама рiвну 1 вiд

початкової мультиперестановки.

Можемо зробити висновок, що найменший можливий дiаметр сфери

метрики Улама на множинi мультиперестановок дорiвнює 1, i до неї входить

(𝑛𝑟 )(𝑛− 𝑟) мультиперестановки.
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2.3 Перфектнiсть коду пiдстановок з метрикою Улама

У випадку кодiв перестановки iдеальнi коди та розмiри сфери

пов’язанi наступним чином: iдеальний код перестановки 𝐶 ⊆ S𝑛, що

виправляє помилку 𝑡, якщо вiн iснує, матиме потужнiсть |𝐶| = 𝑛!/|𝑆(𝑐, 𝑡)|,
де 𝑐 ∈ 𝐶. Отже, одне з перших питань, яке можна розглянути при

дослiдженнi можливостi iдеального коду — це доцiльнiсть коду такого

розмiру. Для будь-якого 𝜎 ∈ S𝑛 маємо |𝑆(𝜎, 𝑡)| = |𝑆(𝑒, 𝑡)|. Отже, розрахунок

перестановкових розмiрiв сфери Улама можна звести до випадку, коли

тотожнiсть є центром.

У 2013 роцi Фарнуд довiв iснування верхньї межi розмiру коду

перестановки Улама 𝐶 ∈ S𝑛 з мiнiмальною вiдстанню Улама 𝑑.

Лема 2.1. Розмiрнiсть коду перестановок 𝐶 ∈ S𝑛 з мiнiмальною

вiдстанню Улама 𝑑 має наступну верхню межу:

|𝐶| ≤ (𝑛− 𝑑+ 1)! (2.8)

Отже, одна зi стратегiй для доведення вiдсутностi досконалих кодiв

перестановки полягає в тому, щоб показати, що розмiр iдеального коду

обов’язково повинен бути бiльшим за верхню межу, наведену вище. Треба

зауважити, що для того, щоб рiвняння мало сенс, 𝑑 має бути менше або

дорiвнювати 𝑛− 1.

Наведемо ще декiлька необхiдних формул, виведених та доведених

Фарну, якi будуть використовуватися надалi.

Лема 2.2.

|𝑆(𝑒; 1)| = 1 + (𝑛− 1)2 (2.9)

Лема 2.3. Нехай 𝑛 > 3 та 𝜎 ∈ S𝑛. Тодi:

|𝑆(𝜎; 2)| = 1 + (𝑛− 1)2 + (
𝑛(𝑛− 3)

2
)2 + (

(𝑛− 1)(𝑛− 2)

2
)2 (2.10)
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Лема 2.4. Нехай 𝑛 > 5 та 𝜎 ∈ S𝑛. Тодi:

|𝑆(𝜎; 2)| = 1 + (𝑛− 1)2 + (
𝑛(𝑛− 3)

2
)2 + (

(𝑛− 1)(𝑛− 2)

2
)2+

+(
𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 5)

6
)2 + (

𝑛(𝑛− 2)(𝑛− 4)

3
)2 + (

(𝑛− 1)(𝑛− 2)(𝑛− 3)

6
)2

(2.11)

2.3.1 Iдеальний код, що виправляє одну помилку

Коли 𝑡 = 1, проаналiзуємо неiснування iдеального коду з виправленням

однiєї помилки в S𝑛 в наступному твердженнi.

Твердження 2.8. Не iснує (нетривiальних) iдеальних кодiв

перестановки, що виправляють одну помилку в метрицi Улама.

Доведення. Припустимо, що 𝐶 ⊆ S𝑛 є iдеальним кодом

перестановки, що виправляє одну помилку. Нагадаємо, що 𝐶 є тривiальним

кодом, якщо 𝐶 = 𝑆𝑛 або |𝐶| = 1. Якщо 𝑛 ≤ 2, то для всiх 𝜎, 𝜋 ∈ S𝑛 маємо

𝜋 ∈ 𝑆(𝜎, 1), з чого випливає, що 𝐶 є тривiальним кодом. Таким чином ми

можемо припустимо, що 𝑛 > 2. Ми йдемо вiд протирiччя. Оскiльки 𝐶 є

iдеальним кодом перестановки з виправленням однiєї помилки, 𝐶 є МПК(𝑛,

1, 𝑑) з 3 ≤ 𝑑 ≤ 𝑛1 i |𝐶| = 𝑛!/|𝑆(𝜎, 1)| = 𝑛!/(1 + (𝑛1)2). Однак з нерiвностi

(3) випливає, що розмiр коду |𝐶| ≤ (𝑛2)!. Отже, достатньо показати, що

|𝐶| = 𝑛!/(1 + (𝑛1)2) > (𝑛2)!, що вiрно тодi i тiльки тодi, коли 𝑛 > 2.

2.3.2 Iдеальний код, що виправляє 2 помилки

Твердження 2.9. Не iснує жодних (нетривiальних) iдеальних кодiв

перестановки, що виправляють 2 помилки.

Доведення. Припустимо, що 𝐶 є iдеальним кодом перестановки, що

виправляє 2 помилки. Якщо 𝑛 ≤ 3, то 𝐶 є тривiальним кодом, що складається
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з одного елемента, тому ми можемо вважати, що 𝑛 > 3. Знову ми доводимо

за протирiччя: оскiльки 𝐶 ⊆ S𝑛 є iдеальним кодом з 2 помилками, то 𝐶 є

кодом (𝑛, 𝑑) з 5 ≤ 𝑑 ≤ 𝑛− 1 i означає:

‖𝐶| = 𝑛!

|𝑆(𝜎; 2)|
=

𝑛!

1 + (𝑛− 1)2 + ( (𝑛)(𝑛−3)
2 )2 + ( (𝑛−1)(𝑛−2)

2 )2
(2.12)

За нерiвнiстю |𝐶| ≤ (𝑛− 4)!, достатньо довести що:

𝑛!

1 + (𝑛− 1)2 + (𝑛(𝑛−3)
2 )2 + ( (𝑛−1)(𝑛−2)

2 )2
− (𝑛− 4)! > 0 (2.13)

що очевидно, для всiх 𝑛 > 3.

2.3.3 Iдеальний код, що виправляє 3 помилки

Твердження 2.10. Не iснує жодних (нетривiальних) iдеальних кодiв

перестановки, що виправляють 3 помилки.

Доведення. Припустимо, що 𝐶 ∈ S𝑛 є iдеальним кодом для

виправлення 3 помилок. Подiбно до доведення двох попереднiх тверджень,

якщо 𝑛 ≤ 7, то 𝐶 є тривiальним кодом, тому ми можемо вважати, що 𝑛 > 7.

Решта доказу слiдує тим же мiркуванням, що й доведення леми про

iснування iдеального коду, що виправляє 2 помилки - використовуючи

сферу розмiру, розраховану Фарнуд.

Для малих значень 𝑡 явнi обчислення сфери добре працюють, щоб

показати неiснування нетривiальних iдеальних кодiв для виправлення 𝑡

помилок. Однак для кожного радiуса 𝑡 розмiр кулi 𝑆(𝑒, 𝑡) дорiвнює |𝑆(𝑒,
𝑡1)| + |𝜋 ∈ S𝑛 : ⋖(𝜋) = 𝑛𝑡|. Це означає, що кожне обчислення розмiру кулi

радiуса 𝑡 вимагає обчислення розмiрiв кулi для радiусiв вiд 0 до 𝑡1. Тому

такi явнi обчислення непрактичнi для великих значень 𝑡. Для значень 𝑡 > 3

можна використовувати iнший метод, щоб показати, що нетривiальних

досконалих кодiв не iснує. Наступна лема забезпечує достатню умову, щоб
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зробити висновок, що досконалих кодiв не iснує. У доведеннi леми

позначенням nt позначають звичайну комбiнаторну функцiю вибору.

2.3.4 Iдеальний код, що виправляє 𝑡 помилок

Нехай для 𝑡 є невiд’ємне цiле число таке, що 𝑛 ≥ 2𝑡. Якщо наступна

нерiвнiсть виконується, то в 𝑆𝑛 не iснує нетривiальних iдеальних кодiв

перестановки, що виправляють 𝑡-помилку:

𝐹 (𝑛; 𝑡) :=
((𝑛− 𝑡)!)2𝑡!

𝑛!(𝑛− 2𝑡)!
> 1 (2.14)

Доведення. Припустимо, що 𝑡 — цiле невiд’ємне число, таке, що

𝑛 ≥ 2𝑡. Проходимо контрапозитивно. Припустимо, що 𝐶 ⊂ S𝑛 є

нетривiальним досконалим кодом перестановки за нерiвнiстю |𝐶| ≤ (𝑛2𝑡)!.

У той же час для будь-якого 𝜎 ∈ S𝑛 ми отримуємо |𝑆(𝜎, 𝑡)| = |𝑆(𝑒, 𝑡)|, що є

менше або дорiвнює (𝑛𝑛−𝑡)(𝑛!)/(𝑛 − 𝑡)! оскiльки будь-яка перестановка

𝜋 ∈ 𝑆(𝑒, 𝑡), може бути знайдена через вибiр 𝑛 − 𝑟 елементiв з 𝑒 зi

збiльшенням порядку, а потiм впорядкуванню решти елементiв 𝑡 в 𝜋.

Звичайно таким чином в результатi це призводить до подвiйного пiдрахунку

деяких перестановок у 𝑆(𝑒, 𝑡), звiдси виникає нерiвнiсть.

|𝑆(𝜎; 𝑡)| ≤ (𝑛𝑛−𝑡

𝑛!

(𝑛− 𝑡)!
) (2.15)

означає, що
(𝑛− 𝑡)!

(𝑛𝑡 )
≤ 𝑛!

|𝑆(𝜎; 𝑡)|
= |𝐶| ≤ (𝑛− 2𝑡)! (2.16)

Бiльше того, (𝑛− 𝑡)!/(𝑛𝑡 ) ≤ (𝑛− 2𝑡)! тодi i тiльки тодi, коли 𝐹 (𝑛,𝑡) ≤ 1.

Отож, бачимо, що iснування iдеального коду перестановок у метрицi

Улама неможливе, оскiльки розмiр коду в жодному випадку не перевищує

верхню межу, наведену в лемi 2.1, що є необхiдною умовою iснування

iдеального коду.
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30
ВИСНОВКИ

У данiй квалiфiкацiйнiй роботi було зiбрано та описано основнi

теоретичнi вiдомостi про групи перестановок та мультиперестановок, базовi

властивостi метрики Улама та метричних просторiв узагалi, дано

характеризацiю деяких типiв кодiв, розглянуто конструкцiї кодiв

перестановок i мультиперестановок на симетричних групах i

проiлюстровано на прикладах.

Новизною роботи є встановлення мiнiмальної та максимальної

дiаметру сфер на перестановках та мультиперестановках у метрицi Улама, а

також число перестановок, обмежених цими сферами. За допомогою

формул, виведених та доведених Фарнудом, з’ясовано та ще раз

пiдтверджено неможливiсть iснування iдеальних кодiв перестановок у

метрицi Улама.
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