
ПАPАБOЛА БЕЗПЕКИ

В.А. ВЕЛИЧКО

Математика – це не лише абстарктна наука, але й засiб моделювання
рiзноманiтних процесiв у життi людини. Математичний апарат дозволяє
iнженерам розв’язувати практичнi завдання, що перед ними постають.
Розглянемо одне з них.

Вiдомо, що траєкторiєю руху тiла в полi сил тяжiння Землi є балiсти-
чна крива. Якщо вважати це поле однорiдним, тобто таким при якому
тiло кинуте з початковою швидкiстю набагато меншою за першу космi-
чну, то в спрощеннi балiстичною кривою буде парабола.

Розглянемо рух тiла (рух снаряда), кинутого з фiксованої точки з поча-
тковою швидкiстю 𝜐0 пiд кутом 𝛼 до горизонту, нехтуючи опором повiтря.
Рiвняння траєкторiї такого тiла описується так:

𝑥 = 𝜐0𝑡 cos𝛼; 𝑦 = 𝜐0𝑡 sin𝛼− 𝑔𝑡2

2
. (1)

Нехай на площинi задано рiвняння 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝜙) = 0 параметричної сiм’ї
кривих, де 𝜙 –параметр сiм’ї.

Означення 1. Крива l класу 𝐶1, що задається параметрично:

{︃
𝑥 = 𝑥(𝜆);

𝑦 = 𝑦(𝜆),

називається обгорткою сiм’ї кривих 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝜙), де функцiя 𝐹 має непе-
рервнi частиннi похiднi по всiх змiнних, коли задана функцiя 𝜙 = 𝜙(𝜆)
— «привило прикрiплення» кривих сiм’ї до кривої 𝑙, що задовольняє такi
умови: 1) 𝐹 (𝑥(𝜆), 𝑦(𝜆), 𝜙(𝜆)) ≡ 0; 2) при кожному фiксованому 𝜆0 крива
𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝜙(𝜆0)) = 0 дотикається кривої 𝑙; 3) функцiя 𝜙 = 𝜙(𝜆) не є сталою
на жодному iнтервалi змiни 𝜆. [1]

Теорема 1. Якщо обгортка сiм’ї 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝜙) = 0 iснує, то її точки задо-
вольняють сиситему рiвнянь: [1]

{︃
𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝜙) = 0;

𝐹𝜙(𝑥, 𝑦, 𝜙) = 0.
(2)

Розглянемо сiм’ю траєкторiй, що залежать вiд 𝛼 – рiвняння (1). Обгор-
тою цiєї сiм’ї є парабола, що називається параболою безпеки. Поставимо
завдання вивести її рiвняння, скориставшись Теоремою 1. Щоб виразити
рiвняння сiм’ї кривих, виключимо змiнну 𝑡 з рiвняння (1). Щодо другого
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Рис. 1. Парабола безпеки.

рiвняння системи (2), то потрiбно продиференцiювати отримане рiвнян-
ня сiм’ї кривих по змiннiй 𝛼. Отже, отримаємо систему рiвнянь такого
вигляду: {︃

𝑦 − 𝑥 tg𝛼+ 𝑔𝑥2

2𝜐2
0
(1 + tg2 𝛼)) = 0;

0− 𝑥 · 1
cos2 𝛼 + 𝑔𝑥2

2𝜐2
0
· 2 tg𝛼 · 1

cos2 𝛼 = 0.
(3)

З другого рiвняння системи (3):
𝑥

cos2 𝛼

(︂
1− 𝑔𝑥

𝜐20
· tg𝛼

)︂
= 0,

тодi 1− 𝑔𝑥
𝜐2
0
· tg𝛼 = 0, вiдповiдно 𝑡𝑔𝛼 =

𝜐2
0

𝑔𝑥 , пiдставимо цю рiвнiсть у перше
рiвняння системи (3) i отримаємо:

𝑦 =
𝑥𝜐20
𝑥𝑔

− 𝑔𝑥2

2𝜐20

(︂
1 +

𝜐40
𝑔2𝑥2

)︂
=
𝜐20
𝑔

− 𝑔𝑥2

2𝜐20
− 𝜐20

2𝑔
=
𝜐20
2𝑔

− 𝑔𝑥2

2𝜐20
,

𝑦 =
𝜐20
2𝑔

− 𝑔𝑥2

2𝜐20
. (4)

Це рiвняння параболи безпеки, зведемо його до вигляду системи, вира-
зивши 𝑥 i 𝑦 через параметр 𝑡. Нехай 𝑥 = 𝜐0𝑡, тодi рiвняння (4) набуде
вигляду: {︃

𝑥 = 𝜐0𝑡;

𝑦 =
𝜐2
0

2𝑔 − 𝑔𝑡2

2 .

Практичним застосуванням виведеного рiвняння є те, що коли лiтак
знаходиться вище параболи безпеки, а швидкiсть вильоту снаряда не пе-
ревищує 𝜐0, то лiтак невразливий.
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Секцiя 1. «Математичного аналiзу, теорiї ймовiрностей, диференцiальних рiвнянь»
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