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Анотацiя
Нехай G – зв’язний граф, а ∀u, y ∈ V (G) : d(u, v) позначає стандартну графо-

ву метрику. Тодi триаметром графа називатимемо таку характеристику tr(G) =
max{dG(a, b) + dG(a, c) + dG(b, c) : a, b, c ∈ V (G)}.

Мета роботи полягає в дослiдженi триаметра, зокрема в отриманнi верхнiх та
нижнiх оцiнок триаметра в термiнах рiзних графовим параметрiв. Окремо роз-
глядаються оцiнки триаметра дерев в термiнах кiлькостi вершин та висячих. А
також залежностi дiаметру на триаметра для дерев та графiв блокiв.

Ключовi слова: триаметр, дiаметр, дерева, графи блокiв.
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Вступ

Триаметр - це абсолютно новий параметр у теорiї графiв. Поняття введено
iндiйським математиком Ангсуманом Дасом у статтi “Triameter of graphs”, яка
вийшла 2021 року.

Чартран та iн.вводять поняття радiо k-розфарбування простих зв’язних гра-
фiв. Знаходження числа радiо k-розфарбувань дуже нетривiальнi i тому вiдомi
для дуже малої кiлькостi графiв. Тому знаходження хороших i точних меж є цi-
кавою проблемою, яка була вивчена багатьма авторами. Вже були наведенi деякi
точнi нижчi оцiнки для радiо k-хроматичного числа зв’язних графiв у термiнах
наново визначеного параметру (триаметра), у своїй статтi ж позначають, як M-
значення графа. Крiм цього, концепцiя триаметра також знайшла застосування в
метричних багатокутник.

У своїй роботi вiн вводить це поняття та дає рiзнi нижнi та верхнi оцiнки
триаметра. Розглядає рiзнi способи оцiнок триаметра в термiнах чисел домiну-
вання зв’язного графа, обхвату, максимального степеня вершини. Нижня оцiнка
загального числа домiнування була було доведено ранiше Хеннiнгом i Йео. Багато
тверджень присвячено зв’язку триаметра з дiаметром, радiусом та центром гра-
фiв. Це є досить природно, адже всi цi параметри мають метричну природу, як
i триаметр. Також Дас придiляє особливу увагу деревам. Математик знаходить
оцiнки триаметра в термiнах загальної кiлькостi вершин та листкiв. Наприкiнцi
своєї роботи Дас ставить декiлька вiдкритих питань, зокрема: уточнення оцiнки
для дерев, доповнення дiаметральної пари до триаметральної трiйки та навпаки
– знаходження дiаметральної пари серед триаметральної трiйки.

Його роботу продовжено в статтi Артема Гака, Сергiя Козеренка та Богдани
Олiйник - “A note on the triameter of graphs”. Була дана точна нижня оцiнка для
триаметра дерев. Також доведена теорема про зв’язки мiж триаметральною трiй-
кою та дiаметральною парою. I розглянуто цi проблеми на дистанцiйно-спадкових,
медiанних та модулярних графах.

У цiй курсовiй роботi ми продовжуємо дослiдження триаметра. Компонуємо
результати попередникiв. Також наводимо власне просте доведення доповнення
дiаметральної пари до триаметральної трiйки для дерев, без використання умови
4-точок. Також наведенi алгоритми знаходження триаметра, в цьому полягає нау-
кова новизна. Запропоновано швидкий аглгоритм для дерев. За допомогою нього
можна знайти триаметр за три обхода графа. Алгоритм вбудований у звичайний
BFS та походу рахує вiдстанi. Потiм завдяки доведенiй Теоремi 3.1 про, те що
дiаметральну пару можна доповнити до триаметральної трiйки знаходить третя
вершина серед листкiв дерева. Має часову складнiсть O(V).
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1 Основнi означення

Означення 1.1. Неорiєнтований граф G — це впорядкована пара (V,E), де
V — множина вершин або вузлiв, E — множина пар (у випадку неорiєнтованого
графу — невпорядкованих) вершин з V , якi називаються ребрами.

Означення 1.2. Пара вершин графа i, j графа G називається сумiжними,
якщо ij ∈ E(G).

Означення 1.3. Графи G i H називаються iзоморфними, якщо iснує бiєкцiя
мiж їх множинами вершин f : V (G) → V (H) така, що будь-якi двi вершини u i
v графа G сумiжнi в G тодi i тiльки тодi, коли u i v сумiжнi в H. Позначається
G ' H.

Означення 1.4. Граф H є породженим пiдграфом графа G, якщо V (H) ⊆
V (G) та ∀u, v ∈ V (H) : uv ∈ E(H)⇔ uv ∈ E(G).

Означення 1.5. Граф називається зв’язним, якщо мiж кожною парою його
вершин iснує шлях, який їх сполучає.

Означення 1.6. Компонентою зв‘язностi графа називається його максималь-
ний (за включенням) зв’язний пiдграф.

Означення 1.7. Унiциклiчний граф – граф з єдиним циклом.

Означення 1.8. Вершина u ∈ V (G) графа G називається точкою з’єднання,
якщо її видалення збiльшує кiлькiсть компонент зв’язностi.

Означення 1.9. Околом N(a) вершини a гафаG називається множина вершин,
сумiжних iз нею, тобто N(a) = {u|u ∈ V (G), ua ∈ E(G)}.

Означення 1.10. Граф є деревом, якщо вiн не мiстить циклiв.

Означення 1.11. Висячi вершини дерева називаються листками.

Означення 1.12. Граф називається двозв’язним, якщо вiн не мiстить точок
з’єднання.

Означення 1.13. Блоком графа G називається його максимальний (за вклю-
ченням) двозв’язний пiдграф.

Означення 1.14. Повний граф – той у якого, кожна пара вершин з’єднана
ребром, позначається Kn, де n – кiлькiсть вершин.
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Означення 1.15. Триаметром зв’язного, скiнченого, простого графа G нази-
вають таку характеристику:

tr(G) = max{dG(a, b) + dG(a, c) + dG(b, c) : a, b, c ∈ V (G)}
.

Означення 1.16. Гусеницею називають простий зв’язний граф, одержаний до-
даванням скiнченого числа висячих вершин до ланцюга Pn.
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2 Оцiнки триаметра

2.1 Оцiнки триаметра через радiус та дiаметр графа
Надалi розглядаються лише скiнченнi графи.

Твердження 2.1. Для будь-якого зв’язного графа G виконується:

2 · diam(G) ≤ tr(G) ≤ 3 · diam(G).

Доведення. Верхня оцiнка випливає iз означень триаметра та дiаметра для зв’язних
графiв. Найбiльша можлива вiдстань мiж вершинами у графi - це дiамтр. Вiдпо-
вiдно сума довiльних 3 вiдстаней завжди обмежена трьома дiамтреами.

Задля нижньої оцiнки позначемо d(u, v) = diam(G). Зафiксуємо вершину w ∈
V \ {u, v}. Тодi за нерiвнiстю трикутника d(u, v) ≤ d(v, w) + d(w, u). А отже,
2 · diam(G) = 2 · d(u, v) ≤ d(u, v) + d(v, w) + d(w, u) ≤ tr(G).

Точнiйсть нижньої оцiнки досягається на ланцюгу Pn, n ≥ 3 - беремо крайнi
вершини ланцюга на довiльну третю вершину.Для графа петерсона tr(P ) = 3 ·
diam(P ).

Наслiдок 2.2. Для довiльного зв’язного графа G виконуються точна оцiнка:

2 · rad(G) ≤ tr(G) ≤ 6 · rad(G).

Доведення. Для довiльного зв’язного графа G rad(G) ≤ diam(G) ≤ 2 · rad(G).
Пiдставивши сюди в оцiнку з Твердження 2.1 отримаємо те, що i потрiбно було
довести.

Щоб показати точнiсть оцiнки вiзьмемо G = C2n, де tr(G) = 2n = 2rad(G),
для верхньої оцiнки вiзьмемо G = K1,3, де tr(G) = 6, rad(G) = 1.

Наслiдок 2.3. Для будь-якого дерева T виконуються точна оцiнка:

4 · rad(T )− 2 ≤ tr(T ) ≤ 6 · rad(T ).

Доведення. Для будь-якого дерева T його центр має або 1 або 2 вершини, diam(T ) =
2 · rad(T ) або 2 · rad(T )− 1 вiдповiдно до |center(T )| = 1 або |center(T )| = 2. На-
слiдок слiдує з Твердження 2.1.

Точнiсть верхньої та нижньої оцiнок досягається на K1,3 та P2n вiдповiдно.

Нижня оцiнка Наслiдку 2.3 може бути покращена для дерев з бiльш нiж 2
листками.
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Рис. 1: Приклади дерев, на яких досягаються верхнi оцiнки: злiва tr(G) = 3 ·
diam(G) та справа tr(G) = 6 · rad(G)

Твердження 2.4. Для будь-якого дерева T , що має бiльше нiж 2 листки
виконуються точна оцiнка:

tr(T ) ≥ 4 · rad(T )

.

Доведення. Розглянемо 2 випадки: |center(T )| = 1 та |center(T )| = 2.
В першому випадку позначимо центральну вершину x1. Нехай rad(T ) = r, а u,v

- двi дiаметральнi вершини. Тодi diam(T ) = d(u, v) = 2r i d(u, x1) = d(v, x1) = r.
Нехай w - iнший листок дерева T , вiдмiнний вiд u та v. Нехай k - найкоротша
вiдстань вiд w до вершин, що з’єднують u та v. Тодi d(u, v, w) = d(u, v)+d(v, w)+
d(u,w) = 4r+2k, оскiльки w - листок та k ≥ 1. Звiдси tr(T ) ≥ d(u, v, w) ≥ 4r+2 >
4rad(T ).

В другому випадку позначимо центральнi вершини - x1 та x2. Аналогiчно по-
значемо rad(T ) = r, а u,v - двi дiаметральнi вершини. Тодi diam(T ) = d(u, v) =
2r − 1. Аналогiчно вiзьмемо вершину w i позначемо вiдстань k. Тодi d(u, v, w) =
4r+2k−2, оскiльки w - листок та k ≥ 1. Звiдси tr(T ) ≥ d(u, v, w) ≥ 4r = 4rad(T ).

Точнiсть випливає iз додавання вершини на ребро графа K1,3, отримаємо ра-
дiус 2 i триаметр 8.
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2.2 Оцiнки триаметра дерева в термiнах кiлькостi вершин
та листкiв

Твердження 2.5. Для будь-якого зв’язного графа G з n ≥ 3 вершинами,
tr(G) ≤ 2n − 2. tr(G) = 2n − 2 тодi i тiльки тодi, коли G є деревом з 2 або
3 листками.

Доведення. Достатньо довести для дерев, адже для будь якого зв’язного графа G
та його кiстяковго дерева T : tr(G) ≤ tr(T ).

Нехай маємо дерево T , u, v та w - три вершини дерева, такi що tr(T ) =
d(u, v, w). Нехай P1, P2 та P3 - три найкоротшi шляхи вiд u до v, u до w та v
до w вiдповiдно. Нехай M = E(P1 ∪ P2 ∪ P3) - множина всiх ребер шляхiв P1, P2

та P3. Легко помiтити, що пiд час пiдрахунку триаметра кожне ребро з множини
M рахується двiчi.

Тому, маємо tr(T ) = 2|M | ≤ 2|E(T )| = 2|V (T )| − 2 = 2n − 2, де V (T ) та
E(T ) позначають множини вершин та ребер графа T вiдповiдно. Якщо tr(T ) =
2|V (T )| − 2, тодi 2|V (T )| − 2 = 2|M |. Звiдси |V (T )| − 1 = |M |. Тодi |E(T )| = |M |.
Таким чином, E(T ) = M . Це показує, що T має рiвно 3 листки u, v та w або 2
листки u та v, а w - є iншою вершиною дерева T .

Далi покажемо, що G не може бути зв’язним графом, який не є деревом з
tr(G) = 2n − 2. Нехай G - граф, для якого tr(G) = 2n − 2, де n = |V (G)|.
Позначимо кiстякове дерево графа G як T . Тодi, 2n− 2 = tr(G) ≤ tr(T ) ≤ 2n− 2.
Тодi, tr(T ) = 2n−2. А отже, T є деревом iз 3 листками. Якби iснувало таке ребро
e ∈ E(G) та e /∈ E(T ), тодi б tr(G) ≤ tr(T + e) < tr(T ) = 2n − 2, отримали
б суперечнiсть. Отже, E(G) ⊆ E(T ). Тому граф G є деревом з рiвно 2 або 3
листками.

Твердження 2.6. Нехай T - дерево з n ≥ 3 вершинами та l ≥ 4 листками.
Тодi tr(T ) ≤ 2n− 2l + 4.

Доведення. Нехай tr(T ) = d(u∗, v∗, w∗), для 3 листкiв u∗,v∗,w∗ дерева T . Нехай
T ′ - дерево на n − (l − 3) вершинах, одержане видаленням решти l − 3 листкiв з
дерева T . Тодi за Теоремою 2.5: tr(T ) ≤ tr(T ′) = 2(n− l+ 3)− 2 = 2n− 2l+ 4.

Наслiдок 2.7. Нехай T - дерево з n ≥ 3 вершинами та tr(T ) = 2n − 4, тодi
T має рiвно 4 листки.

Доведення. За Теоремою 2.6 маємо 2n−4 = tr(T ) ≤ 2n−2l+4, отже l ≤ 4. Якщо
l = 2 or l = 3, тодi tr(T ) = 2n− 2 6= 2n− 4. Отже, l = 4.

Також зазначемо, що зворотнє твердження не є вiрним. Контрприклад зобра-
жено на малюнку:
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Рис. 2: Приклад дерева T з l(T ) = 4, n = 11 та tr(T ) = 16 < 18 = 2 · 11− 4

Теорема 2.8. Нехай T — це дерево на n вершинах з l ≥ 3 листками. Тодi
tr(T ) ≥

⌈
4(n−1)
(l−1)

⌉
, до того ж це точно оцiнка.

Доведення. Для l = 3 виконується рiвнiсть. Розгнялнемо l > 3. Нехай tr(T ) =
d(u, v, w) для трьох листкiв u,v,w в деревi T . Нехай P1, P2, P3 - унiкальнi найкоро-
тшi шляхи, що з’єднують u−v, v−w i w−u вiдповiдно. Нехай T ′ = 〈P1∪P2∪P3〉
— пiд-дерево дерева T , iндукованого об’єднанням P1, P2 i P3. Зауважимо, що T ′
є деревом з трьома листками u,v,w i tr(T ′) = tr(T ). Оскiльки T ′ — це дерево з 3
листками, його можна отримати виходить шляхом подiлу ребер графа K1,3. Нехай
y — коренева вершина в T ′. Позначимо d(u, y) = k1, d(v, y) = k2 i d(w, y) = k3.
Тодi tr(T ) = tr(T ′) = 2(k1 + k2 + k3).

Оскiльки l > 3, нехай x буде iншим листком у T , вiдмiнним вiд u, v,w та
d(x, T ′) = k. Тодi iснує z ∈ T ′ така, що d(x, z) = k i d(x, t) > k для всiх t ∈ T ′\{z}.
Без втрати загальностi, нехай z лежить на шляху, що з’єднує u та y (див. Рис. 3).

Твердження 1. d(u, z) ≥ d(x, z) = k.
Доведення Якщо можливо, нехай d(u, z) < d(x, z), тодi
d(u, v) = d(u, z) + d(z, v) < d(x, z) + d(z, v) = d(x, v) та
d(u,w) = d(u, z) + d(y, z) + d(y;w) < d(x, z) + d(y, z) + d(y;w) = d(x;w).
Таким чином
tr(T ) = d(u, v, w) = d(u, v) + d(u,w) + d(v, w)
< d(x, v) + d(x,w) + d(v, w) = d(x, v, w)
маємо суперечнiсть.
Твердження 2. Або d(v, z) ≥ d(x, z) або d(w, z) ≥ d(x, z).
Доведення Якщо можливо, нехай d(v, z) < d(x, z) або d(w, z) < d(x, z). Без

втрати загальностi, нехай k2 ≥ k3. Тодi
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u z

x

y v

w

k1

k2

k3

k

Рис. 3: Схематична дiаграма для доведення Теореми 2.8

d(u, v;w)
= d(u, v) + d(w, u) + d(v;w) = (d(u, z) + d(z, v)) + (k2 + k3) + d(w, u)
< d(u, y) + d(x, z) + (k2 + k3) + d(w, u) [бо, d(u, z) ≤ d(u, y); d(v, z) < d(x, z)]
= (d(u, z) + d(y, z)) + d(x, z) + (k2 + k3) + d(w, u)
= (d(u, z) + d(x, z)) + (d(y, z) + k3) + k2 + d(w, u)
= d(u, x) + d(w, z) + k2 + d(w, u)
< d(u, x) + d(x, z) + k2 + d(w, u) [бо, d(w, z) < d(x, z)]
≤ d(u, x) + (d(x, y) + k3) + d(w, u) [бо, d(x, z) ≤ d(x, y); k2 ≤ k3]
= d(u, x) + d(x,w) + d(w, u) = d(u, x, w) маємо суперечнiсть.
Оскiльки d(x, z) = k, iз Твердження 1,2 маємо, що d(u, z) ≥ k та або d(v, z)

або d(w, z) ≥ k. Додамо їх, отримаємо d(u, z) + d(v, z) ≥ 2k або d(u, z) + d(w, z) ≥
2k. З цього випливає, d(u, y)+d(v, y) = k1+k2 ≥ 2k або d(u, y)+d(w, y) = k1+k3 ≥
2k. В будь-якому випадку, 2k ≤ k1 + k2 + k3

(2)

k ≤ k1 + k2 + k3

2
≤ tr(T ′)

4
=
tr(T )

4
.

Нехай n′ - кiлькiсть вершин в T ′. Тодi

n′ = (k1 + 1) + (k2 + 1) + (k3 + 1)− 2 = k1 + k2 + k3 + 1 =
tr(T )

2
+ 1

.
Iз (2), зазначемо, що для того, щоб отримати T ′ видаленням вершин з T по-
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трiбно видалити максимум tr(T )
4 (l − 3) вершини. Тодi

tr(T )

2
+ 1 = n′ ≥ n− tr(T )

4
(l − 3)

2tr(T ) + 4 ≥ 4n− (l − 3)tr(T )

(l − 1)tr(T ) ≥ 4(n− 1)⇒ tr(T ) ≥
⌈

4(n− 1)

(l − 1)

⌉
.

Точна нижня оцiнка досягається будь-яким деревом з 3 листками.

Твердження 2.9. Нехай маємо Pn, n ≥ 3 - ланцюг на n вершинах. Тодi
tr(Pn) = 2 · diam(Pn) = 2n− 2.

Доведення. Виходячи iз максимальностi в означеннi триаметра, серед триаме-
тральної трiйки обов’язково мають бути кiнцi ланцюга, позначемо u, v. Тодi взяв-
ши довiльну третю врешину x (не висячу) отримаємо: tr(Pn) = uv + ux + xv =
diam(Pn) + uv = 2 · diam(Pn) = 2n− 2

Твердження 2.10. Нехай маємо H - гусениця на n вершинах, з l ≥ 3 лис-
тками. Тодi tr(H) = 2n− 2l + 6.

Доведення. Виходячи з мiркувань максимальностi триаметра вiн буде досягатись
на дiаметральнiй парi u, v вершин та довiльнiй третiй висячiй x. Зауважимо,
що за побудовою гусеницi перевисяча вершина x′ до вершини x належить дiа-
метральному ланцюгу uv. Таким чином, tr(H) = d(u, v) + d(u, x) + d(v, x) =
diam(H)+d(u, x′)+1+d(v, x′)+1 = 2 diam(H)+2 = 2(n−l+1)+2 = 2n−2l+4

Лема 2.11. Нехай маємо дерево T , з l ≥ 3 листками, позначемо за T ′ - дерево
отворене видаленням всiх висячих вершин з дерева T . Тодi tr(T ) = tr(T ′) + 6.

Доведення. Зафiксуємо триаметральну трiйку вершин: a,b,c - всi вони є висячими
з мiркувань максимальностi триаметра. Та позначимо їх передвисячi вершини, як
a′, b′, c′. Тодi d(a′, b′) = d(a, b) − 2, d(c′, b′) = d(c, b) − 2, d(a′, c′) = d(a, c) − 2.
Таким чином сума трьох вiдстаней зменшиться на 6. Отже, abc = a′b′c′+ 6. Таким
чином це виконується для будь-якої триаметральної трiйки дерева T . Для кожної
такої трiйки дереве T їх вершини перейдуть у вiдповiднi передвисячi дереве T ′.
Оскiльки триаметр - це максимум по трiйках, то tr(T ′) = tr(T )− 6.

Аналогiчно, якщо dT (a, b, c) = tr(T ), то a, b, c ∈ L(T ). Нехай a′, b′, c′ пере-
двисячi вершини в T для листкiв a, b, c, вiдповiдно. Тодi tr(T ) = dT (a, b, c) =
dT ′(a′, b′, c′) + 6 ≤ tr(T ′) + 6, що доводить лемму.
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Теорема 2.12. Нехай T – дерево з n ≥ 4 вершинами i l ≥ 3 листками. Тодi
виконується нерiвнiсть:

tr(T ) ≥ 6

⌊
n− 1

l

⌋
+ 2 min{(n− 1) mod l, 3}

Доведення. Використаємо iндукцiю по n ≥ 4. Якщо n = 4, то T = K1,3, l = 3 i
tr(T ) = 6 = 6

⌊
n−1
l

⌋
+ 2 min{(n− 1) mod l, 3}.

Нехай n ≥ 5. Розглянемо дерево T ′ = T\L(T ) та покладемо l′ = |L(T ′)|.
Зауважимо, що l′ ≤ l. Якщо l′ = 1, то T = K1,n−1, l = n − 1 та tr(T ) = 6 =
6bn−1l c+ 2 min{(n− 1) mod l, 3}.

Якщо l′ = 2, то T є гусеницею. Зауважемо, що пiсля видалення всiх висячих
вершин триаметр буде таким: 2(n−l−1)+6. Для спрощення покладемо: k =

⌊
n−1
l

⌋
,

m = (n− 1) mod l. Та покажемо, що tr(T ′)− 6
⌊
n−1
l

⌋
+ 2 min{(n− 1) mod l, 3} ≥ 0.

n− l − 1 + 3− 3k −min{m, 3} =
kl +m− l + 3− 3k −min{m, 3} =
k(l − 3)− (l − 3) +m−min{m, 3} =
k(l − 3)− (l − 3) +m−min{m, 3} =
(k − 1)(l − 3) +m−min{m, 3} ≥ 0
Таким чином, припустимо l′ ≥ 3. Тодi за припущенням iндукцiї, tr(T ′) ≥

6bn−l−1l′ c+ 2 min{(n− l − 1) mod l′, 3}.
Покладемо m = (n− 1) mod l and m′ = (n− l− 1) mod l′ для простоти. Заува-

жимо, що n− l − 1 ≥ m. За Лемою 2.11,

tr(T )− (6

⌊
n− 1

l

⌋
+ 2 min{(n− 1) mod l, 3})

= tr(T ′) + 6− 6

⌊
n− 1

l

⌋
− 2 min{m, 3}

≥ 6

⌊
n− l − 1

l′

⌋
+ 2 min{(n− l − 1) mod l′, 3}+ 6− 6

⌊
n− 1

l

⌋
− 2 min{m, 3}

= 6

⌊
n− l − 1

l′

⌋
+ 2 min{m′, 3}+ 6− 6

⌊
n− 1

l

⌋
− 2 min{m, 3}

= 6(

⌊
n− l − 1

l′

⌋
−
⌊
n− 1

l

⌋
+ 1) + 2(min{m′, 3} −min{m, 3})

= 6(

⌊
n− l − 1

l′

⌋
−
⌊
n− l − 1

l

⌋
) + 2(min{m′, 3} −min{m, 3}).

Оскiльки l′ ≤ l, bn−l−1l′ c ≥ b
n−l−1

l c. Якщо bn−l−1l′ c = bn−l−1l c, то
n−l−1−m′

l′ =
n−l−1−m

l . Тому, m′ = (n−l−1)(l−l′)+ml′

l ≥ m(l−l′)+ml′

l = m. Звiдси, у випадку bn−l−1l′ c =
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bn−l−1l c, маємо 2(min{m′, 3} − min{m, 3}) ≥ 0 таким чином tr(T ) − (6bn−1l c +

2 min{(n− 1) mod l, 3}) ≥ 0. Якщо bn−l−1l′ c > b
n−l−1

l c, то

tr(T )− (6

⌊
n− 1

l

⌋
+ 2 min{(n− 1) mod l, 3})

≥ 6(

⌊
n− l − 1

l′

⌋
−
⌊
n− l − 1

l

⌋
) + 2(min{m′, 3} −min{m, 3})

> 6 + 2(min{m′, 3} −min{m, 3}) ≥ 6− 2 · 3 = 0

так само. У всiх випадках, tr(T ) ≥ 6bn−1l c+ 2 min{(n− 1) mod l, 3}, що доводить
крок iндукцiї.

T10,4 :

Рис. 4: Приклад дерева Tn,l

Тепер покажемо, що отримана оцiнка є точною. Для цього, зафiксуємо n ≥ 4
та 3 ≤ l ≤ n− 1. Побудуємо дерево Tn,l таким чином: почнемо iз зiрки K1,l, потiм
зафiксуємо множину ребер E ′ ⊂ E(K1,l) : |E ′| = m = (n−1) mod l та пiдрозiб’ємо
кожен з них на bn−l−1l c+ 1 нових вершин,кожне iнше ребро в K1,l пiдрозiб’ємо на
bn−l−1l c нових вершин, щоб отримати Tn,l. За побудовою, Tn,l має

1 + l +

⌊
n− l − 1

l

⌋
· l + (n− 1) mod l

= 1 + l +

⌊
n− l − 1

l

⌋
· l + (n− l − 1) mod l

= 1 + l + n− l − 1 = n

вершин та l листкiв.
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Далi розглянемо 4 випадки на остачу m. Якщо m ≥ 3, зафiксуємо трiйку вер-
шин a, b, c, кожна з яких iнцидентна деякому ребру iз E ′. Виконується: tr(Tn,l) =
dTn,l

(a, b, c) = 3 ·2 · (bn−l−1l c+ 2) = 6bn−1l c+ 6 = 6bn−1l c+ 2 min{m, 3}. Якщо m = 2,
зафiксуємо двi вершини-листки a, b,кожна з яких iнцидентна деякому ребру iз E ′,
а третю вершину c iз Tn,l. В цьому випадку,

tr(Tn,l) = dTn,l
(a, b, c) = dTn,l

(a, b) + dTn,l
(a, c) + dTn,l

(b, c)

= 2 · (
⌊
n− l − 1

l

⌋
+ 2) + 2 · (2

⌊
n− l − 1

l

⌋
+ 3)

= 6

⌊
n− 1

l

⌋
+ 4 = 6

⌊
n− 1

l

⌋
+ 2 min{m, 3}.

Якщо m = 1, зафiксуємо вершину-листок a, яка iнцидентна єдиному ребру iз
E ′ та два iнших листки b, c iз Tn,l. Маємо

tr(Tn,l) = dTn,l
(a, b, c) = dTn,l

(a, b) + dTn,l
(a, c) + dTn,l

(b, c)

= 2 ·
⌊
n− l − 1

l

⌋
+ 3 + 2 · 2 · (

⌊
n− l − 1

l

⌋
+ 1)

= 6

⌊
n− 1

l

⌋
+ 2 = 6

⌊
n− 1

l

⌋
+ 2 min{m, 3}.

Якщо m = 0, то для будь-якої трiйки a, b, c вершин-листкiв iз Tn,l виконується:
tr(Tn,l) = 3 · 2 · (bn−l−1l c + 1) = 6bn−1l c = 6bn−1l c + 2 min{m, 3}. В усiх 4 випадках
рiвнiсть виконується, отже оцiнка точна.
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3 Зв’язок триаметра з дiаметром
Теорема 3.1. Нехай маємо дерево T , та x, y ∈ V (T ) - дiаметральна пара

вершин : d(x, y) = diam(T ). Тодi цю пару можна доповини третьою вершиною
до триаметральної трiйки: ∃z ∈ V (T ) : d(x, y, z) = tr(T ).

Доведення. Нехай маємо дерево T , з дiаметральною трiйкою a, b, c та дiаметраль-
ною парою x, y. Розглянемо можливi 2 випадки розташування вершин. Познаимо
вершину m - середину триаметральної трiйки: [a; b] ∩ [b; c] ∩ [a; c] = m. Зауважи-
мо, що доведення покриває випадки, коли одна або двi з дiаметральних вершин
збiгається iз триаметральною вершиною. Адже, такого обмеження ми не вводимо.

Випадок 1. Проекцiї дiаметральних вершин падають на рiзнi вiдрiзки з [a;m],
[b;m], [c;m]. Без втрати узагальнення будемо вважати, що x′ ∈ [a;m], y′ ∈ [b;m],
де x′, y′ - проекцiї вершин x та y - вiдповiдно.

a

x′

x

m

c

y′ y

b

Рис. 5: Схематична дiаграма Випадку 1

В цьому доведеннi для скорочення будемо позначати вiдстань мiж парою вер-
шин як xy = d(x, y). Тодi xy ≥ ab, бо xy = diam(T ).

xx′ + x′m+my′ + y′y ≥ ax′ + x′m+my′ + y′b′

xx′ + y′y ≥ ax′ + by′

Звiдси покажемо, що довонення вершиною c дасть нам триамтреальну пару:
xyc ≥ tr(T ) = abc
xy + yc+ xc ≥ ab+ bc+ ac
(xx′+x′y′+y′y)+(yy′+y′c)+(xx′+x′c) ≥ (ax′+x′y′+y′b)+(by′+y′c)+(ax′+x′c)
2xx′ + 2yy′ ≥ 2ax′ + 2by′

xx′ + yy′ ≥ ax′ + by′
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Отже, xyc = tr(T )
Випадок 2. Проекцiї дiаметральних вершин падають один i той же вiдрiзок.

Без втрати узагальнення будемо вважати, що x′,y′ ∈ [a;m].

a

t

x

t′

y

m c

b

Рис. 6: Схематична дiаграма Випадку 2

Розглянемо 2 можливi варiанти: bt′ = max{bt′, at′, t′c} та at′ = max{bt′, at′, t′c}.
Варiант, коли t′ є таким максимумом доводиться аналогiчно до bt′.

1) bt′: xyb ≥ tr(T ) = abc
xy + (xt+ tt′ + t′b) + (yt′ + t′b) ≥ at′ + t′b+ bc+ at′ + t′c
diam +(xt+ tt′ + yt′) + t′b ≥ at′ + bc+ at′ + t′c
2 diam +t′b ≥ 2at′ + bc+ t′c
2 diam ≥ 2at′ + bc (бо t′b > t′c - як максимум)
diam ≥ 2at′ (бо diam ≥ bc)
ab ≥ 2at′ (це справджується, бо at′ ≤ ab

2 , бо bt
′ є максимумом)

2) at′: Покажемо, що at = xt. Вiд супротивного, якщо at > xt, то ay > xy =
diam - суперечнiсть з максимальнiстю в означеннi дiаметра. Якщо at < xt, то
abc > xbc = tr(T ) - суперечнiсть з максимальнiстю в означеннi триаметра.

Також зазначемо, що yt′ ≥ t′b, yt′ ≥ t′c. Iнакше б була суперечнiсть xb > xy =
diam (xt′ + t′b > xt′ + t′y).

Тодi xy доповнюється вершиною b до триаметральної трiйки:
xyb ≥ abc = tr(T )
xy + xb+ yb ≥ ab+ ac+ bc
xy + yb ≥ ac+ bc (бо at = xt)
ay + yb ≥ ac+ bc
at′ + t′y + yb ≥ at′ + t′c+ bc
t′y + yt′ + t′b ≥ t′c+ bc
yt′ + t′b ≥ bm+mc (бо yt′ ≥ t′c)
Нерiвнiсть справджується, бо t′b ≥ bm, yt′ ≥ t′c ≥ mc
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Теорема 3.2. [8] Зв’язний граф G є графом блокiв тодi й тiльки тодi, коли
його метрика dG задовiльняє “умовi 4 точок”: для будь-яких 4 врешин x, y, z, t ∈
V (G) виконується:

dG(x, y) + dG(z, t) ≤ max{dG(x, z) + dG(y, t), dG(x, t) + dG(y, z)}.

G :

x
b

y

a

c

Рис. 7: Триаметральна трiйка a, b, c не мiстить дiаметральної пари, а дiаметральна
пара x, y не може бути доповнена до триаметральної трiйки.

Теорема 3.3. Нехай G - зв’язний граф блокiв, d = dG та a, b, c, x, y ∈ V (G)
такий, що d(a, b, c) = tr(G), d(x, y) = diam(G). Тодi

max{d(a, b), d(a, c), d(b, c)} = diam(G) та
max{d(a, x, y), d(b, x, y), d(c, x, y)} = tr(G).

Доведення. Оскiльки G є зв’язним графом блокiв, з Теореми 3.2 випливає, що
d(x, y) + d(a, b) ≤ max{d(x, a) + d(y, b), d(x, b) + d(y, a)}. Без втрати загальностi,
нехай

d(x, y) + d(a, b) ≤ d(x, a) + d(y, b). (1)

Якщо d(a, y) ≥ d(y, b), тодi

0 ≥ d(a, x, y)− d(a, b, c) = d(a, x) + d(a, y) + d(x, y)− d(a, b)− d(a, c)− d(b, c)

= (d(a, x)− d(a, b)) + d(a, y) + d(x, y)− d(a, c)− d(b, c)

≥ (d(x, y)− d(y, b)) + d(a, y) + d(x, y)− d(a, c)− d(b, c)

= (d(a, y)− d(y, b)) + 2d(x, y)− d(a, c)− d(b, c)

≥ 2 diam(G)− d(a, c)− d(b, c) ≥ 0.

Звiдси, d(a, x, y) = d(a, b, c) = tr(G) та d(a, c) = d(b, c) = diam(G).
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Якщо d(b, x) ≥ d(x, a), то

0 ≥ d(b, x, y)− d(a, b, c) = d(b, x) + d(b, y) + d(x, y)− d(a, b)− d(a, c)− d(b, c)

(d(b, y)− d(a, b)) + d(b, x) + d(x, y)− d(a, c)− d(b, c)

≥ (d(x, y)− d(x, a)) + d(b, x) + d(x, y)− d(a, c)− d(b, c)

= (d(b, x)− d(x, a)) + 2d(x, y)− d(a, c)− d(b, c)

≥ 2 diam(G)− d(a, c)− d(b, c) ≥ 0.

Таким чином, d(b, x, y) = d(a, b, c) = tr(G) та d(a, c) = d(b, c) = diam(G).
Тепер нехай d(a, y) < d(y, b) та d(b, x) < d(x, a). Тодi d(a, y)+d(b, x) < d(y, b)+

d(x, a) implying that d(y, b) + d(x, a) ≤ d(x, y) + d(a, b) (again, see Theorem 3.2).
Поєднавши цю нерiвнiсть iз (1), отримуємо рiвнiсть:

d(x, y) + d(a, b) = d(x, a) + d(y, b). (2)

Подiбним чином розглянемо двi суми d(x, y) + d(a, c), d(x, y) + d(a, c) та за-
стосуємо Теорему 3.2 до кожної з них. Оскiльки, ми обмежились до випадку, де
наступна рiвнiть виконується:

d(x, y) + d(a, c) = d(a, x) + d(c, y) or (3)
d(x, y) + d(a, c) = d(a, y) + d(c, x) (4)

та

d(x, y) + d(b, c) = d(b, x) + d(c, y) or (5)
d(x, y) + d(b, c) = d(b, y) + d(c, x). (6)

Якщо (4) виконується, то виконристовуючи (2), отримаємо:

0 ≥ d(a, x, y)− d(a, b, c) = d(a, x) + d(a, y) + d(x, y)− d(a, b)− d(a, c)− d(b, c)

= (d(x, y) + d(a, b)− d(y, b)) + (d(x, y) + d(a, c)− d(c, x))

+ d(x, y)− d(a, b)− d(a, c)− d(b, c)

= 3 diam(G)− d(y, b)− d(c, x)− d(b, c) ≥ 0.

Звiдси, d(a, x, y) = tr(G) та d(b, c) = diam(G). Якщо (5) виконуєтьcя, то за допомо-
гою (2), можемо подiбним чином отримати d(b, x, y) = tr(G) та d(a, c) = diam(G).

Нехай (3) та (6) виконується. Тодi

0 ≥ d(c, x, y)− d(a, b, c) = d(c, x) + d(c, y) + d(x, y)− d(a, b)− d(a, c)− d(b, c)

= (d(x, y) + d(b, c)− d(b, y)) + (d(x, y) + d(a, c)− d(a, x))

+ d(x, y)− d(a, b)− d(a, c)− d(b, c)

= 3 diam(G)− d(b, y)− d(a, x)− d(a, b) ≥ 0.

В цьому випадку d(c, x, y) = tr(G) та d(a, b) = diam(G).
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4 Алгоритми знаходження триаметра
Алгороритми проiлюстрованi мовою С++. Клас графiв має поля: int V - позна-

чає кiльiсть вершин графа, int E - кiлькiсть ребер графа та список сумiжностей
- представлено списоком спискiв цiлих чисел list<int>[V]. На i-тiй позицiї списку
мiститься список сумiжних вершин до вершини vi.

Перевiрка, чи є граф ланцюгом: Перевiрка чи є граф ланцюг має O(V)
часову складнiсть. Ми виконуємо 2 перевiрки. Перша - це перевiрка, щоб граф не
мiстив вершн степеня бiльше 2. Друга - щоб граф не був циклом. Виконуємо обхiд
графа i слiдкуючи, чи не потрапимо ми у ранiше вiдвiдану вершину.

Перевiрка, чи є граф деревом: Перевiрка чи є граф дерево має O(V) часову
складнiсть. Виконуємо обхiд графа i слiдкуючи, чи не потрапимо ми у ранiше
вiдвiдану вершину тобто, щоб граф не мiстив циклiв.

Обчислення вiдстанi мiж двома вершинами: Знаходження вiдстанi мiж
парою вершин u та v має O(V) часову складнiсть. Виконуємо обхiд графа почи-
наючи з вершини u та рахуємо вiдстанi до кожної вершини. При потрапляннi у
ранiше вiдвiдану вершину, якщо наша вiдстань менше, нiж була, то оновлюємо
її, i також оновлюємо вiдстанi для сусуднiх їх вершин рекурсивно. Таким чином,
ми перевiримо всi можливi шляхи мiж вершинами u та v за 1 прохiд i знайдемо
мiнiмальну вiдстань.

Алгоритм обчислення дiаметру дерева:
Пошук дiаметру дерева O(V) виконується за 2 проходи. Перший раз почина-

ємо з довiльної вершини v, та знаходимо ексцентричну їй вершину a, ту, до якої
вiдстань найбiльша. Одержана вершина a буде периферiйною. Далi другий об-
хiд графа - починаємо iз a та знаходимо найвiддаленiшу до неї вершину b. Тодi
вершини diam(G) = d(a, b).

Алгоритм знаходження триаметра:
Розглянемо окремо випадки ланцюга, дерева та довiльного зв’язного графа.
Пошук триаметра ланцюга має складнiсть O(1), адже обчислюється як 2 ∗

|E(G)|.
Пошук триаметра дерева O(V) + O(L*V) = O(L*V). Спочатку знаходимо дiа-

метральну пару вершин. Далi користуючись Теоремою 3.1 ми доповнюємо дiаме-
тральну пару третьою вершиною. Наiвним методом це можна зробити за O(L*V)
- просто перебравши всi листки дерева, обчислюючи суму вiдстаней вiд листка до
кожної iз дiаметральних. Вершина iз максимальною такою сумою доповнить нашу
пару до триаметральної трiйки.

Втiм алгоритм можна покращити до часовоъ складностi O(V). Потрiбно ви-
конати 3 обходи графа, рахуючи вiдстанi. Перший обiд - як в агритмi пошуку
дiаметра дерева - знайти периферiйну вершини. За другим обходом будемо обра-
ховувати вiдстанi до нашої периферiйної вершини та збережемо їх. I далi потрiбно
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виконати обхiд графа i знайденої другої дiаметральної вершини та порахувати вiд-
станi до неї. Таким чином за 3 проходи ми знайшли дiаметральну пару та знаємо
вiдстанi до всiх вершин вiд кожної з двох дiаметральних. Достатньо пройтись по
листках та вибрати вершину з максимальною сумою вiдстаней, вона i доповнить
нашу пару до триаметральної трiйки.

Пошук Триаметра у загальному - для довiльного зв’язного графа так само як
i пошук дiаметра не має швидкого алгоритму. Щоб знайти триаметр довiльного
графу можна використати той же пiдхiд, як i знаходження дiаметру. Знайдемо всi
найкоротшi вiдстанi. А далi простим перебором знайдемо такi 3, щоб сума була
максимальною, отримаємо таку ж складнiсть O(V 3).
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5 Триаметр та iншi графовi параметри
Означення 5.1. Для графа G множина вершин S ⊆ V (G) називається домiну-

ючою, позначається NG[S], якщо для будь-якої вершини v графа G iснує сумiжна
вершина, яка належить множинi S, або v належить множинi S.

Означення 5.2. Нижнє число домiнування, позначається γ графа G - це най-
менший розмiр домiнуючої множини вершин графа G.

Наслiдок 5.3. Нехай G - зв’язний граф на n вершинах зi зв’язним числом
домiнування γc. То tr(G) ≤ 2γc + 4.

Доведення. Let T be a spanning tree of G with maximum number of leaves l. Then
l + γc = n[6]. Now, if l ≥ 4, tr(G) ≤ tr(T ) ≤ 2(n − l) + 4 = 2γc + 4. If l = 2 or
l = 3, by Theorem 2.5, tr(G) = 2n − 2 and γc = n − 2 or n − 3. In this case also,
tr(G) ≤ 2c+ 4 holds.

Теорема 5.4. Для зв’язного графа G, з n ≥ 3 вершинами та хроматичним
числом χ(G), tr(G) + χ(G) ≤ 2n, оцiнка є точною.

Доведення. Спочатку покажемо, що результат виконується для непарних циклiв
G = Cn з непарним n, n ≥ 3, tr(G) = n, χ(G) = 3 та повних графiв G = Kn.
tr(G) = 3, χ(G) = n, в обох випадках tr(G) + χ(G) = n+ 3− 2n.

Тепер розглянемо випадок, якщоG не є нi непарним циклом, нi повним графом.
Зафiксуємо таке кiсякове дерево T графа G з максимальним степенем ∆(T ) =
∆(G), i також кiлькiсть листкiв l(T ) задовiльняє нерiвнiсть ∆(T ) ≤ l(T ). Звiдси
за Теоремою Брукса маємо

tr(G) + χ(G) ≤ tr(G) + ∆(G) ≤ tr(T ) + ∆(T ) ≤ tr(T ) + l(T )

Якщо l(T ) ≤ 4, то за Теоремою 2.6 tr(T ) + l(T ) ≤ 2n− l + 4 ≤ 2n. If l(T ) = 2,
тодi за Теоремою 2.5, tr(T ) + l(T ) = 2n− 2 + 2 = 2n.

Таким чином залишається останнiй випадок l(T ) = 3. Якщо G = T , то tr(G)+
χ(G) = 2n − 2 + 2 = 2n. Якщо G має принаймнi на одне ребро бiльше нiж T , то
tr(G) ≤ 2n− 3 i тодi за Теоремою Брукса:

tr(G) + χ(G) ≤ tr(G) + ∆(G) = tr(G) + ∆(T ) ≤ tr(G) + l(T ) ≤ 2n− 3 + 3 = 2n

.
Точнiсть оцiнки досягається на ланцюгах Pn та на деревах з l ≥ 3.



25

6 Сiмейства графiв
Твердження 6.1. Для будь-який двох зв’язних графiв G and H, tr(G�H) =

tr(G) + tr(H).

Наслiдок 6.2. Нехай G - m×n прямокутний граф. Тожi tr(G) = 2(m+n−2).

Доведення. Оскiльки G це m× n прямокутний граф, G ∼== Pm�Pn. Тодi tr(G) =
tr(Pm) + tr(Pn) = (2m− 2) + (2n− 2) = 2(m+ n− 2).

Теорема 6.3. Нехай G - зв’язний двочастковий граф, тодi tr(G) парний.

Доведення. Нехай V (G) = V1tV2 - двочасткове розбиття множини вершин графа,
та u, v,w - три вершини графа, такi що tr(G) = d(u, v, w).

Якщо u,v,w ∈ V i для якогось i, тоды кожна з вiдстаней d(u, v), d(v, w), d(w, u)
парна, а тодi tr(G) парний, як сума трьох парних.

Тепер розглянемо другий випадок, якщо u,v ∈ V1, w ∈ V2. Тодi d(u,w) та
d(v, w) - непарнi, а d(u, v) - парне, а отже tr(G) парний.

Твердження 6.4. Нехай G = (V,E) - граф, такий що його доповнення Gc

зв’язне. Якщо tr(G) > 9, то tr(Gc) ≤ 6.

Доведення. Вiд супротивного, нехай tr(G) > 9 та tr(Gc) ≥ 7. Нехай u,v,w - три
довiльнi вершини.

Випадок 1. Якщо принаймнi она з вiдстане dGc(u, v), dGc(v, w), dGc(w.u) бiльше
1. Нехай dGc(w, u) > 1. Тодi dG(w, u) = 1. Якщо dG(u, v) або dG(v, w) бiльше 3.
Тодi, якщо diam(G) > 3 то diam(Gc) ≤ 2 i tr(Gc) ≤ 6 - суперечнiсть. Тому dG(u, v),
dG(v, w) ≤ 3. Таким чином dG(u, v) + dG(v, w) + dG(w, u) ≤ 7 ≤ 9.

Випадок 2. Якщо dGc(u, v) = dGc(v, w) = dGc(w, u) = 1, тодi 2 ≤ dG(u, v), dG(v, w), dG(w, u) ≤
3. А тому dG(u, v) + dG(v, w) + dG(w, u) ≤ 9.

В обох випадках tr(G) ≤ 9, що є суперечнiсть, а отже теорема доведена.

Зв’язний графG називають антиподальним, якщо для будь-якої його вершини
u ∈ V (G) iснує вершина u′ ∈ V (G) : [u, u′]G = V (G). Зауважимо, що для будь-якої
u вiдповiдна їй вершини u′ завжди єдина. Вершина u′ називають антиподальною
для u.

Твердження 6.5. Для будь-якого антиподального графа G виконується tr(G) =
2 diam(G).

Доведення. Нехай x, y, z ∈ V (G) - триаметральна трiйка вершин уG. Тодi 2 diam(G) ≤
tr(G) = dG(x, y, z) = dG(x, y)+dG(x, z)+dG(y, z) = dG(x, x′)−dG(x′, y)+dG(x, x′)−
dG(x′, z) + dG(y, z) = 2dG(x, x′) − dG(x′, y) − dG(x′, z) + dG(y, z) ≤ 2dG(x, x′) =
2 diam(G), де x′ - антиподальна вершина для x.
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Нехай n ∈ N. n-cube називають граф Qn, де V (Qn) = {0, 1}n i E(Qn) = {xy :
iснує єдина i, 1 ≤ i ≤ n with xi 6= yi}. Зауважимо, що кожен n-куб є медiанним
та антиподальним графом.

Наслiдок 6.6. Для будь-якого n ∈ N виконується tr(Qn) = 2n.

Доведення. Оскiльки diam(Qn) = n та Qn є антиподальним, рiвнiсть tr(Qn) = 2n
напряму слiдує iз Твердження 6.5.

Зауважимо, що наслiдок 6.6 також можна отримати iз спостереження про три-
аметр де-Картового добутку двох зв’язних графiв.

Твердження 6.7. [9] Для будь-яких двох зв’язних графiв G та H, tr(G�H) =
tr(G) + tr(H).

Оскiльки Qn є де-Картовим добутком n копiй K2, рiвнiсть tr(Qn) = 2n легко
випливає.

Наслiдок 6.8. Кожна пара вершин антиподального графа може бути розши-
рена до триметральної трiйки приєднанням третьої вершини.

Доведення. Нехай u, v ∈ V (G) - пара вершин антиподального графа G, тодi Твер-
дження 6.5 виконується dG(u, v, v′) = dG(u, v) + dG(u, v′) + dG(v, v′) ≥ 2dG(v, v′) =
2 diam(G) = tr(G), де v′ антиподальна для v.

Питання 4 виконується для антиподальних графiв. Але Питання 3 не викону-
ється для антиподальних графiв, бо 3-куб Q3 має триметральну трiйку вершин
x, y, z ∈ V (Q3) : dQ3

(x, y) = dQ3
(x, z) = dQ3

(y, z) = 2 < 3 = diam(Q3).
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Висновки

В роботi проведено дослiдження нового графового параметру - триаметра.
Основна мета роботи досягнута. Вона полягала в дослiдженi триаметра та отри-
маннi верхнiх та нижнiх оцiнок триаметра в термiнах рiзних графовим параметрiв.
Також було окремо розглядаються оцiнки триаметра дерев в термiнах кiлькостi
вершин та висячих i залежностi дiаметру та триаметра для дерев та графiв блокiв.
Також на мовi C++ наведенi алгоритми перевiрки графа на те, чи є вiн ланцюгом,
деревом та знаходження дiаметру та триаметра дерев.

Основними висновками по роздiлах роботи є: - в Роздiлi 1 наданi базовi озна-
чення, що використовуються далi в роботi. Зокрема вводиться поняття триаметра.

Роздiл 2 – представлено доведення твередження на оцiнки триаметра. У Пiд-
роздiлi 2.1 наводяться оцiнки через радiус та дiаметри.

У Роздiлi 2.2 представлений перший з основний результат - доведена точна
нижня оцiнка триаметра для дерев: tr(T ) ≥ 6

⌊
n−1
l

⌋
+ 2 min{(n − 1) mod l, 3}.

Доведення використовує в собi математичну iндукцiю та ранiше доведенi леми
для оцiнки триаметрiв ланцюга та гусеницi.

У Роздiлi 3 предстеалений другий основний результат - доведено теореми
про зв’язки дiаметра та триаметра. Теорема 3.1 доводить факт, що у деревi будь-
яка дiаметральна пара вершин може бути доповнена до триаметральної трiйки. У
Роздiлi 4 цей факт використовується для побудови швидкого алгоритму пошуку
триаметра для дерев. Теорема 3.3 розширює результат на графи блокiв та до-
водить одночасно i зворотнє твердження, що в будь-якiй триаметральнiй трiйцi
графа блокiв можна знайти дiаметральну пару.

У Роздiлi 4 наводиться опис алгоритмiв. Наведенi алгоритми перевiрки графа
на те, чи є вiн ланцюгом або деревом. Також знаходження дiаметру дерева через
обхiд графа. Особливим є результат знаходження триаметра, в цьому полягає на-
укова новизна. Запропоновано швидкий аглгоритм для дерев. За допомогою нього
можна знайти триаметр за три обходу графа. Алгоритм вбудований у звичайний
BFS та по-ходу рахує вiдстанi. Потiм завдяки доведенiй Теоремi 3.1 про, те що
дiаметральну пару можна доповнити до триаметральної трiйки знаходить третя
вершина серед листкiв дерева. Має часову складнiсть O(V).

У Роздiлi 4 розгядається зв’язок триаметра з iншими графоми параметрами,
зокрема числом домiнування γ, хроматичним числом χ та обхватом графа ∆.

У Роздiлi 6 розглядаються сiмейства графiв. Ми доводимо твердження для
антиподальних та двочасткових графiв. Також розглядаємо зв’язок триаметра з
графовим добутком.

Отже, ця тема має не тiльки наукову новизну, але i є темою для глибшого
вивчення i дослiдження.
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