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Анотацiя

Метою даної квалiфiкацiйної роботи було дослiдження класу оптимiзацiй-
них задач за умов невизначеностi. Розглянуто основну теоретичну базу вiд
найтривiальнiших задач детермiнованого лiнiйного програмування, до бiльш
абстрактних моделей з використанням теорiї вибору за умов невизначеностi.

Для моделювання реальних задач з великою кiлькiстю вхiдних даних
(обмежень) було використано програмне забезпечення Python, а саме код бi-
блiотеки SciPy. Переважна бiльшiсть розрахункiв ведеться саме програмова-
ним шляхом.

Розглянуто приклади оптимiзацiї задач в рiзних галузях людської дiяль-
ностi з використанням спiльного пiдходу до визначення розв’язку.

3



Термiни i позначення

• LP — лiнiйне програмування (linear programming)

• SP — стохастичне програмування (stochastic programming)

• SLP — стохастичне лiнiйне програмування (stochastic linear programmi-
ng)

• B&B — алгоритм розгалуження i розмежування (Branch and Bound)

• VaR — вартiсть пiд ризиком (Value at Risk)

• CVaR — умовна вартiсть пiд ризиком (conditional Value at Risk)
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Вступ

У сучасному свiтi оптимiзацiйнi моделi є рушiйним фактором прийняття рi-
шень у рiзних сферах людської дiяльностi, наприклад в економiцi, логiстицi,
наданнi послуг, розбудовi бiзнесу, тощо. Рiшення щодо зменшення витрат,
збiльшення прибутку, мiнiмiзацiї рискiв тощо, можуть прийматися чи не на
щоденнiй основi. Причому кiлькiсть даних, якi залученi у прийняття опти-
мального рiшення, може вимiрюватися рiзними порядками. Окрiм самих вхi-
дних даних, проблему ще можуть описувати рiзноманiтнi подiї навколишньо-
го середовища, якi створюють значний вплив на поставлену задачу, але не
зазнають впливу зi сторони того, хто приймає рiшення. Враховуючи данi
фактори, постає необхiднiсть сформулювати певну математичну теорiю, яка
дозволить класифiкувати проблеми оптимiзацiї i пошуку оптимального рiше-
ння.

Найбiльш тривiальною моделлю є лiнiйне програмування (LP), яке досить
добре описує задачi пошуку оптимального розв’язку за наданих умов. Така
модель є детермiнованою - тобто такою, чий стан ми можемо передбачити,
i вона не зазнає впливу з боку природи. Детермiнованiсть дозволяє досить
швидко i легко знаходити розв’язки до цiлого класу проблем, але водночас,
не покриває повнiстю потреби сучасного свiту.

Один з методiв, якi бiльше описують реальнi умови, — стохастичне лi-
нiйне програмування (SLP). SLP використовується переважно у випадках,
коли система може зазнавати значного впливу з боку природи. Параметри
моделi мають стохастичний (випадковий) характер: ми заздалегiдь не знає-
мо якi умови будуть в майбутньому, але знаємо ймовiрнiсний розподiл цих
умов. Такий пiдхiд дозволяє бiльш реалiстично оцiнювати проблему i шляхи
її оптимiзацiї.

SLP не є чiтко-визначеною моделлю, бо є бiльш орiєнтованою на конкретнi
ситуацiї. Це можна дослiдити у постановi цiльової функцiї, а саме яким чином
звести вплив ймовiрнiсних чинникiв природи до реальних, прикладних даних.
У рамках роботи наведенi приклади з рiзними критерiями, але детальнiше
розглядається критерiй Баєса-Лапласа, що формує задачу LP.

Окрiм звичних чисельно-дробових даних, можливе використання виклю-
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чно цiлочисельних, або булевих параметрiв. Iнодi задачi потребують дискре-
тного характеру, тобто такi, що мають на метi знайти оптимальну кiлькiсть
штук певної одиницi. В такому випадку окрiм наявних обмежень значень
зверху-знизу, має ще бути обмеження на тип самого числа, наприклад цiле
значення. У випадку коли рiшення може бути або прийнято, або не прийнято,
можливе позначення через 1 або 0 вiдповiдного рiшення, iншими словами -
булеве значення.

У роботi також розглянуто теоретичну основу для знаходження розв’язкiв
задач, а також зручнiшi варiанти обрахункiв за допомогою програмного за-
безпечення мовою Python, та бiблiотеки SciPy.

Тож питання знаходження розв’язку оптимiзацiйної задачi є досить вели-
кою темою, яка потребує спецiально побудованої теорiї, а також програмного
забезпечення для аналiзу отриманих результатiв.
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1 Лiнiйне програмування

1.1 Iсторiя та актуальнiсть

Лiнiйне програмування не має такої великої iсторiї порiвняно з iншими га-
лузями математики, головним чином через труднощi вирiшення бiльшостi
проблем без допомоги комп’ютерних обчислень. Одну з перших спроб за-
безпечити життєздатне вирiшення проблем лiнiйного програмування зробив
Джозеф Фур’є, який опублiкував метод у 1827 роцi. Однак його алгоритм
був неефективним для великих систем, оскiльки для його виконання потрiбен
був принаймнi експоненцiальний час, тобто для вирiшення задач iз сотнею чи
бiльше змiнними все одно знадобиться неможлива кiлькiсть часу. Було зро-
блено кiлька iнших спроб знайти рiшення, але вони мали обмежений успiх.
Основнi розробки в цiй галузi не будуть зробленi до середини 20 столiття.

Найбiльш вiдомий i значний внесок у область лiнiйного програмування
зробив Джордж Данцiг у 1947 роцi, коли вiн розробив симплекс-метод для
розв’язування задач лiнiйного програмування, працюючи вiйськовим радни-
ком у Пентагонi [4]. Симплекс-метод був першим практичним алгоритмом,
який мав ефективне рiшення задач лiнiйного програмування. Однак на мо-
мент його створення ще iснували обмеження щодо здатностi вирiшувати ве-
ликi проблеми. Насправдi, одна з перших реалiзацiй алгоритму у великiй
системi вимагала 8 годин подачi карток у картковий програмований каль-
кулятор [1]. Незважаючи на цi обмеження, симплекс-алгоритм дозволив лю-
дям вирiшувати задачi лiнiйного програмування набагато ефективнiше, нiж
будь-який попереднiй метод. Досить цiкаво, що назва лiнiйне програмуван-
ня має мало спiльного з реальними комп’ютерними програмами, i насправдi
походить вiд вiйськового використання слова «програма» для позначення їх
матерiально-технiчного забезпечення та планiв розгортання [3].

За роки з моменту, коли воно було вперше запропоновано в 1947 роцi авто-
ром (у зв’язку з дiяльнiстю вiйськового планування), лiнiйне програмування
та його численнi розширення набули широкого застосування. В академiчних
колах вченi, якi займаються прийняттям рiшень (дослiдники операцiй i вче-
нi з менеджменту), а також численнi аналiтики, математики та економiсти
написали сотнi книг i незлiченну кiлькiсть статей на цю тему.
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Алан Дж. Хоффман (1953) представив перший приклад того, що Данцiг
(1963) вважав за краще називати кружлянням, але загальновiдоме як їзда
на велосипедi [8]. Тут вiдбувається послiдовнiсть iтерацiй без змiни значен-
ня цiльової функцiї (у цьому випадку метод не збiгається). Циклування може
вiдбуватися, якщо є рiшення, яке вiдповiдає бiльш нiж одному вибору набору
основних змiнних, ситуацiя називається виродженням. Данциг (1951) запро-
понував рiзнi методи уникнення їзди на велосипедi, якi виявилися успiшними.
Протягом цього перiоду вiдбулися двi додатковi подiї, якi мали фундамен-
тальний вплив на майбутнє LP.

В 1984 роцi була стаття Н. Кармаркара [7]. Кармаркар використовував
проективнi перетворення, щоб продемонструвати полiномiальну часову межу
для LP, яка була не тiльки набагато кращою, а також вiдповiдала обчислю-
вальному пiдходу, який був застосовним на практицi. Стаття Кармаркара
призвела до надзвичайного буму теоретичної роботи в лiнiйному програму-
ваннi та сумiжних областях, яка багато в чому продовжується i до цього дня.

Щодо обчислювальної сторони, AT&T розробила систему KORBX, що ви-
явилося значною мiрою невдалою спробою комерцiйного використання про-
риву Кармаркара. Однак у той же час дослiдники швидко визнали зв’язок
мiж теоретичним внеском Кармаркара та бiльш ранньою роботою Фiакко та
МакКормiка щодо методiв логарифмiчного бар’єру. Це усвiдомлення врештi-
решт призвело до розробки класу алгоритмiв, вiдомих як первинно-подвiйнi
лог-бар’єрнi алгоритми. Цi результати добре задокументованi щодо обчислю-
вальної сторони в роботi Люстiга, Марстена та Шанно [5], якi розробили
код OB1 FORTAN, що реалiзує раннi версiї цього алгоритму логарифмiчного
бар’єру. Цей код був загальнодоступним приблизно в 1991 роцi, i разом з удо-
сконаленнями, якi вiдбувалися в цей же перiод iз симплексними алгоритмами
в таких кодах, як CPLEX i OSL, це означало кiнець коду KORBX. Хоча сам
OB1 також не був комерцiйно успiшним, вiн, тим не менш, був провiдним
кодом бар’єрних алгоритмiв свого часу та викликав величезний iнтерес.

Перiод близько 1990 року був надзвичайно активним перiодом у LP. Ро-
бота Кармаркара стимулювала ще бiльше iнтересу до LP, як з теоретичної,
так i з обчислювальної сторони. Це не тiльки призвело до кращого розумi-
ння та покращених реалiзацiй бар’єрних алгоритмiв, але також призвело до
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вiдродження iнтересу до симплексних алгоритмiв i певною мiрою вiдповiд-
ає за деякi з раннiх розробок у кодi CPLEX LP, вперше випущеному в 1988
роцi. Приблизно в той же час IBM також випустила свiй код OSL, визначе-
ну замiну для MPSX/370, розробленого в основному Джоном Форрестом i
Джоном Томлiном. Цi два коди CPLEX i OSL були домiнантними кодами LP
на початку 1990-х рокiв i включали реалiзацiї первинних i подвiйних симпле-
ксних алгоритмiв, а також, зрештою, бар’єрних алгоритмiв. Для коду CPLEX
багато з цих розробок задокументовано в [2].

У сьогоденнi лiнiйне програмування є бiльш корисним, нiж будь-коли ра-
нiше, для вирiшення завдань управлiння та логiстики завдяки легкому досту-
пу до великих обсягiв даних. У поєднаннi з вдосконаленими алгоритмами та
вдосконаленнями обчислювальної потужностi лiнiйне програмування здатне
вирiшувати бiльшi та складнiшi проблеми.

Основною метою лiнiйного програмування є оптимiзацiя лiнiйної цiльової
функцiї, яка може полягати в максимiзацiї або мiнiмiзацiї певної величини.
Ця цiльова функцiя пiдпорядкована набору лiнiйних нерiвностей або рiвнянь,
вiдомих як обмеження. Змiннi в обмеженнях повиннi бути невiд’ємними, що
вiдображає той факт, що вiд’ємнi кiлькостi ресурсiв або продуктiв не мають
сенсу в бiльшостi сценарiїв реального свiту.

Наприклад, виробник може захотiти визначити найкраще поєднання про-
дуктiв для виробництва, яке максимiзує прибуток без перевищення доступних
ресурсiв, таких як робоча сила, матерiали та обладнання. У цьому випад-
ку цiльова функцiя представляє прибуток, який необхiдно максимiзувати, а
обмеження представляють обмеження ресурсiв. Використання лiнiйного про-
грамування дає найкращий можливий результат у певнiй ситуацiї.
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1.2 Постановка задачi лiнiйного програмування

Лiнiйне програмування (LP) — це метод математичної оптимiзацiї, яка ви-
користовується для максимiзацiї або мiнiмiзацiї лiнiйної цiльової функцiї з
урахуванням набору обмежень лiнiйної рiвностi та нерiвностi. Метод широко
використовується в рiзних галузях, таких як економiка, технiка, дослiдження
операцiй i наука про менеджмент, щоб знайти найкращий можливий резуль-
тат за обмежених ресурсiв.

Означення 1.1 Задачею лiнiйного програмування (LP) називають оптимi-
зацiйну задачу наведену нижче:

𝑧 = 𝑐𝑇𝑥 → min(max) (1)

𝐴𝑥 ≤ 𝑏 (2)

𝑥𝑖 ≥ 0

Зазначимо, що розмiрностi векторiв 𝑥 та 𝑏 не обов’язково мають бути
однаковими. В загальному виглядi:

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)

𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑝)

Матриця 𝐴, вiдповiдно, матиме розмiрнiсть 𝑝× 𝑛.
Компоненти лiнiйного програмування включають:

1. Цiльова функцiя 𝑧(𝑥): це лiнiйна функцiя, яку необхiдно оптимiзувати
(максимiзувати або мiнiмiзувати). Вона представляє кiлькiсть, яку потрi-
бно максимiзувати або мiнiмiзувати, наприклад прибуток, вартiсть, час
тощо.

2. Змiннi рiшення 𝑥𝑖: це змiннi, якi представляють вибiр або рiшення, якi
необхiдно прийняти. Наприклад, встановити кiлькiсть ресурсiв для по-
стачання даному споживачу, визначити потужнiсть виробництва, побу-
дувати певну кiлькiсть текстильних фабрик, тощо. Мета розв’язку зада-
чi полягає в знаходженнi значень даних змiних, якi оптимiзують цiльову
функцiю.

10



3. Обмеження 𝐴𝑥 ≤ 𝑏: це обмеження щодо змiнних рiшень, якi мають
бути задоволенi. Обмеження можуть бути вираженi у виглядi лiнiйних
рiвнянь або нерiвностей. Вони описують обмеження, накладенi наявними
ресурсами, обмеженнями потужностi, вимогами попиту тощо.

4. Допустима область: це набiр усiх можливих комбiнацiй змiнних рi-
шень, якi задовольняють усi обмеження. Вiн визначається перетином
обмежень.

5. Оптимальне рiшення: це найкраще можливе рiшення, яке максимiзує
або мiнiмiзує цiльову функцiю, задовольняючи всi обмеження.

Лiнiйне програмування забезпечує систематичний i ефективний пiдхiд до
прийняття рiшень у ситуацiях, коли ресурси обмеженi, а цiлi необхiдно опти-
мiзувати. Нижче наведено типи задач лiнiйного програмування:

• Виробничi проблеми: У цих задачах оцiнюється кiлькiсть одиниць рiзних
предметiв, якi має виробляти та продавати компанiя, коли кожен продукт
вимагає заданої кiлькостi робочої сили, машино-годин, робочих годин на
одиницю продукту, складських площ на одиницю продукцiї тощо, щоб
максимiзувати прибуток.

Виробничi проблеми передбачають максимiзацiю рiвня виробництва або
чистого прибутку виготовленої продукцiї, яка може вимiрювати досту-
пний робочий простiр, кiлькiсть робiтникiв, машино-годин, використанi
пакувальнi матерiали, необхiдну сировину, ринкову вартiсть продукту та
iншi фактори. Вони зазвичай використовуються в промисловому секторi,
щоб передбачити майбутнє збiльшення капiталу компанiї з часом.

• Проблеми з дiєтою: У цих завданнях оцiнюється, скiльки компонентiв
або поживних речовин має мiстити дiєта, щоб знизити вартiсть бажаної
дiєти, гарантуючи мiнiмальну кiлькiсть кожного вiтамiну.

Як випливає з назви, проблеми, пов’язанi з дiєтою, можна вирiшити, вжи-
ваючи бiльш конкретну їжу, яка багата основними поживними речовина-
ми та може сприяти прийняттю певного плану дiєти. Знайти набiр страв,
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який задовольнить набiр щоденних харчових потреб за найменшу суму
грошей, є метою проблеми дiєти.

• Транспортнi проблеми: У цих проблемах створюється графiк транспор-
тування, щоб знайти найбiльш економiчно ефективний метод транспорту-
вання продукту з рiзних заводiв на рiзнi ринки. Вивчення транспортних
маршрутiв або того, як предмети з рiзних джерел виробництва транспор-
туються на рiзнi ринки з метою мiнiмiзацiї загальних витрат на транспор-
тування, пов’язане з транспортними труднощами. Аналiз таких викликiв
має вирiшальне значення для великих фiрм з кiлькома виробничими пiд-
роздiлами та широкою базою клiєнтiв.

• Задачi на оптимальне призначення: Ця проблема стосується виконання
компанiєю певного завдання шляхом вибору певної кiлькостi працiвникiв
для виконання завдання протягом необхiдного перiоду часу, припуска-
ючи, що кожна особа працює лише на однiй роботi. Прикладами таких
проблем є, наприклад, планування та управлiння подiями у великих ор-
ганiзацiях.

• Фiнансовi проблеми: У цих проблемах фiгурують питання максимiзацiї
прибуткiв з iнвестицiй, кредитiв, боргiв, тощо; або мiнiмiзацiя ризику
фiнансових угод. Нерiдко цей клас задач мiстить фактори невизначено-
стi, якi будуть розглянутi пiзнiше. Однiєю з таких проблем є, наприклад,
оптимальний вибiр активiв у портфель iнвестора, враховуючи ROI та ри-
зик втрати.
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Типи задач лiнiйно-
го програмування

Цiльова функцiя Обмеження

Виробнича проблема Прибуток з продажу
товару

Вартiсть пакувальних
матерiалiв, години ро-
боти, тощо

Проблеми з дiєтою Вартiсть спожитої їжi Визначена потреба в
харчуваннi

Транспортна проблема Вартiсть транспортува-
ння

Унiкальна модель по-
питу та пропозицiї

Задачi на оптимальне
призначення

Загальна кiлькiсть ви-
конаних завдань

Час роботи кожного
працiвника та кiлькiсть
працiвникiв

Фiнансовi проблеми Рiчний прибуток з iнве-
стицiй

Початковий капiтал,
вартiсть одного активу,
ROI кожного активу,
фактори ризику, тощо

Табл. 1: Обмеження та цiльова функцiя кожної задачi LP
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1.3 Методи розв’язку задачi LP

Iсторично виникло 2 типи методiв розв’язання оптимiзацiйних задач LP: ме-
тод вершин i метод внутрiшньої точки. Другий iнодi називають «бар’єрним
методом».

• Метод вершин

Суть таких методiв полягає у поступовому iтерацiйному обходженнi гра-
ничних точок перетинiв принаймнi двох обмежень. Оптимальне значен-
ня цiльової функцiї має бути досягнуто в однiй з таких точок. Найбiльш
розповсюдженим методом вершин є класичний симплекс-метод. Iснують
також його варiацiї, наприклад двоїстий симплекс-метод, який є iденти-
чним до симплекс-методу, але використовується для розв’язання двоїстої
задачi LP. Хоч i винайдення симплекс-методу стало революцiєю в роздiлi
задач оптимiзацiї, в найгiршому випадку вiн демонструє експоненцiйний
час виконання. Саме цю проблему вирiшує другий метод.

• Метод внутрiшньої точки (бар’єрний метод)

Данi методи демонструють полiномiальний час, що є значно швидше,
нiж експоненцiальний час симплекс-методу. Також, на вiдмiну вiд по-
переднього методу, метод внутрiшньої точки оперує значеннями всере-
динi множини обмежень. Суть алгоритму полягає у визначеннi деякої
бар’єрної функцiї, яка зростає до нескiнченностi при наближеннi точки
до границi множини обмежень. До бар’єрної функцiї додається параметр
𝜇, що контролює її вплив.

Нехай дано задачу LP (1) i обмеження (2). Для бар’єрного методу сфор-
мулюємо бар’єрну функцiю:

Φ(𝑥) = −
𝑝∑︁

𝑖=1

ln |𝑏𝑖 − 𝐴𝑖𝑥| (3)

, де 𝐴𝑖 — 𝑖-ий рядок матрицi 𝐴.

Очевидно, що при наближеннi 𝐴𝑖𝑥 → 𝑏𝑖, логарифм швидко зростатиме до
нескiнченностi, що i моделює ефект «бар’єру»[5]. Тодi початкова задача
(1) може бути записана у наступному виглядi:
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𝑧(𝑥, 𝜇) = 𝑐𝑇𝑥+ 𝜇Φ(𝑥) → min (4)

𝜇 ∈ (0, 1)

Варто зазначити, що цiльова функцiя мiнiмiзується. Якщо умови задачi
вимагають максимiзацiї, то дуже просто перейти до задачi мiнiмiзацiї
замiнивши вектор 𝑐 на 𝑐′ = −𝑐. Бар’єрна функцiя при цьому залишається
незмiнною.

Алгоритм передбачає наступнi кроки:

1. Обрати деяку початкову точку в серединi множини обмежень (2)

2. Обрати параметр 𝜇 i закон його почергового зменшення 𝜇𝑘+1 = 𝑔(𝜇𝑘)

3. Iтерацiйно знаходити мiнiмуми цiльової функцiї (наприклад методом
Ньютона, чи градiєнтним спуском), зменшуючи кожен раз значення
𝜇.

𝑔(𝜇) можна обирати довiльним чином, але з вимогами:

𝜇𝑘+1 < 𝜇𝑘

𝜇 ∈ (0, 1)

Приклади таких способiв:

– Лiнiйний: 𝑔(𝜇) = 𝛼𝜇, 𝛼 ∈ (0, 1)

– Лiнiйний вiдносно кiлькостi iтерацiй: 𝑔(𝜇) = 1
𝑘𝜇

– Експоненцiйний: 𝑔(𝜇) = 𝜇𝑒−𝛽𝑘

В подальших розрахунках та прикладах будемо застосовувати саме цей
метод, а також ПО Python i бiблiотеку SciPy.
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Приклад 1.1 Ферма виготовляє щоденно 100 кг кормової сумiшi, в склад
якої входять 5 iнгредiєнтiв. 100 кг кормової сумiшi має мiстити щонай-
менше 20% бiлка, 3% клiтковини та 1100 МДж енергiї. Кожен iнгредiєнт
має унiкальну харчову цiннiсть, яка наведена в таблицi:

Iнгредiєнт Вартiсть
($)

Бiлок (г) Клiтковина
(г)

Енергiя
(МДж)

Кукурудзяне
борошно

0.25 80 20 14

Соєвий
шрот

0.4 440 60 12

Пшеничнi
висiвки

0.2 160 100 10

Меляса 0.15 30 20 9

Насiння со-
няшника

0.3 300 80 11

Табл. 2: Харчова цiннiсть i вартiсть кожного iнгредiєнта на 1 кг

Скiльки кiлограм кожного iнгредiєнту треба закупити фермi, i яка їхня
загальна мiнiмальна вартiсть?

Розв’яжемо задачу у Python:
1 import scipy.optimize as opt

2 import numpy as np

3

4 A = np.array ([

5 [80, 440, 160, 30, 300],

6 [20, 60, 100, 20, 80],

7 [14, 12, 10, 9, 11],

8 ])

9

10 b = np.array ([20_000 , 3_000 , 1_100])

11

12 A_eq = np.array ([[1,1 ,1 ,1 ,1]])

13 b_eq = np.array ([100])

14
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15 c = np.array ([0.25 , 0.4, 0.2, 0.15, 0.3])

16

17 res = opt.linprog(c, -A, -b, A_eq , b_eq , method=’highs -ipm’)

18 print("Result: ", res.x, "\nFunction value: ", res.fun)

19

20 # Result: [15.625 0. 46.875 0. 37.5 ]

21 # Function value: 24.53125

Отже, фермi необхiдно закупити 15.625 кг кукурудзяного борошна, 46.875
кг пшеничних висiвок та 37.5 кг насiння соняшника на загальну суму у 24.53$.

Звернемо увагу, що матриця 𝐴 та вектор 𝑏 встановлюють обмеження зни-
зу, коли функцiя linprog приймає тiльки обмеження зверху. Тому довелось
помножити обидвi структури на −1, щоб задовiльнити цю умову.
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1.4 Цiлочисельнi розв’язки. Алгоритм Branch and Bound

(B&B)

Попередньо розглядалася теорiя LP для дiйсних чисел. Але нерiдко виникає
потреба знайти розв’язки у цiлих числах. Наприклад, коли потрiбно обраху-
вати кiлькiсть контейнерiв, штук товару, одиниць наданої послуги, транспор-
тувальних засобiв, тощо. Очевидно, що дробова частина розв’язку не матиме
нiякого сенсу. Водночас, просте видалення дробової частини з розв’язку може
i дасть наближений результат, але не гарантуватиме оптимальнiсть. Розгля-
немо приклад:

Приклад 1.2
𝑧 = 3𝑥+ 2𝑦

2𝑥+ 𝑦 ≤ 7

𝑥+ 2𝑦 ≤ 7

𝑥, 𝑦 ∈ Z+ ∪ {0}

max(𝑧) =?

Розв’яжемо задачу графiчно.

Рис. 1: Множина розв’язкiв i значення цiльової функцiї

18



Як бачимо, точка
(︀
7
3 ,

7
3

)︀
дiйсно максимiзує цiльову функцiю 𝑧 = 35

3 . Опу-
стимо дробовi частки розв’язку, i отримаємо точку (2, 2), яка теж позначена
на графiку. В цiй точцi цiльова функцiя має значення 𝑧 = 10, що досить
близько до реального значення. Проте, можна помiтити, що точка (3, 1) теж
належить областi обмежень i надає значення цiльовiй функцiї 𝑧 = 11, що
є краще, анiж (2, 2), а в даному прикладi є ще i оптимальним значенням.
Саме тому постала необхiднiсть сформувати алгоритм розв’язку задачi LP в
цiлих числах. Найбiльш розповсюдженим методом є метод розгалуження та
розмежування (англ. Branch and Bound - B&B)

Означення 1.2 Алгоритм розгалуження та розмежування (B&B) - це ши-
роко використовуваний метод отримання розв’язку оптимiзацiйних задач
у цiлих числах, який полягає у рекурсивнiй побудовi дерева розв’язкiв з но-
вими обмеженнями, i повторному розв’язку задачi до моменту, коли буде
досягнуто розв’язку в цiлих числах.

Алгоритм можна описати наступним чином:

1. Розв’язати задачу без обмеження на цiлi значення (релаксацiя). Якщо
отриманий результат вийшов цiлозначним - iгноруємо наступнi кроки.

2. Для найбiльшого нецiлого значення змiнної 𝑥𝑘 = 𝑝 зробити розгалуження
на 2 гiлки, якi представляють новi обмеження: 𝑥𝑘 ≤ ⌊𝑝⌋ та 𝑥𝑘 ≥ ⌈𝑝⌉

3. Розв’язати задачу з новими обмеженнями для одного випадку. Якщо
отримано розв’язок не в цiлих числах, повторити п. 2. Iнакше, зафiксу-
вати значення цiльової функцiї та розв’язок i виконати тi самi обрахун-
ки для другого випадку. Iгнорувати подальшi кроки, якщо розв’язку не
iснує.

Розв’яжемо приклад 1.2 використовуючи алгоритм B&B i продемонструє-
мо вiдповiднi дерева. Всi обрахунки будуть аналогiчними i проводитимуться
у Python. Наведемо знаходження розв’язку для початкової задачi:
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1 A = np.array ([

2 [2, 1],

3 [1, 2],

4 ])

5 b = np.array ([7, 7])

6 c = np.array([-3, -2])

7

8 res = opt.linprog(c, A, b, method=’highs -ipm’)

9 print("Result: ", res.x, "\nFunction value: ", res.fun)

10

11 # Result: [2.33333333 2.33333333]

12 # Function value: -11.666666666666666

Пiсля релаксацiї отриманий розв’язок (𝑥, 𝑦) = (73 ,
7
3). Значення цiльової

функцiї вiд’ємне, оскiльки бiблiотека вирiшує задачу мiнiмiзацiї. Вiдповiдно,
щоб досягти максимiзацiї, цiльова функцiя була помножена на −1. Тим не
менш, результат повнiстю прогнозований. Нехай щодо змiнної 𝑥 буде вико-
ристано розгалуження. Маємо 2 гiлки: 𝑥 ≤ 2 та 𝑥 ≥ 3, якi стають новими
додатковими обмеженнями. Зобразимо дерево:

Релаксацiя LP

x ≤ 2 x ≥ 3

Розв’язуємо для правої гiлки. Додається умова 𝑥 ≥ 3, яка рiвносильна
умовi −𝑥 ≤ −3.

1 A = np.array ([

2 [2, 1],

3 [1, 2],

4 [-1, 0],

5 ])

6 b = np.array ([7, 7, -3])

7 c = np.array([-3, -2])

8

9 res = opt.linprog(c, A, b, method=’highs -ipm’)

10 print("Result: ", res.x, "\nFunction value: ", res.fun)

11

12 # Result: [3. 1.]

13 # Function value: -11.0
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Отриманий результат - це цiлi числа (𝑥, 𝑦) = (3, 1) i значення 𝑧 = 11.
Отже, один з потенцiйний розв’язкiв знайдений. Вважатимемо дану гiлку
дерева завершеною. Оновимо дерево:

Релаксацiя LP

x ≤ 2 (𝑥, 𝑦) = (3, 1)

𝑧 = 11

x ≥ 3

Аналогiчно розв’яжемо для 𝑥 ≤ 2 i одразу побудуємо дерево:

Релаксацiя LP

(𝑥, 𝑦) = (2, 2.5)

𝑧 = 11

𝑦 ≤ 2 𝑦 ≥ 3

(𝑥, 𝑦) = (3, 1)

𝑧 = 11

x ≤ 2 x ≥ 3

Отримано цiле значення для 𝑥, але дробове для 𝑦. Тому робимо розгалу-
ження для 𝑦 ≤ 2 та 𝑦 ≥ 3.

• 𝑦 ≥ 3: (𝑥, 𝑦) = (1, 3); 𝑧 = 9

• 𝑦 ≤ 2: (𝑥, 𝑦) = (2, 2); 𝑧 = 10

На обидвох гiлках отримано цiлi значення, а отже, задача завершена. По-
будуємо кiнцеве дерево. Вiдповiдь до задачi буде знаходитись на одному з
листкiв дерева. Обираємо той, де цiльова функцiя має найбiльше значення
(або найменше, якщо задача мiнiмiзацiї). В даному випадку (𝑥, 𝑦) = (3, 1) є
оптимальним розв’язком задачi в цiлих числах.
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Релаксацiя LP

(𝑥, 𝑦) = (2, 2.5)

𝑧 = 11

(𝑥, 𝑦) = (1, 3)

𝑧 = 9

(𝑥, 𝑦) = (2, 2)

𝑧 = 10

(𝑥, 𝑦) = (3, 1)

𝑧 = 11

x ≤ 2 x ≥ 3

𝑦 ≤ 2 𝑦 ≥ 3

Аналогiчний результат можна отримати у SciPy, використавши параметр
integrality=1:

1 A = np.array ([

2 [2, 1],

3 [1, 2],

4 ])

5 b = np.array ([7, 7])

6 c = np.array([-3, -2])

7

8 res = opt.linprog(c, A, b, method=’highs’, integrality =1)

9 print("Result: ", res.x, "\nFunction value: ", res.fun)

10

11 # Result: [3. 1.]

12 # Function value: -11.0
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2 Стохастичне програмування

2.1 Постановка задачi стохастичного програмування

Ранiше розглядалися моделi детермiнованого LP. Вважалося, що модель має
справджуватися у будь-якому випадку, i не мiстить в собi iншi сценарiї роз-
витку подiй. Наприклад, у транспортнiй задачi дослiджувалися оптимальнi
варiанти перевезення товару з метою максимiзацiї прибутку. Проте нехтува-
лися такi можливi сценарiї, як несправнiсть транспортного засобу, затримка
достави з подальшими штрафами, бракованiсть товару, тощо. Очевидно, що
подiбнi ситуацiї не є рiдкiсними винятками, а скорiше природними фактора-
ми, якi трапляються випадково i не залежать вiд постачальника чи логiсти-
чної компанiї. Також очевидно, що просто нехтувати ними не є коректним
шляхом вирiшення проблеми, особливо коли ризики занадто високi (напри-
клад аварiя пiд час перевезення нафтової продукцiї може спричинити еко-
логiчнi проблеми та високi збитки на вiдновлення). Тож ризики теж треба
враховувати.

Впродовж рокiв постала необхiднiсть сформувати математичну теорiю
для подiбних задач, яка отримала назву стохастичне програмування [6].
Дамо означення ключовим термiнам задач стохастичного програмування.

Означення 2.1 Стохастичне програмування (SP) – це метод прийняття
оптимальних рiшень в умовах ризику.

Означення 2.2 Ризик - абстрактне поняття, що описує можливi сцена-
рiї розвитку подiй, кожна з яких має свої обмеження i створює вплив на
кiнцевий результат.

Ризик може бути представлений у векторi ймовiрностей розвитку рiзних сце-
нарiїв:

𝑃 = (𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑠) (5)
𝑠∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖 = 1 (6)
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Сценарiї формують ймовiрнiсний простiр сценарiїв Ω. Один iз сценарiїв
обов’язково настане. При настаннi сценарiю модель стає детермiнованою.

Означення 2.3 Стохастичний критерiй — функцiя 𝑔(𝑥,Ω), яка, вiдповiд-
но до контексту задачi, на основi ймовiрнiсного простору сценарiїв, описує
предмет оптимiзацiї.

Iншими словами, стохастичний критерiй — це фактично «що має бути опти-
мiзовано».

Кожен сценарiй (𝜔 ∈ Ω) представлений унiкальними обмеженнями (𝑓(𝑥)).
Поєднання кожного сценарiю 𝜔𝑖 з вiдповiдними обмеженнями 𝑓𝑖(𝑥), вибiр
стохастичного критерiю 𝑔(𝑥,Ω), i вiдповiдної цiльової функцiї 𝑧(𝑥) повнiстю
формують задачу SP:

𝑧(𝑥) = 𝑧(𝑥, 𝑔(𝑥,Ω)) (7)

∀𝜔 ∈ Ω : 𝑓𝜔(𝑥) = 0 (8)

min(𝑧)−?

Приклад 2.1 Магазин продає деякий товар i щомiсяця замовляє його у ви-
робника. Якщо товару недостатньо, магазин несе витрати у розмiрi 10$
за одиницю товару. Якщо товару забагато, то магазин має витрачати
2$ на одиницю товару за його утримання. Можливi значення попиту: 10,
20, або 30 одиниць товару. Заздалегiдь невiдомо, який в наступному мiсяцi
очiкується попит. Нехай 𝑥 — змiнна, яка означає кiлькiсть товару, яку
необхiдно придбати для наступного мiсяця. Яка модель допоможе мiнiмi-
зувати витрати магазину в наступному мiсяцi?

Маємо:
Ω = {10, 20, 30}

Означимо функцiю витрат:

𝑓𝜔(𝑥) = 10 ·max(0, 𝑥− 𝜔) + 2 ·max(0, 𝜔 − 𝑥)

𝑥 ∈ Z+
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Використовуючи мiнiмаксний критерiй, можемо означити цiльову функцiю:

𝑧(𝑥) = max
𝜔∈Ω

(𝑓𝜔(𝑥))

Вiдповiдну цiльову функцiю необхiдно мiнiмiзувати:

min(𝑧)

Ця модель не використовує ймовiрнiсний розподiл сценарiїв, оскiльки зав-
жди мiнiмiзує витрати в найгiршому випадку. Такий пiдхiд є доволi корисним
у заздалегiдь програшних ситуацiях, проте в цьому випадку, iнший критерiй
теж може бути застосований. Наведемо приклад, де мiнiмiзацiя стосується
очiкуваного значення ризику. Нехай задано ймовiрнiсний розподiл станiв при-
роди:

𝑝𝜔 = (0.3, 0.1, 0.6)

Функцiя витрат:

𝑓𝜔(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
10(𝑥− 𝜔), 𝑥 > 𝜔

2(𝜔 − 𝑥), 𝑥 < 𝜔

0 𝑥 = 𝜔

Середнi очiкуванi витрати:

𝑧(𝑥) = E[𝑓(𝑥)] =
3∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖𝑓𝑖(𝑥) = 0.3𝑓1(𝑥) + 0.1𝑓2(𝑥) + 0.6𝑓3(𝑥)

min(𝑧)−?

Дана модель мiнiмiзує середнi очiкуванi витрати шляхом використання
математичного сподiвання i його мiнiмiзацiї. Такий критерiй також має назву
«критерiй Баєса-Лапласа».
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2.2 Стохастичнi критерiї

Стохастичне програмування тiсно пов’язане з теорiєю вибору. Оцiнка ризику
є ключовим фактором у побудовi задачi SP, та отриманнi об’єктивного, спри-
ятливого розв’язку. Неправильно оцiнений ризик може призвести до величе-
зних втрат, а разом i з тим — до рiзного типу наслiдкiв (фiнансовi витрати,
жертви цивiльного населення, ризики забруднення довкiлля, iншi типи ризи-
кiв). Для того, щоб об’єктивно оцiнити ситуацiю та запропонувати стохасти-
чну модель, iснують критерiї. Їхня роль полягає у математичному означеннi
ризику, для прийняття одного, зваженого рiшення перед настанням сценарiю.

Означення 2.4 Функцiя втрат 𝑓(𝑥, 𝜔) — це функцiя, яка описує втрати
певної величини, за настання сценарiю 𝜔

Критерiй поєднує функцiї втрат 𝑓(𝑥, 𝜔) на ймовiрнiсному просторi Ω, до-
зволяючи отримати одну функцiю, яку необхiдно оптимiзувати. Однi крите-
рiї потребують мiнiмiзацiї, iншi максимiзацiї. Розглянемо основнi стохастичнi
критерiї, їхнє застосування, переваги i недолiки.

1. Баєса-Лапласа (очiкуванi втрати)

𝑢 = E[𝑓(𝑥, 𝜔)] =
∑︁
𝜔

𝑝(𝜔)𝑓(𝑥, 𝜔)

min{𝑢}

Критерiй дозволяє оцiнити очiкуванi втрати за всiх сценарiїв. Вiн також
може бути означеним для неперервної випадкової величини 𝜔:

𝑢 =

∫︁
𝑝(𝜔)𝑓(𝑥, 𝜔)𝑑𝜔

Основною перевагою критерiю є лiнiйнiсть, що свiдчить про можливе
формування задачi LP. З недолiкiв: за низької ймовiрностi даного сцена-
рiю втрати можуть бути занадто великими.

2. Мiнiмаксний (критерiй Вальда)

𝑢 = max
𝜔

𝑓(𝑥, 𝜔)
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min{𝑢}

Критерiй описує найбiльшi втрати при будь-якому сценарiю. Вiн орiєнто-
ваний на випадки, коли цiна ризику занадто висока, i найбiльш песимiсти-
чний сценарiй є досить ймовiрним. Основний його недолiк — це занадто
велика обережнiсть, яка в багатьох випадках не є об’єктивним фактором
прийняття рiшення (наприклад, якщо найбiльш песимiстичний сценарiй
має дуже низьку ймовiрнiсть, то, можливо, не варто використовувати цей
критерiй).

3. Очiкувана дисперсiя

𝑢 = Var[𝑓(𝑥, 𝜔)] =
∑︁
𝜔

𝑝(𝜔)

(︃
𝑓(𝑥, 𝜔)−

∑︁
𝜔

𝑝(𝜔)𝑓(𝑥, 𝜔)

)︃2

min{𝑢}

Цей критерiй забезпечує мiнiмальне вiдхилення вiд очiкуваного значен-
ня, що дозволяє позбутися малоймовiрних викидiв, як у випадку крите-
рiю Баєса-Лапласа. Задача оптимiзацiї, в якiй використано цей критерiй,
лiнiйнi обмеження та лiнiйнi цiльовi функцiї (для кожного сценарiю), є
задачею квадратичного програмування. Також може бути записаний для
неперервного випадку:

𝑢 =

∫︁
𝑝(𝜔) (𝑓(𝑥, 𝜔)− E[𝑓(𝑥, 𝜔)])2 𝑑𝜔

4. Вартiсть пiд ризиком (Value-at-Risk, VaR)

𝑢𝛼 = VaR𝛼[𝑓(𝑥, 𝜔)] = 𝑓𝑘(𝑥, 𝜔), де 𝑘 = min

{︃
𝑗 ∈ {1, 2, ..., |Ω|}

⃒⃒⃒ 𝑗∑︁
𝑖

𝑝(𝑖) ≥ 𝛼

}︃

min{𝑢𝛼}

Value-at-Risk є деяким узагальненням мiнiмаксного критерiю. Замiсть мi-
нiмiзацiї найбiльш песимiстичного сценарiю, мiнiмiзується перша фун-
кцiя втрат, кумулятивна ймовiрнiсть якої перевищує певну межу 𝛼. Ку-
мулятивна ймовiрнiсть вираховується для вiдсортованих значень 𝑓(𝑥, 𝜔)

вiд меншого до бiльшого. Тут 𝛼 — це фактично квантиль, пiсля якого
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втрати iгноруються. Таким чином цей критерiй є менш радикальним нiж
мiнiмаксний, оскiльки iгнорує високi малоймовiрнi втрати, i фокусується
на бiльш реалiстичних сценарiях. Вибiр параметру 𝛼 залежить вiд кон-
тексту задачi, а також розподiлу сценарiїв. Для малої кiлькостi сценарiїв
(до 5-ти) цей критерiй може не мати сенсу, i мiнiмаксний може бути кра-
щим вибором.

5. Умовна вартiсть пiд ризиком (Conditional Value-at-Risk, CVaR)

𝑢𝛼 = CVaR𝛼[𝑓(𝑥, 𝜔)] = E
[︁
𝑓(𝑥, 𝜔)

⃒⃒⃒
𝑓(𝑥, 𝜔) ≥ VaR𝛼(𝑓(𝑥, 𝜔)

]︁
min{𝑢𝛼}

Даний критерiй замiсть конкретного песимiстичного сценарiю розглядає
очiкуване значення всiх песимiстичних сценарiїв, рiвень яких встановлю-
ється параметром 𝛼. Добре використовувати, коли наявно багато песимi-
стичних сценарiїв, за межею квантиля 𝛼.

6. Модальний
𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝜔*), де 𝜔* = argmax

𝜔
{𝑝(𝜔)}

min{𝑢}/max{𝑢}

Модальний критерiй повертає найбiльш ймовiрний сценарiй, який необхi-
дно оптимiзувати. В залежностi вiд контексту, може бути як мiнiмiзацiя
(коли стосується ризику), так i максимiзацiя (коли ризику не стосується).
Основним недолiком є iгнорування всiх сценарiїв, що дуже рiдко може
бути коректним шляхом вирiшення проблеми. Критерiй може бути вико-
ристаний для формулювання задачi LP.

7. Критерiй Гурвiца

𝑢 = 𝛼max
𝜔

{𝑓(𝑥, 𝜔)}+ (1− 𝛼)min
𝜔

{𝑓(𝑥, 𝜔)}

min{𝑢}

Критерiй Гурвiца дозволяє балансувати мiж найгiршим i найкращим сце-
нарiями. Iгнорується ймовiрнiсний розподiл, вiдповiдно i найбiльш ймо-
вiрнi сценарiї.
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8. Критерiй Севiджа

𝑢 = max
𝜔

{𝑓(𝑥, 𝜔)−min{𝑓(𝑥, 𝜔)}}

min{𝑢}

Даний критерiй повертає максимальний «програш» за всiх сценарiїв, з
метою його мiнiмiзацiї. Поняття «програш» в даному випадку означає рi-
зницю мiж функцiєю втрат та найменшим можливим її значенням. Теж
iгнорується ймовiрнiсний розподiл, що не завжди може адекватно опису-
вати проблему.

9. Iншi критерiї

Iснує ще багато iнших критерiїв, якi мають своє застосування в прикла-
дних задачах теорiї вибору та оптимiзацiї. Бiльш того, кожна задача може
потребувати дослiдження на декiлькох критерiях, мiстити їхнi комбiна-
цiї, або ж вимагати нового специфiчного критерiю, який не є загально
означеним в лiтературi. Наприклад, може бути сформований наступний
критерiй:

𝑢 = 𝜆CVaR𝛼[𝑓(𝑥, 𝜔)] + (1− 𝜆)E[𝑓(𝑥, 𝜔)]

min{𝑢}

Такий критерiй є поєднанням критерiїв CVaR (враховує найгiршi втрати,
але iгнорує очiкуванi) та Баєса-Лапласа (враховує очiкуванi, але iгнорує
найгiршi). Вiн може бути застосованим, коли прiоритет мають очiкуванi
витрати, але вiд найгiрших (припустимо 5%) сценарiїв теж треба захисти-
тися. Аналогiчно можна комбiнувати iснуючi критерiї для пошуку нових.
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2.3 Задача лiнiйного стохастичного програмування (SLP)

Як було показано ранiше, задача стохастичного програмування SP обов’язково
має визначатися через критерiй вибору, який є частиною цiльової функцiї (або
представляє собою цiльову функцiю). Критерiй може бути довiльним, але
єдиним лiнiйним критерiєм, який враховує розподiл ймовiрностей, є критерiй
Баєса-Лапласа. Щоб досягти лiнiйностi у задачi SP, надалi використовува-
тимемо саме цей критерiй. Враховуючи це, можемо сформулювати задачу
стохастичного лiнiйного програмування.

Нехай дано простiр сценарiїв Ω. Для кожного 𝜔 ∈ Ω сформуємо детермi-
новану задачу LP:

𝑧𝜔 = 𝑐𝑇𝜔𝑥 (9)

𝐴𝑥 ≤ 𝑏 (10)

𝑥𝑖 ≥ 0

Зазначимо, що просто оптимiзувати 𝑧𝜔 не достатньо, оскiльки так втрача-
ється сенс стохастичної моделi. Отриманi функцiї 𝑧𝜔 мають стати частиною
критерiю, а отже, i деякої цiльової функцiї 𝑧. В якостi критерiю буде вико-
ристано мат. сподiвання, а отримана функцiя 𝑧 буде лiнiйною.

𝑧 = E(𝑧𝜔) =
|Ω|∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑐
𝑇
𝜔𝑥 (11)

𝐴𝑥 ≤ 𝑏

min(𝑧)−?

Отримана модель може описувати ситуацiю, де ризикове рiшення при-
ймається зараз, а результат буде вiдомим у майбутньому. При цьому змiннi
рiшення i обмеження єдинi для всiх сценарiїв 𝜔. Отримана задача (11) є зви-
чайною задачею LP.

Насправдi, ця модель не враховує декiлька важливих речей, наприклад
унiкальнi обмеження для кожного сценарiю. Також нерiдко постає необхi-
днiсть приймати рiшення як до настання стохастичного сценарiю, так i пi-
сля. Модель (11) не надає такої можливостi. Задачу можна модифiкувати,
щоб врахувати такi деталi.
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По-перше, вважатимемо змiннi 𝑥 рiшенням, яке має бути прийнято мит-
тєво, до настання випадкової подiї.

По-друге, розглядатимемо незалежнi набори змiнних для кожної реалiза-
цiї 𝜔. Це рiшення, якi приймаються пiсля настання сценарiю. Їхнi обмеження
𝐴𝜔𝑥𝜔 ≤ 𝑏𝜔 матимуть вплив лише на змiннi реалiзацiї 𝜔 та змiннi початкового
рiшення 𝑥.

Модель можна описати у наступному виглядi:

𝑧(𝑥) = 𝑐𝑇𝑥+ E[𝑄(𝑥, 𝑥𝜔)] (12)

𝐴𝑥 ≤ 𝑏 (13)

𝑥 ≥ 0

min(𝑧)−?

де 𝑄(𝑥, 𝑥𝜔) — це розв’язок до конкретної реалiзацiї 𝜔:

𝑄(𝑥, 𝑥𝜔) = 𝑞𝑇𝑤𝑥𝜔 (14)

𝐵𝜔𝑥+ 𝐶𝜔𝑥𝜔 ≤ ℎ𝜔 (15)

𝑥𝜔 ≥ 0

Означення 2.5 Вищезазначена модель називається двоетапною задачею

стохастичного лiнiйного програмування (two-stage SLP).

Кожна задача двоетапного стохастичного лiнiйного програмування має
еквiвалент у виглядi детермiнованої задачi LP [6]. Для моделi (12) еквiвален-
тна задача LP може бути записана наступним чином:

min{𝑧(𝑥) = 𝑐𝑇𝑥0 + 𝑝1𝑞
𝑇
1 𝑥1 + 𝑝2𝑞

𝑇
2 𝑥2 + ... + 𝑝𝑛𝑞

𝑇
𝑛𝑥𝑛}

𝐴𝑥0 ≤ 𝑏

𝐵1𝑥0 + 𝐶1𝑥1 ≤ ℎ1

𝐵2𝑥0 + 𝐶2𝑥2 ≤ ℎ2

...

𝐵𝑛𝑥0 + 𝐶𝑛𝑥𝑛 ≤ ℎ𝑛

(16)

𝑥0, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 ≥ 0
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3 Приклади i розв’язки задач

3.1 Проблема логiстичних сполучень

Приклад 3.1 Гуманiтарна органiзацiя готується до природної катастро-
фи у мiсцевому регiонi, в якому знаходиться 7 мiст. Оцiнюється, що ураган
точно зруйнує мiста А i B (ймовiрнiсть 75%); можливо ще зруйнує мiста
C, D та E (ймовiрнiсть 20%); або всi мiста (ймовiрнiсть 5%). Люди, якi
проживають в цих мiстах, потребуватимуть допомоги протягом 10 днiв,
допоки будуть виконуватися роботи по вiдновленню мiст. Розраховується
надати наступнi засоби першої допомоги: аптечки, сухi пайки, бутельо-
вану воду, набори гiгiєни, набори дитячого харчування, та набори гiгiєни
для людей похилого вiку. Для їх забезпечення органiзацiя планує орендува-
ти до 5-ти складських примiщень неподалiк регiону, де будуть запакованi
всi засоби для подальшої вiдправи в мiста. У випадку, якщо засобiв не буде
вистачати, органiзацiя зможе доставити необхiдну кiлькiсть з централь-
ного складу, але за бiльшими тарифами. Засоби вiдправляються партiями
по 100 штук одного засобу зi складу до мiста. Враховуючи вищезазначенi
умови, та наведенi нижче табличнi данi, мiнiмiзуйте очiкуванi витрати
органiзацiї. Визначте, якi складськi примiщення має орендувати органiза-
цiя, яким чином вони мають бути заповненi, i яким чином налаштувати
доставу партiй засобiв першої допомоги при кожному сценарiю. Якими бу-
дуть витрати органiзацiї у кожному випадку?

Мiсто Населення

A 10000

B 12000

C 5000

D 20000

E 8500

F 9200

G 15400

Табл. 3: Населення мiст
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Вiковi категорiї Потреби на 1 душу населення на 1 день

Вiкова
група

Вiдсоток
населення

Аптечки Сухi пай-
ки

Бутельо-
вана вода

Набори гi-
гiєни

Набори
дитячого
харчуван-
ня

Набори гi-
гiєни для
людей по-
хилого вi-
ку

0-4 5% 0.02 0 2 0.05 0.5 0

5-14 17.5% 0.04 0.3 3 0.08 0 0

15-64 65% 0.05 0.33 4 0.1 0 0

65+ 12.5% 0.07 0.3 3.5 0 0 0.2

Табл. 4: Розподiл потреб по вiковим категорiям

Склади
Цiна перевезення однiєї партiї до мiста ($) Цiна оре

нди на 1
день ($)

Ємнiсть
(одиницi
засобiв)A B C D E F G

1 50 40 35 35 25 30 45 1000 800 000

2 45 45 30 40 50 55 50 700 600 000

3 47 49 58 60 35 40 35 900 720 000

4 25 40 60 70 65 40 55 350 320 000

5 55 35 40 45 48 35 65 490 440 000

Цен-
траль-
ний

250 200 190 210 280 275 290 - -

Табл. 5: Iнформацiя про складськi примiщення

Аптечка 15$

Сухий пайок 10$

Вода 0.5$

Набiр гiгiєни 5$

Набiр дитячого харчування 7$

Набiр гiгiєни для людей похилого вiку 12.5$

Табл. 6: Вартостi засобiв першої допомоги
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Для початку введемо основнi позначення:

• Iндекси

– 𝑖 - iндекс засобу першої допомоги (1-6).

– 𝑗 - iндекс складу (1-5).

– 𝑗* - iндекс складу разом з центральним (1-6).

– 𝑠 - iндекс мiста (1-7).

– 𝑘 - сценарiї (1-3).

• Змiннi

– 𝑥𝑖𝑗 - кiлькiсть засобу 𝑖 на складi 𝑗.

– 𝑤𝑗 - булеве значення. 1 якщо треба орендувати складське примiщення,
iнакше 0.

– 𝑦𝑘𝑖𝑗*𝑠 - кiлькiсть партiй засобу 𝑖, якi треба доставити зi складу 𝑗* до
мiста 𝑠 за сценарiю 𝑘.

• Параметри

– 𝑆𝑠 - населення мiста 𝑠.

– 𝑓𝑗 - цiна оренди складу 𝑗.

– 𝐶𝑗 - ємнiсть складу 𝑗.

– 𝑐𝑗*𝑠 - вартiсть достави зi складу 𝑗* до мiста 𝑠.

– 𝑝𝑖 - вартiсть одиницi засобу 𝑖.

– 𝐸𝑖 - потреби засобу 𝑖 на душу населення. Оцiнюється як математичне
сподiвання згiдно з табличними даними.

Простором сценарiїв буде 3 випадки руйнувань:

Ω = {𝜔1, 𝜔2, 𝜔3}

𝜔1 = {1, 2} 𝑝1 = 0.75

𝜔2 = {1, 2, 3, 4, 5} 𝑝2 = 0.2

𝜔3 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} 𝑝3 = 0.05
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Рiшення приймаються у 2 етапи. Перший етап включає в себе оренду
складських примiщень, закупiвлю необхiдної кiлькостi засобiв першої допо-
моги та розподiл мiж складами. Другий етап — це проблема достави засобiв
до мiст, а також додатковi витрати в разi вiдсутностi достатньої кiлькостi
засобiв на складах. Всi змiннi мають бути невiд’ємнi, в подальшому iгнору-
ватимемо запис цього обмеження.

Сформуємо перший етап:

𝑧 =
∑︁
𝑗

𝑤𝑗

∑︁
𝑖

𝑝𝑖𝑥𝑖𝑗 + 10
∑︁
𝑗

𝑤𝑗𝑓𝑗 + E[𝑄𝑘] (17)

∑︁
𝑖

𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝐶𝑗 (18)

min(𝑧)−?

Можна помiтити, що перший доданок у цiльовiй функцiї не є лiнiйним∑︀
𝑗

𝑤𝑗

∑︀
𝑖

𝑝𝑖𝑥𝑖𝑗, бо набори змiнних 𝑥𝑖𝑗𝑤𝑗 утворюють добуток. Цю задачу можна

розглядати як задачу квадратичного програмування, або ж, в силу булевих
значень змiнних 𝑤𝑗, як сукупнiсть задач LP, де змiннi приймають конкретнi
булевi значення. Далi буде використано саме цей пiдхiд.

Тепер сформуємо другий етап задачi:

𝑄𝑘 =
∑︁
𝑠∈𝜔𝑘

∑︁
𝑖

(︃∑︁
𝑗

𝑤𝑗𝑐𝑗𝑠𝑦
𝑘
𝑖𝑗𝑠 + 𝑐6𝑠𝑦

𝑘
𝑖6𝑠 + 100𝑝𝑖𝑦

𝑘
𝑖6𝑠

)︃
(19)

100
∑︁
𝑗*

𝑦𝑘𝑖𝑗*𝑠 ≥ 10 · 𝑆𝑠𝐸𝑖 (20)

𝑥𝑖𝑗 − 100
∑︁
𝑠∈𝜔𝑘

𝑦𝑘𝑖𝑗𝑠 ≥ 0 (21)

У першому виразi обмежень фiгурує параметр 𝐸𝑖. Його можна обрахувати
як математичне сподiвання засобу 𝑖. Наприклад для аптечки 𝐸1 = 0.05·0.02+
0.175 · 0.04 + 0.65 · 0.05 + 0.125 · 0.07 = 0.04925. Тодi на, припустимо, 10000
мешканцiв очiкуванi потреби складатимуть 10000𝐸1 = 492.5.

Вираз (19) включає в себе витрати по трьом категорiям:

1. Транспортнi витрати для кожного засобу вiд кожного складу (якщо вiн
орендований) до кожного мiста.
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2. Транспортнi витрати для кожного засобу вiд центрального складу до
кожного мiста.

3. Вартiсть кожної партiї засобiв, завезених з центрального складу.

Обмеження (20) зобов’язує задовольнити потреби кожного мiста у кожно-
му засобi, враховуючи той факт, що достава проходить партiями по 100 штук.

Обмеження (21) не дозволяє транспортувати бiльшу кiлькiсть засобiв,
анiж зберiгається на складi.

Тепер розв’яжемо задачу у Python. Як i зазначалося ранiше, розглянемо
всi варiанти для булевих змiнних, вiдповiдно матимемо 32 задачi. Вiдповiдь
оберемо ту, цiльова функцiя якої має найменше значення. Усi табличнi данi
винесемо у csv файли.

Iмпортуємо бiблiотеки:
1 import scipy.optimize as opt

2 from itertools import product

3 import pandas as pd

4 import numpy as np

Пiдготуємо вхiднi параметри:

• Населення мiст
1 cities_raw = pd.read_csv(’data/city_data.csv’)

2 cities = [’A’, ’B’, ’C’, ’D’, ’E’, ’F’, ’G’]

3 cities_population = cities_raw[’population ’]. to_numpy ()

• Очiкуванi потреби засобiв першої допомоги на душу населення
1 supply_needs = pd.read_csv(’data/supply_needs.csv’)

2 supply_needs[’Percentage ’] = supply_needs[’Percentage ’]/100

3

4 supply_types = [’first -aid -kits’,’dry -rations ’,’bottled -water’,’hygiene -

kits’,’child -food -kits’,’elderly -hygiene -kits’]

5 supply_types_estimated_needs = np.array ([

6 supply_needs[’Percentage ’]. transpose () @ supply_needs[k]

7 for k in supply_types

8 ])

• Вартостi одиниць засобiв
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1 supply_prices_raw = pd.read_csv(’data/supply_prices.csv’)

2 supply_prices = np.array([

3 supply_prices_raw[supply_prices_raw[’supply ’] == s][’price’].

to_numpy ()[0]

4 for s in supply_types

5 ])

• Данi складських примiщень
1 warehouse_data_raw = pd.read_csv(’data/warehouses_data.csv’)

2

3 rentable_warehouse_data = warehouse_data_raw[warehouse_data_raw[’

warehouse ’] != ’6-central ’]

4 warehouse_rent_prices = rentable_warehouse_data[’rent’]. to_numpy ()

5 warehouse_capacities = rentable_warehouse_data[’capacity ’]. to_numpy ()

6 delivery_prices = warehouse_data_raw[cities ]. to_numpy ()

• Решта параметрiв
1 T = 10 # Repair time

2 N = 100 # Supplies in 1 portion

3 K = 3 # Number of scenarios

4

5 # Scenario probabilities set

6 Omega = [np.arange (0,2), np.arange (0,5), np.arange (0,7)]

7 p = [0.75, 0.2, 0.05]

8

9 total_supply_types = len(supply_types)

10 total_warehouses = len(rentable_warehouse_data)

Сформуємо всi можливi варiанти комбiнацiй булевих змiнних:
1 warehouse_permutations = np.array(

2 list(product ([0, 1], repeat=total_warehouses))

3 )

На даному етапi усi данi завантаженi, i можна приступити до реалiзацiї
самого алгоритму. Спочатку сформуємо цiльову функцiю у виглядi вектора
всiх змiнних, далi сформуємо обмеження. Усi розв’язки запишемо у змiнну
solutions для подальшого дослiдження.

1 solutions = []

2 for warehouse_setup in warehouse_permutations:

3 # --- PREPARE VARIABLES ---

4 # Indicies of the warehouses that are rented
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5 w = np.where(warehouse_setup == 1)[0]

6 w_with_central = np.append(w, 5)

7

8 # All supply variables

9 x_labels = [(i,j)

10 for i in range(total_supply_types)

11 for j in w

12 ]

13

14 # All delivery variables

15 y_labels = [(k,i,j,s)

16 for k in range(K)

17 for i in range(total_supply_types)

18 for j in w_with_central

19 for s in Omega[k]

20 ]

21

22 # Variables -indicies mapper

23 label_to_index = {

24 **{(’x’, i, j):

25 idx for idx , (i, j) in enumerate(x_labels)},

26 **{(’y’, k, i, j, s):

27 idx + len(x_labels) for idx , (k, i, j, s) in enumerate(y_labels)

}

28 }

29 index_to_label = {

30 idx: (’x’, i, j) for idx , (i, j) in enumerate(x_labels)

31 }

32 index_to_label.update ({

33 idx + len(x_labels): (’y’, k, i, j, s)

34 for idx , (k, i, j, s) in enumerate(y_labels)

35 })

36

37 # Objective function

38 total_vars = len(label_to_index)

39 c = np.zeros(total_vars)

40

41 # --- OBJECTIVE FUNCTION ---

42 # Total rental price to be included after the solution

43 total_rental_price = T * np.sum(warehouse_rent_prices[w])

44

45 # First stage. Initial supplies cost

46 for (i, j) in x_labels:

47 idx = label_to_index [(’x’, i, j)]

48 c[idx] += supply_prices[i]

49
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50 # Second stage. Delivery cost

51 for (k, i, j, s) in y_labels:

52 idx = label_to_index [(’y’, k, i, j, s)]

53 if j == 5:

54 c[idx] += p[k] * (delivery_prices[j][i] + N * supply_prices[i])

55 else:

56 c[idx] += p[k] * delivery_prices[j][i]

57

58 # --- CONSTRAINTS ---

59 A_ub = []

60 b_ub = []

61

62 # First stage. Capacity constraints

63 for j in w:

64 row = np.zeros(total_vars)

65 for i in range(total_supply_types):

66 idx = label_to_index [(’x’, i, j)]

67 row[idx] = 1

68 A_ub.append(row)

69 b_ub.append(warehouse_capacities[j])

70

71 # Second stage. Fullfillment of needs

72 for k in range(K):

73 for s in Omega[k]:

74 for i in range(total_supply_types):

75 row = np.zeros(total_vars)

76 for j in w_with_central:

77 idx = label_to_index [(’y’, k, i, j, s)]

78 row[idx] = N

79 A_ub.append(-row) # Invert due to linprog

80 b_ub.append(

81 -T * supply_types_estimated_needs[i] * cities_population

[s]

82 ) # Invert due to linprog

83

84 # Second stage. Stocked supplies restriction

85 for k in range(K):

86 for i in range(total_supply_types):

87 for j in w:

88 row = np.zeros(total_vars)

89 idx = label_to_index [(’x’, i, j)]

90 row[idx] = -1

91 for s in Omega[k]:

92 idx = label_to_index [(’y’, k, i, j, s)]

93 row[idx] = N

94 A_ub.append(row)
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95 b_ub.append (0)

96

97

98 if (np.array(A_ub).shape [0] == 0):

99 A_ub = np.zeros((1, total_vars))

100

101 if (np.array(b_ub).shape [0] == 0):

102 b_ub = np.zeros (1)

103

104 res = opt.linprog(

105 c, A_ub=A_ub , b_ub=b_ub , method=’highs’, integrality =1

106 )

107 solutions.append ({

108 ’status ’: res.success ,

109 ’fun’: res.fun + total_rental_price ,

110 ’w’: w,

111 ’x’: { index_to_label[i]: val for i, val in enumerate(res.x) }

112 })

Даний цикл згенерує список всiх розв’язкiв. Знайдемо мiнiмальний серед
всiх:

1 best_func = np.inf

2 best_sol = None

3

4 for i, sol in enumerate(solutions):

5 if (sol[’fun’] < best_func):

6 best_func = sol[’fun’]

7 best_sol = sol

Для аналiзу розв’язку спочатку поглянемо на булевi значення:
1 best_sol[’w’]

2 # array([0, 1, 3], dtype=int64)

Вiдповiдь на одне з запитань маємо: органiзацiя має орендувати пер-
ший, другий та четвертий склади.

Проаналiзуємо змiннi рiшення першого етапу:
1 first_stage_raw = {k: v for k, v in best_sol[’x’].items() if k[0] == ’x’}

2 first_stage_decision = pd.DataFrame ()

3 for ((_, i, j), v) in first_stage_raw.items ():

4 if (v == 0):

5 continue

6 first_stage_decision = pd.concat ([ first_stage_decision , pd.DataFrame ({

7 ’supply ’: [i],

8 ’supply_type ’: [supply_types[i]],
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9 ’warehouse ’: [j],

10 ’amount ’: [v]

11 })], ignore_index=True)

12

13 first_stage_decision

supply supply_type warehouse amount

0 first-aid-kits 3 11000
1 dry-rations 3 67100
2 bottled-water 0 771000
2 bottled-water 1 600000
3 hygiene-kits 0 18000
4 child-food-kits 0 5500
5 elderly-hygiene-kits 0 5500

Звiдси отримуємо вiдповiдь на друге запитання. Органiзацiя має при-
дбати засоби першої допомоги i розподiлити їх наступним чином:

• 11,000 аптечок. Усi в четвертому складi.

• 67,100 сухих пайкiв. с в етвертому склад.

• 1,371,000 бутлiв води. 771,000 в першому складi, решта у другому.

• 18,000 наборiв гiгiєни. Усi в першому складi.

• 5,500 наборiв дитячого харчування. Усi в першому складi.

• 5,500 наборiв гiгiєни для людей похилого вiку. Усi в першому складi.

Означимо допомiжну функцiю для отримання результатiв для кожного
сценарiю:

1 def get_scenario_df(sol , k):

2 x_vars = { key: v

3 for key , v in sol[’x’].items ()

4 if key[0] == ’x’

5 }

6 y_vars = { key: v

7 for key , v in sol[’x’].items ()

8 if key[0] == ’y’ and key[1] == k
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9 }

10

11 x_values = np.sum(v * supply_prices[i]

12 for (var , i, j), v in x_vars.items()

13 )

14 rental_price = T * np.sum(warehouse_rent_prices[sol[’w’]])

15 y_values = np.sum(v * delivery_prices[j][i]

16 for (var , scenario , i, j, s), v in y_vars.items()

17 if j != 5

18 )

19 y_values_central = np.sum(

20 v * (delivery_prices[j][i] + N * supply_prices[i])

21 for (var , scenario , i, j, s), v in y_vars.items()

22 if j == 5

23 )

24 total_value = x_values + rental_price + y_values + y_values_central

25

26 scenario_raw = { key: v

27 for key , v in sol[’x’].items ()

28 if key[0] == ’y’ and key[1] == k

29 }

30 scenario_decision = pd.DataFrame ()

31 for ((_, k, i, j, s), v) in scenario_raw.items():

32 if (v == 0):

33 continue

34 scenario_decision = pd.concat ([ scenario_decision , pd.DataFrame ({

35 ’supply ’: [i],

36 ’supply_type ’: [supply_types[i]],

37 ’warehouse ’: [j],

38 ’city’: [s],

39 ’amount ’: [v]

40 })], ignore_index=True)

41

42 return (scenario_decision , total_value , x_values + rental_price)

Функцiя повертає значення змiнних конкретного сценарiю, загальнi ви-
трати для даного сценарiю, а також витрати на першому етапi прийняття
рiшення.

• Для першого сценарiю маємо:
1 (scenario1_decision , value1 , first_stage_value) = get_scenario_df(

best_sol , 0)

2 print(value1 , first_stage_value)

3 # 2030195.0 1739250.0
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Витрати становлять 2 030 195$, якщо справджується перший сценарiй.

• Для другого:
1 (scenario2_decision , value2 , first_stage_value) = get_scenario_df(

best_sol , 1)

2 print(value2 , first_stage_value)

3 # 5739740.0 1739250.0

Витрати становлять 5 739 740$, якщо справджується другий сценарiй.

• Для третього:
1 (scenario3_decision , value3 , first_stage_value) = get_scenario_df(

best_sol , 2)

2 print(value3 , first_stage_value)

3 # 9313900.0 1739250.0

Витрати становлять 9 313 900$, якщо справджується третiй сценарiй.

Також можемо перевiрити коректнiсть отриманих значень. Вiд загальної
суми витрат вiднiмемо суму витрат на першому етапi. Далi, згiдно з означе-
нням двоетапної задачi SLP, обрахуємо очiкуванi витрати на другому етапi,
i звiримо вiдповiдь:

2, 030, 195− 1, 739, 250 = 290, 945

5, 739, 740− 1, 739, 250 = 4, 000, 490

9, 313, 900− 1, 739, 250 = 7, 574, 650

1, 739, 250 + 290, 945 · 0.75 + 4, 000, 490 · 0.2 + 7, 574, 650 · 0.05 = 3, 316, 289.25

Звiримо отримане значення з очiкуваним:
1 best_sol[’fun’]

2 # 3136289.25

Значення однаковi. Отже, iнтерпретацiя задачi та її математичне форму-
лювання вiдповiдають дiйсностi. Зазначимо, що чим менш ймовiрний сце-
нарiй, тим бiльше становитимуть витрати. При цьому найбiльш ймовiрний
сценарiй потребує витрат менше, анiж очiкуванi витрати, навiть за умов мi-
нiмiзацiї. Саме ця рiзниця i є запобiжним фактором у випадку, коли найбiльш
ймовiрний сценарiй не справджується.
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На завершення, наведемо розв’язок у змiнних 𝑦 для першого сценарiю:
1 scenario1_decision

supply supply_type warehouse city amount

0 first-aid-kits 3 0 50
0 first-aid-kits 3 1 60
1 dry-rations 3 0 305
1 dry-rations 3 1 366
2 bottled-water 0 0 2058
2 bottled-water 1 0 1605
2 bottled-water 1 1 4395
3 hygiene-kits 0 0 82
3 hygiene-kits 0 1 98
4 child-food-kits 0 0 25
4 child-food-kits 0 1 30
5 elderly-hygiene-kits 0 0 25
5 elderly-hygiene-kits 0 1 30

• З четвертого складу буде вiдправлено 50 партiй аптечок до мiста A та
60 партiй до мiста B.

• З четвертого складу буде вiдправлено 305 партiй сухих пайкiв до мiста
A та 366 партiй до мiста B.

• З першого складу буде вiдправлено 2058 партiй бутельованої води
до мiста A. З другого складу буде вiдправлено 1605 партiй до мiста A i
4395 партiй до мiста B.

• З першого складу 82 партiї наборiв гiгiєни будуть вiдправленi до мiста
A i 98 до мiста B.

• З першого складу буде вiдправлено 25 партiй наборiв дитячого хар-
чування до мiста A i 30 партiй до мiста B.

• З першого складу буде вiдправлено 25 партiй наборiв гiгiєни для
людей похилого вiку до мiста A i 30 партiй до мiста B.
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Аналогiчно можна отримати результати для другого i третього сценарiїв:
1 scenario2_decision

supply supply_type warehouse city amount

0 first-aid-kits 3 0 50
0 first-aid-kits 3 2 25
0 first-aid-kits 3 4 35
0 first-aid-kits 5 1 60
0 first-aid-kits 5 3 99
0 first-aid-kits 5 4 7
1 dry-rations 3 1 62
1 dry-rations 3 3 609
1 dry-rations 5 0 305
1 dry-rations 5 1 304
1 dry-rations 5 2 153
1 dry-rations 5 4 259
2 bottled-water 0 3 5720
2 bottled-water 0 4 1990
2 bottled-water 1 1 4395
2 bottled-water 1 3 1605
2 bottled-water 5 0 3663
2 bottled-water 5 2 1832
2 bottled-water 5 4 1124
3 hygiene-kits 0 0 82
3 hygiene-kits 0 2 41
3 hygiene-kits 0 3 57
3 hygiene-kits 5 1 98
3 hygiene-kits 5 3 106
3 hygiene-kits 5 4 70
4 child-food-kits 0 0 20
4 child-food-kits 0 2 13
4 child-food-kits 0 4 22
4 child-food-kits 5 0 5
4 child-food-kits 5 1 30
4 child-food-kits 5 3 50
5 elderly-hygiene-kits 0 0 25
5 elderly-hygiene-kits 0 1 30
5 elderly-hygiene-kits 5 2 13
5 elderly-hygiene-kits 5 3 50
5 elderly-hygiene-kits 5 4 22
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1 scenario3_decision

supply supply_type warehouse city amount

0 first-aid-kits 3 1 60
0 first-aid-kits 3 3 50
0 first-aid-kits 5 0 50
0 first-aid-kits 5 2 25
0 first-aid-kits 5 3 49
0 first-aid-kits 5 4 42
0 first-aid-kits 5 5 46
0 first-aid-kits 5 6 76
1 dry-rations 3 3 609
1 dry-rations 3 5 62
1 dry-rations 5 0 305
1 dry-rations 5 1 366
1 dry-rations 5 2 153
1 dry-rations 5 4 259
1 dry-rations 5 5 219
1 dry-rations 5 6 469
2 bottled-water 0 3 7325
2 bottled-water 0 5 385
2 bottled-water 1 0 1183
2 bottled-water 1 2 1832
2 bottled-water 1 5 2985
2 bottled-water 5 0 2480
2 bottled-water 5 1 4395
2 bottled-water 5 4 3114
2 bottled-water 5 6 5641
3 hygiene-kits 0 1 54
3 hygiene-kits 0 6 126
3 hygiene-kits 5 0 82
3 hygiene-kits 5 1 44
3 hygiene-kits 5 2 41
3 hygiene-kits 5 3 163
3 hygiene-kits 5 4 70
3 hygiene-kits 5 5 75
4 child-food-kits 0 2 10
4 child-food-kits 0 4 22
4 child-food-kits 0 5 23
4 child-food-kits 5 0 25
4 child-food-kits 5 1 30
4 child-food-kits 5 2 3
4 child-food-kits 5 3 50
4 child-food-kits 5 6 39
5 elderly-hygiene-kits 0 0 25
5 elderly-hygiene-kits 0 2 7
5 elderly-hygiene-kits 0 5 23
5 elderly-hygiene-kits 5 1 30
5 elderly-hygiene-kits 5 2 6
5 elderly-hygiene-kits 5 3 50
5 elderly-hygiene-kits 5 4 22
5 elderly-hygiene-kits 5 6 39

На даному етапi можна вважати задачу розв’язаною.
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Висновки

У цiй роботi було дослiджено тему задач оптимiзацiї за умов невизначеностi.
Був наведений логiчний теоретичний ланцюжок побудови задачi стохасти-
чного лiнiйного програмування, який складається з теорiї детермiнованого
лiнiйного програмування, використання теорiї вибору у виборi стохастичного
критерiю, та зведеннi стохастичної моделi до детермiнiстичного аналогу.

Робота мiстила 2 основнi частини:

1. Постановку задачi лiнiйного програмування, методи її розв’язку, алго-
ритм цiлочисельного програмування B&B та приклади реалiзацiї.

2. Теорiю оптимiзацiї за умов невизначеностi, вибiр критерiю оптимiзацiї,
теорiю лiнiйної стохастичної моделi та детермiнiстичного аналогу для
двоетапної моделi.

На основi розглянутої теорiї було побудовано математичну модель про-
блеми логiстичних сполучень пiд час природної катастрофи та показано її
практичне застосування з отриманням конкретних результатiв для кожно-
го сценарiю розвитку подiй. Також був наведений код алгоритму розв’язку
задачi з вiдповiдними поясненнями деталей реалiзацiї. Отриманi результати
пiдтверджують, що стохастичне лiнiйне програмування є потужним i стру-
ктурним iнструментом для оптимiзацiї в задачах, де наявний фактор неви-
значеностi.

Майбутнi дослiдження можуть мiстити моделi нелiнiйного програмува-
ння, стохастичного програмування з нелiнiйними критерiями, використання
унiверсальних пiдходiв для розв’язку будь-яких типiв задач оптимiзацiї, а та-
кож поєднання стохастичних задач оптимiзацiї з iншими галузями, зокрема
машинного навчання та нейромереж.
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